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Resumen Una propiedad muy importante de los con-
juntos no dominados es su diversidad. Mientras mayor
sea la diversidad, más rica es la información sobre las
posibles soluciones a un problema multi–objetivo. Des-
de el inicio de la computación evolutiva multi–objetivo
se han encontrado dificultades para evaluar la diversi-
dad de los conjuntos no dominados. Muchas métricas
diseñadas con este fin, fallan en ejemplos muy sencillos.
En este trabajo revisamos en que consisten las princi-
pales fallas de las métricas de diversidad y damos una
propuesta que no presenta estos problemas. Nuestra
propuesta mide la diversidad de una forma diferente,
considerando un hiper–volumen de influencia del con-
junto, y tiene un comportamiento excelente como me-
dida de desempeño. Se probó nuestra métrica usando
un benchmark publicado en la bibliograf́ıa, teniendo un
desempeño perfecto.

THE PROBLEM OF MEASURING THE
DIVERSITY OF A NON–DOMINATED
SET AND A SOLUTION

Summary Diversity is a very important property for
non–dominated sets. The diversity is a measure of how
much information is contained in a non–dominated set.
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Evaluating diversity has been a difficult issue in multi–
objective evolutionary computation. Many diversity per-
formance measures fail in simple cases. In this work, we
describe the most common problems in diversity per-
formance measures and we propose a more robust ap-
proach. The problem with most performance measures
is that they consist on evaluating the standard devia-
tion of the distances between the elements of the non–
dominated sets, or a similar calculation. This dependen-
ce on a standard deviation produces a high sensibility
to small changes in the non–dominated sets. Our ap-
proach is based on an hyper–volume associated to the
non–dominated set. The behavior of this hyper–volume
is exactly what we expect from a diversity performance
measure. We tested our approach using a benchmark
published in bibliography, showing an exceptional per-
formance.

1. Introducción

Optimización es un área de las matemáticas aplica-
das, donde se busca encontrar la mejor solución a un
problema, generalmente sujeto a restricciones. Optimi-
zar un diseño de ingeniŕıa es importante pues permite
economizar recursos al mismo tiempo que se cumplen
todos los requisitos de funcionalidad. Algunos ejemplos
de como se ha utilizado la optimización en diseños de
ingenieŕıa pueden verse en [1], [2], [3].

Un caso especial en optimización es la Optimiza-
ción Multi–Objetivo (OMO). En OMO, se trabaja con
problemas de la siguiente forma

Minimizar F (x) = 〈f1(x), . . . , fm(x)〉 (1)

sujeto a : x ∈ X ⊂ Rn (2)
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Figura 1. Ejemplos de dominancia (izquierda) y un conjunto no dominado (derecha)

donde X es el conjunto de todas las soluciones factibles
al problema.

En OMO no existe una idea clara a priori de cómo
identificar la solución óptima para un problema, pues se
desconoce el compromiso entre las diferentes funciones
objetivo fi(x). Para poder identificar la solución ópti-
ma, es común recolectar un conjunto de posibles solu-
ciones. A este conjunto le llamamos conjunto no domi-
nado. Al observar este conjunto de soluciones es posible
tener una idea más clara de qué tipo de solución es la
que más nos conviene, incluso elegir la solución final a
nuestro problema de entre los elementos del conjunto
no dominado.

Es evidente que la calidad y cantidad de la informa-
ción presente en un conjunto no dominado es sumamen-
te importante. Para un mismo problema y dependiendo
del método de recolección, es posible obtener diferen-
tes conjuntos. Por lo tanto, es necesario algún método
para evaluar qué tan bueno es un conjunto no domina-
do. Esto con varios fines, como por ejemplo, tener una
idea de qué tan rica es la información sobre la que se
está tomando una decisión. También es importante pa-
ra identificar qué métodos de recolección dan mejores
resultados.

Las dos principales propiedades de un conjunto no–
dominado son convergencia y diversidad, cuya defini-
ción se dará más adelante. En este trabajo nos enfoca-
remos solamente en diversidad, probablemente la pro-
piedad más dif́ıcil de evaluar. Las métricas diseñadas
para medir diversidad fallan fácilmente en casos muy
sencillos, por lo que es necesario idear nuevas métri-
cas. En este trabajo explicamos algunas de las causas
de estas fallas y proponemos una nueva métrica que es
mucho más robusta.

El resto del art́ıculo se organiza como sigue: en la
Sección 2 introducimos los conceptos más relevantes pa-
ra este trabajo de la OMO. En la Sección 3 explicamos
algunos de los problemas más comunes de las métricas

de diversidad. En la Sección 4 discutimos el concepto de
diversidad y proponemos una nueva forma de evaluarla.
En la Sección 5 sometemos nuestra propuesta a casos
de prueba. Finalmente, damos nuestras conclusiones en
la Sección 6.

2. Conceptos básicos

En Optimización Multi–Objetivo, cada solución fac-
tible x es evaluada en base a varias funciones objeti-
vo, es decir, en base a un vector de números reales
F (x) = 〈f1(x), . . . , fm(x)〉. Comparar dos soluciones
x, y ∈ X es complicado si no existen preferencias por
ninguna función objetivo. Cuando se desean comparar
vectores, es común utilizar el Criterio de Optimalidad
de Pareto (COP). COP describe una relación binaria
entre vectores llamada dominancia. La definición de do-
minancia nos dice que un vector w domina a un vector
z (w dom z) si z no es mejor que w en cualquiera de las
funciones objetivo y que existe al menos una función
objetivo para la cual w es mejor que z. En notación
matemática (y tomando en cuenta que sólo considera-
mos funciones a minimizar) dominancia se define co-
mo: w dom z ≡ ∀i ∈ {1, 2, . . . , m}, ai ≤ bi ∧ ∃j ∈
{1, 2, . . . , n} | aj < bj , donde w, z ∈ Rm y ai representa
el i–ésimo elemento de a.

Es evidente que si un vector w domina a un vec-
tor z, entonces w es mejor que z. Desafortunadamente,
aún con COP es posible tener vectores incomparables,
es decir, casos donde ni w domina a z ni z domina a
w. Un conjunto no dominado es un conjunto de vecto-
res mutuamente incomparables. Para ejemplificar estos
conceptos, en la Figura 1, lado izquierdo, se ven tres
vectores a, b y c. Podemos ver que a dom b, c dom b,
pero a y c son incomparables bajo COP. En la misma
figura, lado derecho, vemos un conjunto de puntos no
dominados. Cualquier par de vectores en este conjunto
son incomparables entre śı.
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Figura 2. Elementos importantes de un problema multi–objetivo

En un problema multi–objetivo, podemos asumir sin
temor a error, que una solución x es mejor que una so-
lución y si F (x) domina a F (y). De manera que es po-
sible descartar a todas aquellas soluciones dominadas y
concentrarnos en aquellas soluciones en X que no son
dominadas por ninguna otra solución en X. Al conjunto
de todas las soluciones factibles que no son dominadas
por ninguna otra solución factible, se le llama Conjun-
to de Pareto (CP). Al la imagen de CP bajo el vector
de funciones objetivo F (x) se le llama Frente de Pa-
reto (FP). Una representación gráfica de los conceptos
mencionados en este párrafo se muestran en la Figura 2.

La calidad de una solución factible depende de sus
valores en las funciones objetivo, por lo que el resto de
la discusión de este art́ıculo se desarrolla en el espacio
de las funciones objetivo. Para más información sobre
Optimización Multi–Objetivo, recomendamos la lectu-
ra de Coello [4] y Deb [5].

Independientemente de cuáles sean las preferencias
finales sobre las funciones objetivo, la solución óptima
del problema será un elemento del Frente de Pareto.
Por lo tanto, se busca obtener una approximación al
FP para clarificar preferencias y ser capaz de identifi-
car la solución final al problema. Una aproximación al
FP consiste en un conjunto no–dominado de tamaño
finito. En el resto del art́ıculo se usaran los términos
aproximación y conjunto no dominado como equivalen-
tes.

Se han propuesto muchas metodoloǵıas para apro-
ximar el Frente de Pareto, sin embargo una pregunta
frecuente es que tan buena es una aproximación. Medir
la calidad de un conjunto no–dominado no es fácil. En
general se consideran dos propiedades principales: con-
vergencia, que se refiere a qué tan cerca está la apro-
ximación al FP; y diversidad, que se refiere a qué tan

rica es la información que aporta la aproximación so-
bre el Frente de Pareto. En este art́ıculo nos enfocamos
en diversidad, y asumimos una situación donde la con-
vergencia no es un factor de discriminación entre los
conjuntos no–dominados que se están comparando. Un
ejemplo de esta situación es cuando todas las aproxi-
maciones a comparar son subconjuntos del Frente de
Pareto.

La diversidad de un conjunto no–dominado se ha
interpretado de varias maneras. En la siguiente sección
mostramos algunas de estas interpretaciones, describi-
mos algunas métricas de diversidad basadas en estas
interpretaciones y explicamos cuales son los problemas
que asociados a ellas.

3. Medidas de diversidad

Una interpretación muy común de diversidad es que
los elementos de un conjunto no dominado deben estar
equiespaciados entre ellos. Existen muchos ejemplos de
métricas basadas en esta idea. Por ejemplo la métrica de
distribución de Schott (f) [6], la métrica de distribución
de Deb [7], la medida de dispersión basada en entroṕıa
de Farhang y Azarm [8] y muchas otras.

El problema con las métricas que miden la unifor-
midad en la distribución de los vectores, es que carecen
de una propiedad muy importante. Esta propiedad es
llamada monotońıa [9] y se enuncia a continuación:

Definición 1 Una métrica I tiene la propiedad de mo-
notońıa si al agregar nuevos elementos a un conjunto
no dominado A, la valoración que da I a A mejora.

Evidentemente, al agregarle más elementos a un con-
junto no dominado, la cantidad de información que el
conjunto nos proporciona es mayor y, por lo tanto, debe



220 G. Lizárraga, S. Botello, P. Perez

f1

f2

-

6 q

q

q

q

q

q

f1

f2

-

6 q

q

q
q
q

q

q

f1

f2

-

6 q

q

q

Figura 3. Tres conjuntos no dominados: A (izquierda), B (centro) y C (derecha)
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Figura 4. Dos conjuntos no dominados con diferencias en el número de elementos: A (izquierda) 6 elementos, B
(derecha) 10 elementos
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Figura 5. Dos conjuntos no dominados con diferencias en extensión: A (izquierda), B (derecha)

tener una mejor evaluación. Desafortunadamente, toda
métrica que mida la uniformidad en la distribución de
un conjunto no dominado viola el principio de mono-
tońıa. Para ver esto, considere la Figura 3. En esta fi-
gura vemos que B tiene los mismos elemementos que
A más un vector, por lo que B debe ser considerado
mejor que A. Pero una métrica basada en uniformi-
dad va a evaluar a A como mejor que B pues A tiene
más uniformidad en sus elementos. Mientras mejor sea
una métrica para evaluar uniformidad más fácilmente
caerá en este error.

Un ejemplo más extremo se da cuando comparamos
B con C en la Figura 3. Como C es más uniforme,
será considerado como mejor que B, a pesar de que B

contiene mucha más información. En general la medidas
de uniformidad ignoran el número de elementos conte-

nidos en las aproximaciones. Una métrica que toma en
cuenta uniformidad y número de elementos es el ı́ndice
M2 de Zitzler [10], pero aún aśı carece de monotońıa.

También se ha relacionado la diversidad con el núme-
ro final de vectores generados. Esto debe manejarse con
cuidado pues pueden darse casos como el mostrado en
la Figura 4, donde el conjunto A tiene menos elemen-
tos que el conjunto B. Sin embargo, los elementos del
conjunto B están aglomerados en un pequeño espacio,
por lo que dan casi la misma información, mientras que
los elementos de B se encuentran bien distribuidos. El
número de vectores generados se usa en combinación
con otras medidas de diversidad para poder hacer eva-
luaciones mas confiables.

Otra interpretación que se le ha dado a la diversidad
es el concepto de extensión. La extensión, como su nom-
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Figura 6. Un Frente de Pareto continuo (izquierda). Propuestas para métricas de diversidad (derecha)

bre lo sugiere, se refiere a que tan amplia es la zona del
Frente de Pareto que abarca un conjunto no dominado.
Se han dado pocas propuestas en este sentido, como
por ejemplo la Máxima Dispersión de Zitzler [10], que
consiste en la distancia entre los valores extremos del
conjunto no dominado. Otro ejemplo es la métrica de
covertura de Farhang y Azarm [11], que está basada
en conos convexos para decidir cuando una aproxima-
ción tiene mejor extensión que otra. Medir solamente
extensión puede dar un panorama limitado y engañoso
de la diversidad. Para ver esto, obsérvese la Figura 5.
Aqúı vemos que A nos ofrece una gran cantidad de in-
formación sobre el Frente de Pareto, mientras que B

sólo tiene dos vectores. Sin embargo, B se considera
mejor desde el punto de vista de extensión por abarcar
una distancia mayor con estos dos vectores, lo cual es
contradictorio.

4. Una nueva propuesta de diversidad

En esta sección proponemos una métrica de diver-
sidad que no esta basada en ninguna de las ideas pre-
sentada en la sección anterior, sino que parte de otro
principio. Este principio combina, de forma natural, la
noción intuitiva de cuando una aproximación tiene una
mejor diversidad que otra.

Imaǵınese el caso hipotético donde podemos anali-
zar todos los elementos del Frente de Pareto. Bajo esta
condición especial, es factible pensar que podemos iden-
tificar la verdadera solución óptima para nuestro pro-
blema multi–objetivo. Llamémosle z∗ a esta solución
óptima. En la práctica, z∗ no puede ser identificada de
antemano pero se busca identificarla usando aproxima-
ciones al Frente de Pareto, ya que z∗ es un elemento
de FP. Ahora, suponiendo un FP con un número infini-
to de elementos y considerando que las aproximaciones
al Frente de Pareto son conjuntos finitos. ¿Cuál es la
probabilidad de que z∗ sea un elemento de una apro-
ximación? La respuesta es, por supuesto cero. Excepto

en casos donde el Frente de Pareto tenga un número re-
lativamente pequeño de elementos, podemos considerar
que la solución óptima a un problema multi–objetivo
no estará contenida en una aproximación. A lo más que
podemos aspirar es a que la aproximación tenga una
solución cercana a z∗.

A priori, cualquier elemento del Frente de Pareto
puede ser la solución óptima. Por lo tanto, una buena
aproximación al FP será aquella que proporcione vec-
tores cercanos a cualquier elemento del FP. De manera
que una aproximación tiene una mejor diversidad mien-
tras mayor sea su capacidad de proporcionar vectores
parecidos a cualquier elemento aleatorio del Frente de
Pareto.

Se usa esta nueva definición de diversidad para cons-
truir una métrica robusta. Imaǵınese un Frente de Pa-
reto continuo y recto (con fines de simplificar la expli-
cación) como el que se muestra en la Figura 6, lado
izquierdo. Para facilitar el análisis, se rota ese Frente
de Pareto hasta dejarlo horizontal, como se muestra en
la Figura 6, lado derecho, parte superior. Vamos a aso-
ciar a cada elemento de una aproximación una zona de
influencia determinada por un radio U . Por ejemplo, al
vector a en la Figura 6, lado derecho, parte superior, le
vamos a asociar todos aquellos elementos del Frente de
Pareto que estén a una distancia de a menor a o igual
a U . Se dice que estos elementos están “cubiertos” por
a. La interpretación de esta zona de influencia, es que
para cualquier elemento z del FP cubierto por a, el vec-
tor a representa una solución equivalente, para la cual
podemos tomar a a como un substituto de z.

Dada una aproximación al Frente de Pareto como
la mostrada en la Figura 6, lado derecho, parte central,
podemos considerar como métrica de diversidad a la
longitud de la unión de las zonas de influencia de todos
los elementos de la aproximación. En la Figura 6, lado
derecho, parte central, esta longitud seŕıa igual a α +
β + γ. Esta métrica de diversidad es una función de
beneficio que da un valor más alto a una aproximación
que cubre más elementos del Frente de Pareto.
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Una desventaja de esta métrica de diversidad es que,
una vez que todos lo elementos del FP están cubiertos,
agregar más vectores a la aproximación no mejorará su
valoración. Debido a esto se introduce un modificación.
A cada elemento z del Frente de Pareto se le asigna
un peso w(z), cuyo valor depende del elemento más
cercano de una aproximación A. Este peso está dado
por la siguiente fórmula:

w(z) =
{√

U2 − d(z, anear)2 si d(z, anear) ≤ U

0 de lo contrario
(3)

donde d(x, y) es la distancia Euclidiana entre x y y,
anear es el elemento de A más cercano a z. Y se redefine
nuestra métrica de calidad, llamada B, como:

B(A) =
∫

z∈PF

w(z)dz (4)

B puede visualizarse como el área de la unión de
los semićırculos que se muestran en la Figura 6, la-
do derecho, parte inferior. En la práctica, B puede ser
muy dif́ıcil de calcular, pues necesitamos conocer el FP.
Además que para diferentes problemas multi–objetivo,
los Frentes de Pareto correspondientes pueden tener
muchas topoloǵıas diferentes. Diferentes topoloǵıas pue-
den hacer aún más dif́ıcil calcular B. Para resolver es-
to, se hará un cambio más. En vez de definir nuestra
métrica de diversidad a travéz de una función de peso
w, simplemente se asocia un ćırculo de radio U a cada
uno de los elementos de una aproximación, y se define
una nueva métrica de diversidad, llamada B2, como el
área de la unión de todos estos ćırculos. Nótese que B2
no tiene las dificultades de cálculo que tiene B. Para
calcular B2 no es necesario conocer el Frente de Pare-
to y la topoloǵıa de éste es irrelevante. El valor de B2
depende únicamente de la posición de los vectores de
la aproximación y de el valor de U . Una representación
gráfica de B2 para una aproximación es como se ve en
la Figura 7.
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Figura 7. B2

Ahora se generalizará la definición de B2 para cual-
quier dimensión. Sea b(a, U) la bola de radio U cuyo
centro es a. Sea µ(X) la medida de un conjunto X, por
ejemplo área, volumen, hipervolumen, etc. La definición
de B2 es la siguiente, para una aproximación A:

B2(A) = µ
( ⋃

a∈A

b(U, a)
)

(5)

B2 tiene la propiedad de monotońıa. Cada nuevo
vector que se agrega a un conjunto no dominado agrega
una mayor cantidad de área, por lo que la evaluación de
una aproximación se incrementa conforme se incluyen
nuevos elementos. Esto se puede ver en la Figura 8,
donde se reproducen las aproximaciones de la Figura 3,
pero con las bolas asociadas a los vectores. Podemos
ver que el conjunto B tiene una mayor área respecto al
conjunto A gracias a la aportación que hace el vector
extra en B. Cuando comparamos B con C o A con
C, vemos que C tiene una menor área debido a que
tiene muy pocos elementos, a pesar de que éstos están
muy bien dispersos. Por esto, nuestra propuesta es más
robusta en estos casos.

También es fácil ver que B2 es robusta en casos
como el de la Figura 4, la cual reprodujimos en la Fi-
gura 9, pero agregando bolas a los vectores. Como se
puede apreciar, el conjunto B tiene poca área debido a
que sus bolas asociadas están muy cerca unas de otras
y se crean muchas intersecciones. Mientras que en el
conjunto A se da muy poca intersección, ya que sus
elementos están separados unos de otros.

Para casos como el de la Figura 5, nuestra propues-
ta también es robusta, pues aproximaciones que tengan
elementos muy alejados pero que aportan poca infor-
mación intermedia, tendrán áreas más pequeñas.

Un punto importante es cómo elegir el radio U de
las bolas. Una de las razones por las que B2 funcio-
na, es por las intersecciones entre bolas. Conjuntos con
buena diversidad tienen pocas intersecciones y una ma-
yor área. Conjuntos con una diversidad pobre tienden
a tener un número mayor de intersecciones y un área
pequeña. Sin embargo, si U es demasiado pequeño, es
posible que no se den intersecciones aún en conjuntos
con diversidad pobre. Pueden sugerirse muchas formas
de fijar el valor de U . En nuestro caso se decidió calcular
el valor de U como el promedio de las distancias entre
cada vector y su vecino más cercano. De esta mane-
ra pueden garantizarse intersecciones en conjuntos con
elementos muy cercanos entre ellos.

Otro punto muy importante es la complejidad compu-
tacional. Calcular la medida de un conjunto de N de
bolas tiene complejidad N log N en dos dimensiones y
N2 en tres dimensiones [12]. Para más de tres dimensio-
nes no conocemos un algoritmo exacto, pero se puede
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Figura 8. Tres conjuntos no dominados: A (izquierda), B (centro) y C (derecha)
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Figura 9. B2 aplicada en dos conjuntos no dominados con diferencias en extensión: A (izquierda), B (derecha)

aproximar con una integración Montecarlo en tiempo
lineal [13].

5. Experimentos

Para evaluar la validez de nuestra propuesta, usa-
mos algunos casos de pruebas publicados en [14]. Cada
uno de estos casos consiste en varios conjuntos no do-
minados con diferentes grados de calidad, y es evidente
a la vista que conjunto no dominado es mejor que otro.
Para pasar las pruebas, una métrica debe evaluar los
conjuntos para ordenarlos del mejor al peor correcta-
mente. Usamos los casos de prueba 3, 4, 5, 6, 7 y 8. No
usamos los casos de prueba 1 y 2 pues en estos casos se
evalúa convergencia. Cada caso de prueba cuenta con
5 conjuntos no dominados: A, B, C, D y E, excepto el
caso de prueba 6 que solo tiene dos conjuntos: A y B.

Para representar las relaciones de calidad entre con-
juntos no dominados se usan los śımbolos “¿” y “=”.
Por ejemplo, A > B significa que A es mejor que B;
A = B significa que A es igual de bueno que B. Tam-
bién se crean cadenas de relaciones como por ejemplo
A > B = C > D = E, que significa que A es mejor que
todos los demás conjuntos; B y C son igual de buenos
y superiores a D y E; y D y E son igual de buenos.

Cada caso de prueba tiene una versión en dos di-
mensiones y en tres dimensiones. La descripción de ca-
da caso de prueba puede encontrarse en [14]. En la Ta-
bla 1, se muestran los resultados esperados de los casos

Tabla 1. Resultados correctos de los casos de prueba

Prueba Dos dimensiones Tres dimensiones

3 A > B > C > D > E A > B > C > D > E

4 A > B > C > D > E A > B > C > D > E

5 E > D > C > B > A E > D > C > B > A

6 A = B A = B

7 A = B = C = D = E A = B = C = D = E

8 E > D > C > B > A E > D > C > B > A

Tabla 2. Resultados de la métrica B2
Prueba Dos dimensiones Tres dimensiones

3 A > B > C > D > E A > B > C > D > E

4 A > B > C > D > E A > B > C > D > E

5 E > D > C > B > A E > D > C > B > A

6 A = B A = B

7 A = B = C = D = E A = B = C = D = E

8 E > D > C > B > A E > D > C > B > A

Tabla 3. Resultados para la métrica de distribución de
Schott

Prueba Dos dimensiones Tres dimensiones

3 D > C > B > A > E E > D > C > B > A

4 C > D > E > B > A E > D > B > C > A

5 E > D > C > B > A E > D > C > B > A

6 A = B A = B

7 A = B = C = D = E A = B = C = D = E

8 E > D > C > B > A E > D > C > B > A

de prueba. En la Tabla 2, se presentan los resultados
para nuestra propuesta. A modo de comparación, en la
Tabla 3 se muestran los resultados para la métrica de
distribución de Schott (f) [6]. Como se puede observar,



224 G. Lizárraga, S. Botello, P. Perez

nuestra propuesta resuelve correctamente todos los ca-
sos de prueba, mientras que f falla en los casos 3 y 4.
Esto demuestra lo confiable y robusta que es nuestra
métrica de diversidad.

6. Conclusiones

En este trabajo expusimos varios de los problemas
más frecuentes que se encuentran en las métricas de di-
versidad para conjuntos no dominados. Con el objetivo
de crear una nueva propuesta, analizamos el concepto
de diversidad y lo redefinimos como la capacidad de un
conjunto no dominado de proveer soluciones parecidas a
cualquier elemento del Frente de Pareto. En base a esta
definición, construimos una nueva métrica de diversidad
que tiene varias propiedades deseables y demostró ser
robusta en casos engañosos. Para evaluar nuestra pro-
puesta usamos algunos casos de prueba publicados en la
literatura, los cuales resolvió correctamente, superando
a otra métrica muy citada en la bibliograf́ıa.
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