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O presente código numérico utilizando formulacáo primitiva e malhas náo-deslocadas 
foi desenvolvido para resolver o escoamento de fluidos nao-newtonianos puramente viscosos. 
As equacoes de momentum sao resolvidas usando um método tridiagonal em bloco de dois 
permitindo o acoplamento das equaqóes durante a solucáo. A equacao da pressáo, obtida através 
do uso da equacáo da continuidade, é resolvida pelo método SOR. Resultados numéricos para 
o escoamento confinado em regime permanente de fluidos power-law em presenca de obstáculos 
sao apresentados. 

SUMMARY 

This numerical code using primitive formulation and non displaced grids has been 
developed to solve purely viscous non-Newtonian fluid flow. The momentum equations are 
solved using a two block tridiagonal method allowing the coupling of the equations during 
solution. The pressure equation, obtained using the continuity equation, is solved by SOR. 
Numerical results for confined permanent power-law flow with obstacles are presented. 
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INTRODUCAO 

A relevancia científica, tecnológica e comercial do escoamento de fluidos em 
presenca de obstáculos (sistemas fluido-partícula) pode ser constatada em diversas 
aplicacóes: processos de filtracáo e sedimentacao; transportes fluidizados; movimento 
de bio-partículas no sangue etc. A importancia deste tema tem sido evidenciada nos 
trabalhos de vários pesquisadores: Kim and Cho5 etc. Neste contexto, um código 
numérico utilizando formulacao primitiva e malhas nao-deslocadas foi desenvolvido para 
resolver o escoamento de fluidos nao-newtonianos puramente viscosos em presenca de 
obstáculos. A revisa0 bibliográfica encontra-se detalhada em Pereira6. 

FORMULACAO E DESCRICAO FÍSICA 

A Figura 1 mostra o escoamento de um fluido em torno de uma partícula cilíndrica 
localizada na linha de centro do duto. 

L t ---- - - - .- - - -- . . -- -- -- -- __L1 
- 
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Figura 1. Escoamento confinado de fluido em presenca de obstáculo 

As equacóes de movimento adimensionais sáo escritas abaixo, usando u, v e p 
como variáveis dependentes. Embora somente solucóes em regime permanente sejam 
requeridas no presente estudo, os termos transientes sáo mantidos com a finalidade de 
aplicar-se relaxaqiio na soluqiio por diferencas finitas. 
Equacáo da continuidade: 

av au - + - + - = o  
dr az r 

Momentum na direcáo radial: 

av av2 ~ ( u v )  v2 7, (8% 1 av a Z v )  ,q U -+-+- + - = -  -+- -+-  
dt ar dz r Re dr2 r ar az2 Re r2 

2 av a7, 1 a y  av ap +---+-- -+ -  - -  
Re ar ar Re a~ ( a z  E )  a~ 



I 

Momentum na direcáo axial: 

S I M U L A ~ A O  NUMÉRICA DO ESCOAMENTO CONFINADO DE FLUIDO POLIMÉRICO 591 

2 a ~ a q  1 aTI(av g) ap +---+-- - + -  - -  
R e d z d z  R e d r  dz d~ 

sendo q e Re, respectivamente, a funqáo viscosidade e o número de Reynolds dados por 

sendo m o parametro de consistencia; n o expoente power-law; IIr o segundo invariante 
do tensor deformacáo; V a velocidade de Hagen-Poiseuilli no centro da partícula, 
conforme Fayon e Happe14, e d o diametro equivalente de uma esfera tendo a mesma 
área superficial que a da partícula cilíndrica. 

A condicáo de contorno liidrodiniimica ao longo das paredes do duto e partícula é 
a condicáo de nao-deslizamento, implicando em u, = u, = O. Na entrada e saída do 
duto, assume-se a condiqáo de escoamento desenvolvido. A saída do duto encontra-se 
sempre suficientemente distante da localizacáo da partícula. 

Denotando por g5 a variável dependente, a forma geral das equacóes escritas ern 
coordenadas cilíndricas é 

As equacoes da continuidade e momentum siio obtidas da equacáo (6), utilizando-se 
valores apropriados para ~ 4 ,  ~ 4 ,  ~4 e ~ 4 .  

No presente trabalho, utilizou-se uma adequada decomposicáo do domínio 
computacional, evitando-se o uso de malhas nao-ortogonais. A célula computacional 
típica e uma das malhas utilizadas siio mostradas nas Figuras 2 e 3, respectivamente. 
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Figura 2. Célula computacional típica 

J I H G 

Figura 3. Malha computacional típica 

Nao linearidade e discretizacáo das equacóes 

No presente trabalho, utilizou-se a formulaciio primitiva e malhas nao-deslocadas. 
A equaciio da pressiio, obtida através do uso da equacáo da continuidade, é resolvida 
pelo método SOR e em seguida as equacóes de momentum siio resolvidas usando-se um 
método tridiagonal em bloco de dois, Cebeci e Bradshaw3, permitindo o acoplamento 
das equaqóes durante a soluciio. A seguir, diversos aspectos da implementaciio numérica 
das equacóes seriio apresentados, comecando-se com a técnica utilizada na linearizacao. 

As niio linearidades estáo presentes nos termos de inércia e nos termos viscosos. O 
tratamento numérico destes termos é feito de forma diferenciada tendo em vista uma 
maior eficiencia computacional. Os termos de inércia sáo linearizados pelo método 
Newton-Raphson visando manter o acoplamento das equacóes de momentum com uma 
taxa de convergencia de segunda ordem. Para um termo típico, resulta em 



sendo que t indica o número da iteracao. A nao linearidade associada a dependencia 
da funcáo viscosidade com o tensor deformacao foi tratada diferenciadamente. 
Embora diversas técnicas implicitas de linearizaqáo dos termos viscosos tenham 
sido investigadas, Pereira69', o modo mais eficiente foi a utilizacáo de um simples 
procedimento explicito, ou seja, a funqáo viscosidade é avaliada usando-se o campo 
de velocidades obtidos da iteracao anterior. Para todos os casos testados, este 
procedimento levou a uma melhor taxa de convergencia. Naturalmente, para a situaqao 
de regime transiente, um outro tratamento deverá ser necessário. 

Uma vez linearizadas as equacóes, a próxima etapa consiste na discretizacao dos 
termos. Para as derivadas de segunda ordem, um esquema tradicional de diferencas 
centrais adequado ao caso de malhas nao-uniformes foi utilizado, resultando, por 
exemplo, em 

No presente trabalho, tratamento especial é dado aos termos de inércia, sendo 
utilizado um esquema similar ao proposto por Braga1 usando-se uma fórmula de tres 
pontos, própria para o caso de malhas nao-uniformes. Deste modo, considerando a 
nomenclatura da Figura 2, tem-se 

Ao invés de utilizar-se a média aritmética entre e 4p para a obtencáo de be, 
uma formula$io mais geral é usada 

A velocidade na posiqao e é dada por 

Sze Szw 
Ue = 

UE + 6ze + Szw u P 
Sze + Szw 

com equacóes similares aplicáveis as outras variáveis. A determinas50 de a, é feita de 
modo a evitar o aparecimento de flutuacóes espaciais durante a soluciio do problema. 
Conforme Braga1, tem-se 

ou seu negativo, no caso de up  < O. Nesta equacáo, Re, é o número de Reynolds da 
célula computacional, dado por 

Sz,Szw 
Re, = 2up Re 

6.2, + Szw 



R.G. PEREIRA, W. BRAGA E M.X. FROTA 

Se o valor de a, obtido da equacáo (12) for negativo utiliza-se a, = 0. Nestas 
situacóes, o esquema tradicional de diferencas centrais é usado, sendo propício para 
escoamento fortemente viscoso. Conforme indicado por Braga1, valores específicos 
de a, reproduzem outros esquemas já utilizados na literatura, tais como o esquema 
exponencial, o esquema power-law etc. Como pode ser constatado, os resultados 
obtidos com a equacao (9) sáo comparáveis com os demais esquemas, sendo muito 
mais simples de serem avaliados. Após um arranjo adequado, obtem-se a seguinte 
equacáo de momentum discretizada na direcáo axial 

que pode ser escrita como 

sendo ,8 o fator de relaxacáo incluído devido ao desacoplamento entre as equaqóes de 
momentum e pressáo visando assegurar um procedimento iterativo convergente e 6 
indica todos os termos exceto o gradiente de pressáo discretizado, Pericg. Conforme 
mencionado anteriormente, as equaqóes de momentum sáo resolvidas em bloco pelo 
algorítimo de Thomas, usado sequencialmente em ambas as direcóes. A discretizaciio 
da equacáo de momentum na direcáo radial é obtida similarmente. 

A equacao da pressao é obtida pela substituicáo dos componentes da velocidade 
dados pelas equacóes de momentum na equacáo da continuidade, similarmente ao 
pr~ced~mento utilizado por Thiartlo. A discretizacáo dos gradientes de velocidade nesta 
equaqiio é feita pelo seguinte esquema 

Após a discretizaciio, tem-se para a equacáo da continuidade 

S z e  + Szw S z e  + Szw 
U ,  - U ,  + (un - vs) + vp === O 

Sr, + Sr, 2rp 

Embora náo estritamente necessário, vp na equacáo (17) pode ser substituído pela 
seguinte relacáo linear entre u, e u,: 

vp = 
Srs Srn 

un + V s  
Sr, + Sr, Sr, + Sr, 

Combinando-se as equaqóes, resulta 



sendo di e da prontamente obtidos. Em geral, os componentes da velocidade calculados 
com base em valores estimados, náo iráo satisfazer a equacáo da continuidade, assim a 
equacáo (19) será igual a um valor Q, representando uma fonte ou sumidouro de massa 
que deverá ser eliminado antes de obter-se a convergencia. 

A determinaea0 de u,, u,, v, e u, é feita aplicando-se as equacoes de momentum 
entre os pontos nodais. Por exemplo, obtem-se para u, 

sendo 

1 
A - - (A", A&) 

e - 2  (23) 

sendo Ay e A% obtidos através da equacáo (3.9) e iip e iiE através da equacáo 
(15) aplicadas nos pontos nodais P e E. 

Após a substituicáo de todos os termos, obtem-se para a equacáo da pressáo 

AP t+l  P t + l  AP t + l  P t + l  P t+ l  = BP 
P P P  +ANP,  + s P s  +AEP, +AwP, (24) 

A equacáo (24) aplica-se a todos os pontos nodais internos. Próximo ao contorno, 
utiliza-se os valores conhecidos de velocidades na substituicáo indicada pela equacáo 
(19), evitando-se, assim, a necessidade de conhecer-se as condicoes de contorno para a 
pressáo. 

Metodologia de soluqao e decomposiqáo de domínio 

O algorítimo numérico utilizado para resolver as equacoes algébricas primeiramente 
atualiza os valores de pressáo resolvendo a equaqáo (24) usando uma única iteracáo do 
método SOR. A seguir, os novos valores para os campos de velocidades sáo obtidos 
através da soluqáo simultanea das duas equacoes de momentum via o método TDMA. 

Conforme mencionado anteriormente, a presenca de uma partícula no centro do 
duto sugere o uso de decomposicáo do domínio computacional visando levar em conta 
os aspectos físicos do problema e evitar o uso de malhas fortemente deformadas. A 
Figura 3 mostra os tres sub-domínios utilizados no presente trabalho. Evidentemente, 
um aspecto crítico neste procedimento é o acoplamento entre as regioes. Isto é feito 
através do uso das equacoes de momentum (equacáo (14) e a correspondente equacáo na, - - 
direcáo radial), para os pontos nodais localizados sobre as linhas CI e DH. Depois de 
atualizar-se os valores das velocidades nestas linhas, os sub-domínios EFGHE, CDHIC e 
ABIJA sáo resolvidos sequencialmente. Estes tres sub-domínios também sáo acoplados 
aplicando-se a equacáo (24) (equacáo da pressáo) aos pontos nodais vizinhos as linhas 
C I e D H .  
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RESULTADOS 

No presente trabalho, resultados sáo mostrados para dois parametros de interese: 
AP+A/D e F$/D (forqa de pressáo adicional e forca na parede adicional, ambas 
normalizadas pela forca de arrasto). Resultados para outras situasoes físicas envolvendo 
estes e outros parametros estiio disponíveis em Pereira6 e em Pereira7>'. 

Os resultados numéricos apresentados foram obtidos em uma malha computacional 
de 1000 pontos (40 pontos na dires50 z e 25 na direcáo r ) .  Concentraram-se vários 
pontos na regiáo central do duto, onde localiza-se a partícula, conforme ilustrado na 
Figura 3. Durante a simulaqáo, o parametro de relaxaqiio P variou de 0,2 a 0,9 sendo 
obtida a convergencia para: - 4t)/4tl < lop4. 

Validaqao 

O método numérico foi validado com base na intercomparacao com resultados expe- 
rimentais gerados em laboratório para as mesmas condisoes físicas, e para diversos 
regimes de escoamento (Pereira69?). A Tabela 1 mostra a intercomparaciio entre 
computaqáo e experimento para o caso e um fluido puramente viscoso de expoente 
power-law igual 0,7 e para as seguinte razoes de aspecto entre partícula e duto: 
a/Ro 5 0 , l  e !IRo = 1,O. 

a - AP+ A Re - AP+ A 
Ro D I~urnérico -b 1 Experimental Desvio 

[%l 

0,lO 0,9 1,8260 1,830 0,20 
0,lO 1,7 1,8208 1,820 0,04 
0,05 8,6 1,8270 1,837 0,50 
0,lO 25,6 1,8200 1,840 1 , l O  
0,lO 100,O 1,4492 1,487 2,50 
0,lO 350,O 1,0761 1,048 2,70 

Tabela 1. Comparacáo da razáo AP+A/D 
Natureza do fluido: náo-newtoniana (puramente viscoso, n = 0,7) 
Geometria da partícula: cilíndrica (a/Ro 5 O,  1 e C/Ro = 1,O) 



Limitado ao regime de Oseen, as razóes APSA/D and F$/D foram teoricamente 
determinadas por Brenner69? como uma fun~ao  do expoente power-law (n) para o caso de 
um fluido puramente viscoso escoando em presenca de uma pequena partícula cilíndrica 
(a/Ro 5 0, l),  localizada na regia0 central do duto. 

De acordo com a proposicáo de Brenner, estas razóes de forcas podem ser obtidas 
mediante o valor do expoente power-law, através das equacóes 

sendo: A P +  a queda de pressiio adicional no escoamento devido a presenca da partícula; 
A a área da seqáo reta do duto; D a forca de arrasto sobre a partícula e F$ a forsa 
adicional na parede do duto, também devido a presenca da partícula no escoamento. 

A confirmacáo experimental dos diferentes aspectos da Teoria de Brenner2 tem 
sido feita por vários pesquisadores conforme descrito em Entretanto, ne- 
nhum destes trabalhos tratou de fluidos do tipo dilatante (n > 1) possivelmente devido 
as dificuldades associadas a estes fluidos. 

Pereira6>? obteve as razóes AP+A/D e F&/D para diversos tipos de fluidos e 
situasóes físicas. Experimentalmente, AP+A/D foi determinado para o casos de esferas 
e partículas cilíndricas em fluidos newtonianos e nao-newtonianos (pseudoplástico 
e viscoelástico). No próximo parágrafo, analisam-se os resultados numéricos de 
AP+A/D e F$/D para as situasóes envolvendo fluidos newtonianos e nao-newtonianos 
(pseudoplástico e dilatante), em presenca de uma partícula cilíndrica. 

Resultados numéricos de AP+A/D e F:/D 

As Figuras 4 e 5 mostram a influencia da razáo e/Ro (comprimento da partícula) e 
do expoente power-law (n) sobre AP+A/D e F$/D, para o caso do movimento relativo 
de partículas cilíndricas (a/Ro = 0 , l )  em fluidos newtonianos e nao-newtonianos 
puramente viscosos. Os resultados numéricos obtidos para os diferentes fluidos e 
números de Reynolds mostram que as razóes APSA/D e F$/D nao sáo afetadas 
pelo comprimento da partícula. Assim, para cada fluido estudado, a forca de pressao 
adicional e a forca na parede adicional mantém-se proporcional a forca de arrasto sobre 
a partícula, independentemente da raza0 l/R,. Estes resultados esta0 de acordo com a 
proposiciio de Brenner2 que indica a validade da teoria indistintamente para os casos de 
comprimentos finitos e infinitos das partículas. Além disto, os resultados para as razóes 
APf  A/D e F$/D referentes aos casos de fluidos newtonianos (n = l), pseudoplásticos 
(n = 0,7) e dilatantes (n = 2), esta0 de acordo com as equacóes (25) e (26). 
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Figura 4. A influencia de l / R o  e n em A P + A / D  

Figura 5. A influencia de l / R o  e n em F:/D 



Desenvolveu-se u m  código numérico utilizando formulaciio primitiva e malhas 
nao-deslocadas que provou-se eficiente para  resolver os escoamentos de  fluidos nao- 
newtonianos puramente viscosos. Resultados numéricos para o escoamento confinado de  
fluidos newtonianos e nao-newtonianos em presenqa de  obstáculos foram apresentados 
mostrando a influencia do  expoente power-law e das  razoes de  aspecto entre duto  e 
partícula nos parametros de  interesse: A P + A / D  e F , f / D .  
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