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Sumaério

Existen en la literatura varios modelos que describen choques entre cuerpos rigidos. La mayor dificultad en
el modelage es construir un modelo lo suficientemente simple que permita simular un problema en tiempo
real y lo bastante sofisticado para no alterar la dindmica para poder predecir en el tiempo. El objetivo de
este trabajo es describir algunos de los modelos més usados y compararlos a través de simulaciones numéricas
mostrando los limites de su validez.
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COMPARISON BETWEEN MODELS OF RIGID COLLISIONS

Summary

There are in the literature some models that describe collisions between rigid bodies. The great difficulty
in the modeling is to construct a model sufficiently simple that permits the simulation of a problem in real
time and so sophisticated that it does not change the dynamics in order to invalidate the predictions in the
time of observation desired. The aim of this paper is to describe some of the more used models, to compare
them and to show their limits of validity using numeric simulations.
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INTRODUCCION

Para estudiar la dindmica de cuerpos rigidos, incluyendo choque, debemos observar que
a cada colisién la ecuacién diferencial que describe la dindmica del cuerpo en estudio
es nuevamente resuelta con nuevas condiciones iniciales. Para determinar esas nuevas
condiciones iniciales, obtenidas a partir del estado del cuerpo en el instante inmediatamente
antes del choque, varios modelos fueron desarrollados.

Los modelos clasicos que aparecen en la literatura hacen hipdtesis simplificadas que en
algunos casos conducen a absurdos ya que violan leyes fisicas. Comparamos algunos de estos
modelos, desarrollandolos a través de la misma formulacién, con simulaciones numéricas
mostramos algunas ventajas y desventajas de cada modelo. Comenzamos estudiando el caso
de choque sin rozamiento. Para eso usamos la ley de Newton que relaciona el coeficiente
de restitucién (normal) (€) y las velocidades relativas normales de los cuerpos antes (Dya)

y después del choque (DNE) por DNE = —eDN a- Después discutimos la ley de Poisson
que relaciona el coeficiente de restituciéon con los impulsos normales al final de la fase
de expansién (Iyg) y de la fase de compresion (Iyc) por Ing = elyc. Para estudiar

el caso con rozamiento comenzamos combinando la ley de Newton con la ley de Coulomb.
Discutiremos los casos en los cuales ese modelo contradice la ley de conservacién de la energia
y a continuacién la ley de Poisson con la ley de Coulomb. Para colisiones bidimensionales
ese modelo no contradice la ley de conservacién de energia. Finalmente consideremos la ley
de Smith. Este modelo no contradice la ley de conservacién de energia, pero por otra parte
la ecuacion a ser resuelta es no lineal.

ECUACIONES BASICAS

Las ecuaciones que describen la dindmica y la cinemadtica de la colisiéon se discuten
a continuacién. Consideramos la posicién del sistema en el instante ¢ definido por
a=(q1,q2,---,q,)" Consideramos el contacto entre dos cuerpos y R la fuerza de reaccién
ejercida de uno sobre el otro. Sea

R=(Ry Ry)

La dindmica del sistema es dada por las equaciones de Lagrange

d (0T oT
_t<8_qi>_8_qi_Qi+ri (1)

con @; la contribucion de las fuerzas externas generalizadas, r; la fuerza generalizada debido
a la reaccion en el contacto y T la energia cinética del sistema. Consideremos P, y P, los
puntos de los cuerpos que entraran en contacto en la colisién. Denotamos D el vector que
representa el desplazamiento relativo entre los dos cuerpos y D el vector que representa la
velocidad relativa entre los cuerpos. En el punto de contacto representamos los impulsos en
las direcciones normal y tangencial por Iy y Ir. Usamos u, y u, como los vectores unitarios
de la direccién normal (dado por n) y en la direccién tangencial (dado por 7 ) en la base de
la colisién. Calculando la velocidad relativa entre los puntos de contacto tenemos

8P2, apl, “. 9P, OP,.. 0P, 0P
_Z Z _Z(a_c]i_f)qi)qi+ ot ot

1=
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Introduciendo las notaciones

Wi (Y0, - (22228,

dq g q;
o (9B onN oo (9R on\
Yr=\or "ot )M Y T e T e )M

Consideramos entonces Wy el vector columna con las componentes Wi, y Wy el vector
columna con las componentes Wy,.
Podemos escribir las componentes normal (Dy) y tangencial (D7) de D como

Dr = Wiq+ wr

D= [W)'q+Ww

. : t .
con D = (gg) , (Wt = <‘x{;’> una matriz (2,n) y w = (%Jq\f) :
La fuerza generalizada r se puede escribir en términos de [W] y de R como

r—(Wy Wﬂ(%TV) o r=[WR

Integramos la ec. (5) en el intervalo (¢t —€,t+¢€) con el instante de la colisién ¢. Tenemos

8T> o t+e 8T /tJre /t+5
= | it — dr = Q.dr + ridr
(BQZ k t—e 8QZ t—e t—e

Consideramos € — 0 y que Ql es continua y limitada, entonces
<6q )
E li

oT ite oT oT
A =i : A =
<8Qi> fl—r% t—e TZdT con <3qz‘> (3%)

Usamos el indice F para representar el limite a la derecha y A para representar el limite

a la izquierda.
Sabemos que r = [IW]R, entonces

T t+e t+e ) )
A(a >:lim ridr =lim | (Wi W%)<2N>d7'
T

aqz e—0 ¢ e—0 ¢

A

—€ —€

Escribimos el impulso I causado por la reaccion R como

entonces
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Denotamos 2% como el vector cuyas componentes son 2L entonces podemos escribir

o9 94’
oT
Al — | =W
(5a) -

T = %Q[M]qt = [M](d4p — qa) = [W)I= (Wy Wr) <§JTV>

Por otro lado

En lugar de escribir las equaciones en términos de ¢ podemos usar D. Consideramos la
equacién

entonces

Por otro lado
[M](de — qa) = WL = (qe — 4a) = [M]'[W]I
entonces
Dg — Da = (W] [M] " [W]T = [M,]1
resultando
I=[M|(Dg—Dy)

cuando [M}] sea invertible [M];' = [M]. Llamamos [M] la matriz de masa local.

La colisién entre dos cuerpos se modela como un proceso instantaneo. Las velocidades
son discontinuas y las posiciones son continuas. Para describir algunos modelos de colisién
podemos pensar que el cambio en la velocidad pre-colisién para la velocidad pos-colision se
realiza en dos etapas: etapa de compresion y de expansién. La etapa de compresién es la
que va imediatamente antes de la colision hasta que la velocidad normal relativa sea nula.
La etapa de expansion es la que comienza imediatamente después del final de la etapa de
compresién y va hasta el final del proceso, llamado virtual. El tiempo no desempena papel
en este proceso. Usamos A para indicar la situacién inmediatamente antes de la colision,
C para indicar la situacion en el inicio da etapa de compresién y E para indicar la situacion
en el fin de la etapa de expansion.

Resumiendo, en la etapa de compresién tenemos

(3:)- (3)e ()

M(de — da) — (Wy WT)(?;g):o 3)

con la condicion de complementaridad I NCDNC =0, Iyc >0, DNC > 0y en la etapa
de expansién tenemos
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(Br) = (W )ass () g

M(ds — dc) — (W wT><INE>—o 5)

Irp

La condicion de complementaridad, para los casos que estudiaremos, serd dada por
INgDne =0, Iyg >0, Dyg=>0.

CASO SIN ROZAMIENTO: LEY DE NEWTON

Considerando la definicién del coeficiente de restitucién dado por Newton, en el caso
general, tenemos

Dng = —enDya (6)
siendo ey una matriz diagonal que contiene los coeficientes de restitucién e;, siendo

0 S €; S 1.
En el caso sin roce el vector que describe la velocidad después del choque es dado por

de = da — M 'TWxGy (14 €)Dya (7)
siendo Gy = WL M~'Wy. Este resultado se demuestra en la referencia®.

Como aplicacién y para posterior comparacién con otros modelos consideremos el sigui-
ente ejemplo.

EJEMPLO

Consideremos el choque de una barra con una barrera rigida como lo muestra la Figura 1.

Y

Figura 1. Ejemplo usado para las leyes de choque
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La distancia Dt sélo sera necesaria en el caso con rozamiento.
Consideremos el vector de coordenadas generalizadas

{q}z{g}
0

Considerando 2L el largo de la barra para el contacto del lado izquierdo, tenemos

&
DN:y—LSinH:DN:y+L90059=(0 1 Leost) |y (8)
0

Wi

La ecuacién de la dindmica del sistema viene dada por

mix =0
my =0
1,

Asi, la matriz de masa estd dada por

m 0 0
M:[O m 0
0 0 4imrL?

Usando la ecuacién (6) tenemos
CbE - jL’A
. . 1 —1 .
Y = Ya — EGN (1+€)Dn1a

HE = QA + ECOSOG;\,I(l + E)DNIA

siendo G = # + %. Si consideramos el choque en el lado derecho, tenemos
Dy =y+ Lsinf
De esta forma llegamos a

Tp =1Ta

. . 1 .

Yp = Ya — EGN (14 €)Dnoa

. : 3 - :

9E = QA + ECOSQGNl(l + E)DNQA

Para el caso sin rozamiento no consideramos la ley de Poisson, ya que para casos en
los que resultados dados por esa ley difieren de los obtenidos con la ley de Newton estan
ampliamente discutidos en la referencia’ en el caso de un tinico punto de contacto y en la
referencia® en el caso de multiples (y finitos) puntos de contacto.
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CONSIDERACION DE ROZAMIENTO: LEY DE COULOMB

Consideraremos el choque de la barra con la barrera rigida. Para la consideracién de
rozamiento debemos tomar en cuenta la componente tangencial de la distancia relativa (Dr).

Consideraremos, por ahora, solo el choque de la extremidad de la izquierda. En las
simulaciones consideraremos las dos extremidades. Tenemos

x
Dy=vy—Lsin0= Dy=9y—Llcosd=(0 1 —Lcosh) Y 9)
Wi, 0
y
. . ;i:
Dp =x—Lcost = Dr =12+ LOsing = (1 0 Lsinf) | y (10)
W 0
Para la etapa de compresién tenemos
1 4+ 3cos?f 3sinfcosb .
Dye=———In¢ —————1Ir¢c + Dna
m m
. —3sinfcos 1+ 3sin?6 .
Dre = —————In¢c + ——Ipc + Dra
m m
En la etapa de expansién tenemos
1+ 3cos?4 3sinf cos b .
Dyg=———Ing — ————Irg + Dnc
m m
. —3sinfcosf 1+ 3sin’6 .
Drp = ————Ing + ——Irg + Drc
m m
Consideremos
( Ao 1+ 3cos?6
m
_ 3sinfcos 0
o m
o 1+ 3sin6
m

El coeficiente de rozamiento a partir del cual no habrd deslizamiento (ug4) se obtiene
haciendo Dyry =0y Dyre = 0. Asi

3sinf cos 6 B B

Ha = T 3sn?0 C

Consideremos cuatro casos: utilizacién de la ley de Newton con la ley de Coulomb para
w> gy < pgy la utilizacion de la ley de Poisson con la ley de Coulomb para g > pg y

< -
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Primer caso: ley de Newton para ¢ y considerando p >| g |

En este caso tenemos Drc = Dyc = 0, entonces

[ BDya+ ADry o Tom— Blrc — Dya
T B AC e A
también . . )
Dygp=—€Dysa e Dpp=0
de ahi

—CEDNA B
Ing = m e Irg= EINE

Segundo caso: ley de Newton para ¢ y considerando p <| pg |

Cuando consideramos p <| pg | habra deslizamiento que puede ser deslizamiento para
adelante (forward sliding) o deslizamiento inverso (reversed sliding). Esto depende del signo
de la componente tangencial de la velocidad relativa antes de cada una de las etapas.

Consideremos primero Dr4 < 0. Asi, Ir¢c = ulnc. De esa forma, tenemos

D .

también . .
-DTC — —BINC + CITC + DTA

Si Dre < 0 (forward sliding en el final de la fase de etapa)

I D
Ing = 22 ¢ ]TE_'M—NA

Si Dy >0 (reversed sliding en el final de la etapa de compresion)

MGDNA
TE HiINE € TE A+ Bu
Consideremos el caso en que DT 4> 0. Asi Ir¢ = —ulnc. De esta forma, tenemos
I _ _DNA e I _ MDNA
NC =7 By C= AT B By

también . .
Dye = —Blye + Clre + Dra

Si Dy <0 (reversed sliding) en el final de la etapa de compresién

MGDNA

Ity =l Irg =
Te = MINE Y ITE WB— A

Si Dy > 0 (forward sliding) en el final de la fase de etapa

MGDNA

Irg = —plyg  y Irg= A+ By
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Tercer caso: ley de Poisson para ¢ y considerando p > py

En este caso DTC =0 y DNC =0. Asi

Blre — DNA BDNA + ADTA

Iy = ZLCZNA o p =
ne A ¢ fre B?— AC

también

B

Ing=¢€lnye e Irgp= EINE

Cuarto caso: ley de Poisson para ¢ y considerando p <| pq |

Tal como hicimos en el segundo caso consideraremos los casos de deslizamiento para
adelante (forward sliding) y de deslizamiento inverso (reversed sliding)

Primero consideraremos Dy 4 < 0. Asi

Irc = plyc

De esta forma, tenemos

también
Dy = —Blyc + Clpe + Dra
Si DTC < 0, tenemos
Itg = pIng, Ing=¢€lne € Irp = pelnc
también

Dyg = Alyg — Blrg

DTE = —Blng+Clrp + DTC

Si Dre > 0, tenemos

Irg = —plng, Ingp=¢€elne e Irp= —pelyc
también
Dyp = Alyg — Blrg
y . .
Drp = —Blyg +Clrg + Drc
Ahora consideraremos Dy > 0. Asi, Irc = —pulnc. De esta forma
T — _DNA :UDNA
NC =7 € lIrc

- A+ Bu
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también
Dre = —Blyc + Clre + Dra
Si Dye < 0, tenemos
Itg =plng e Iyg=celnc
llegamos a

DNE - AINE - BITE

Drp = —Blyp + Clrg + Dre
Si DTC > 0, tenemos
Irg = —plng e Ing =e€lyc
llegamos a

Dyg = Alyg — Blrg

DTE = —BIng+Clrg + DTC

DOS CASOS PARTICULARES

Antes de las simulaciones consideremos dos casos para situaciones inmediatamente antes
del impacto. Utilizaremos m =1, L=1y 6 = 7.

Primer caso

Consideremos el caso llamado de impacto directo; esto es DNA = -1y DTA =0
Calculamos el coeficiente de rozamiento a partir del cual el cuerpo para de deslizarse (fi4).

Hacemos Dre = 0 y obtenemos py = Irc/Inc = 0,6. Asi, si p > 0,6 = Drc = 0.
Caso i > 0,6
De la condicién de complementaridad tenemos Dyc =0 y sabemos que Drc = 0. Ast
Ire =0,375 e Inc=0,625
En la etapa de expansién DTE = 0. Obtenemos Irr = 0,6IyE.
Usando la ley de Newton
En este caso DNE =€

INE:0,6256 (§ ITE:0,3756
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Usando la ley de Poisson
En este caso € = fg—ﬁ, entonces
Ing =0,625¢ e Irgp=0,375¢

En este caso las leyes de Newton y de Poisson entregan el mismo resultado.

Caso i < 0,6
En la etapa de compresién tenemos Dyc = 0. Asf
3,5Inc — 1,5Irc =1
{ —1,5In¢ +2,5Ir¢ = Dre
pero Ir¢ = plye, entonces

1 15
I = - I = —_—
N o 1,5n © TCT 951,85

asi
2,54 —1,5

Dy =
T2 5-1,5p

Verificamos que Dre < 0. En la etapa de expansién tenemos

Dng =2,5Ing — 1,515
DTE =—1,5Iyg+ 2,517 + DTC

Usando la ley de Newton

DNE = —EDNA =€

Tenemos, ITE = //JINE , para DTE < 0. Entonces, INE = m (§] ITE =

Asi
_2,5u—1,5

Drp = 1
TE 2’5_1’5N(6+)<0

Usando la ley de Poisson

Ing =€elyc e Irgp=plyg = MGINC

entonces
. 2,5—-1,5
Dyp= 22" 20K
2,5 —1,5u
también
. 2,50 —1,5 . (2,51 —1,5)(e+1)
TE =y s 15, T PIC 2.5 1,54

e

En este caso las leyes de Newton y de Poisson también entregan resultados idéntico.

Observamos que habra deslizamento al final de la etapa de expansion.
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Segundo caso

Consideremos DN a=—1y DT 4 =0,6 En la etapa de compresiéon tenemos

Dye =2,5Inc —1,5I7¢ — 1
Dre = —1,5Inc + 2,5I7¢ + 0,6

Caso p > 0,6

En este caso tenemos DNC =0y DTC = 0. Luego, Ir¢c =0 e Inc =0,4. En la etapa
de expansién tenemos

Dyg =2,5Iyp — 1,575
0 - —1, 5INE + 2, 5ITE

Usando la ley de Newton
Dyp=¢ Irp=0,3T5¢ e Iygp=0,625¢

Usando la ley de Poisson

En este caso Ing = €lyc = 0,4e. Asi
Irp =0,24e, Inp=0,4¢ e Dyp=0,64e

Observamos que las leyes de Newton y de Poisson entregan resultados distintos.

Caso i < 0,6
En este caso tenemos DNC =0e Irc = —plyc. Asi
1 —p
Iy = ——— I = ———
N o s 1,50 © TCT 954 1,50
Tenemos
. —1,6u
Drg=——<0
T ™ 2 54+1,5n

asi

Dre < 0= Irg = plyg
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Usando la ley de Newton

. € JL€
Dyg = Ing = ———— Ipp = —H1—
NET6G NET T T T o s s

también

(2,510 —1,5)e—1,6u

Dri = 2,5— 1,54
Usando la ley de Poisson
INEZEINC:m € ITE:ﬁ
Dn— (22,’55;11,755[;36 e Dop— (2,5;127—51451)’65;1,611

Observamos que las leyes de Newton y de Poisson entregan resultados distintos.

CONSIDERACIONES DE ENERGIA

Cuando usamos la ley de Poisson para colisiones bidimensionales® T — T4 < 0 (Tg es la
energia cinética en el final de la fase de expansién y T4 es la energia cinética inmediatamente
antes del choque). En el ejemplo estudiado la preocupacién estd en el caso en que los
resultados dados por las leyes de Newton y de Poisson difieren generando energia. Esto

ocurre cuando Dys = —1; Dra=0,6 y p>0,6. Usando la ley de Newton, tenemos

1 0,625¢\ , 1 0,4\ _ )
Ty —Ta= 5 (e 0)<0,375e>+§(_1 0,6)< ) >_0,3125e —0,2  (11)

Observamos que cuando € > 0,8, Ty — T4 > 0, la ley de conservacién de energia esta
violada. Usando la ley de Poisson, tenemos

1 1
Tp=Ta=5 (e 0) (OO’;;E) +5 (=1 0.6) (064> =0,2¢ - 0,2 (12)

Para 0 <e<1= Tg—T4 > 0. La ley da conservacion de energia no estd violada, como
era de esperar.

SIMULACIONES

Para las simulaciones consideremos L = 1 y m = 1. Para que podamos comparar con
los datos obtenidos anteriormente, creamos una situacién de tal forma que inmediatamente
antes del primer choque las condiciones discutidas en la seccién anterior fuesen alcanzadas
(Figura 2).
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Newton + Coulomb Poisson +Coulomb

14 16
1 / q
/
05 / 0.5
/
DD 04a 1 DD_h 0.5 1
) @ 8 )
7.5 75 LL'—
7 7
6.5 B.5
i} 0.5 177 05 1
) (@

Figura 2. Caso pu > pg (u = 1). En el primer choque: Dya = —1y Dra = 0,6; (a) y (c)
desplazamiento de la extremidad de la izquierda (linea llena) y de la extremidad
de la derecha (linea a trazos); (b) y (d) energia

Figura 3. Animacién: ley de Newton sin rozamiento

Mostraremos otro caso en que obtenemos aumento de energia, ademadas esta vez
mostraremos también las animaciones. )

Consideremos el caso en que € = 0,9y 29 = 0, &g = 2, % =1, 3 = 0,0 =, 0 = 0.
Mostramos la animacion de este problema en la Figura 3.

El grafico de la energia se muestra en la Figura 4.

Para que podamos comparar con los datos obtenidos para el caso de la ley de Newton
sin rozamiento, consideremos las mismas condiciones, pero ahora incluiremos rozamiento.
Usaremos pu = 1.

Mostramos la animacién, para el caso de la ley de Newton con rozamiento, en la Figura 5.

Visualmente ya percibimos la diferencia al agregar rozamiento. Sin embargo, el problema
es més serio, pues el modelo, usando las condiciones anteriores, contradice la ley de la
conservacion de energia. Esto podemos ver observando el grafico de la energia en la Figura 6.
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Energia(l)

=

13 ; i i i ; ;
0 o005 01 015 02 02 03 035 04

Tiempo (s)

Figura 4. Energia: ley de Newton sin rozamiento

115 H | | H | H
1 015 02 025 03 035 04 045 05

Tiempo (s)

Figura 6. Generacién de energia en el choque

Por otro lado, el problema de generacién de energia no ocurre si utilizamos la ley de
Poisson. El gréfico de la animacién para ese caso se muestra en la Figura 7. Tracemos el

grafico de la energia en la Figura 8.
Deseamos observar la influencia del rozamiento en la dindmica del cuerpo.

raremos el caso de la ley de Poisson con rozamiento, variando el coeficiente de rozamiento,
y observaremos los graficos obtenidos.

Conside-
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Figura 7. Animacién: ley de Poisson considerando roce de Coulomb

in

Energia(l)

H H H H H H H
005 0.1 0.15 0.2 025 03 0.3 0.4

Tiempo (s)

Figura 8. Energia: Poisson con Coulomb, 1 =1

Figura 9. Animacién: Poisson con Coulomb, u =0

Consideremos las condiciones: L =1, 20 =0, 90 =1, 20 = 0,90 =0, 0y = T y 0o = 0.
Tracemos varios graficos de las animaciones y de las energias para varios valores de . Los
graficos se muestran en las Figuras 9 a 16. No observamos cambios en los graficos a partir
de = 1. Destacamos que ese tipo de informacién sélo podemos obtener cuando usamos un
simulador, como el que esta aqui descrito.
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i

o
n
T

(=]

: ' ! .y
01 0z 03 04 05 0B 07 0B 08 1

.Tiempo (s)

Desplazamiento(m)

Figura 10. Desplazamiento: Poisson con Coulomb, = 0. Extremidad de la izquierda (linea
continua) y extremidad de la derecha (linea a trazos)

Figura 11. Animacién: Poisson con Coulomb, = 0,3

TNE T T T T T T
= :
g '
S

)

q1

b

=

<

NUS

a AN T
o NN N T
L DD 0.1 0.2 0.3 0.4 0s 0.6 0.7 0.8 09 1
-~ Tiempo (s)

Figura 12. Desplazamiento: Poisson con Coulomb, p = 0,3. Extremidad de la izquierda
(linea continua) y extremidad de la derecha (linea a trazos)
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Figura 13. Animacién: Poisson con Coulomb, p =1
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Figura 14. Desplazamiento: Poisson con Coulomb, = 1. Extremidad de la izquierda (linea
continua) y extremidad de la derecha (linea a trazos)

Figura 15. Animacién: Poisson con Coulomb, u = 50. Extremidad de la izquierda (linea
continua) y extremidad de la derecha (linea a trazos)



Comparacién entre modelos de colisién de cuerpos 167

o
in
T

Desplazamiento(m)

=}

1 1 H 1 1 H 1 H H
0.1 02 03 04 0 0B 07 08 08 1

Témpo (s)

=)

Figura 16. Desplazamiento: Poisson con Coulomb, p = 50

LEY DE SMITH

Para efectos de comparacién deseamos discutir el caso en que usamos la ley de Smith en
vez de la ley de Coulomb para el rozamiento. Uno de los inconvenientes de esta ley es que
la ecuacién obtenida es no lineal. Ademads, ciertos rozamientos entre los cuerpos no estan
considerados. La ley de Smith utiliza la definicién de coeficiente de restituciéon dado por
Newton y la relacién entre los impulsos normales y tangenciales dados por

il I DTA I DTA+ I DTE I DTE
| Dra|l> + || Dre |2

Ir =

siendo Iy = Iyc + Itg e In = Inc + InE. Cor}sideremos el caso de la barra estudiada
anteriormente en que m =1, L =1, Dy = —1, Drs = 076 v i =1; estoes u>0,6.
Para este caso aplicando la ley de Smith y suponiendo D7 < 0, llegamos a la ecuacion

(2,5 —1,5u)2 + [(1,5 — 2,5u) (e + 1) + (0,91 — 1,5)]2* + (0,54 + 0,9)x+

13
+ (0,54€ + 0,9p€e +0,576p) =0 (13)

siendo x = Drg.

Newton Poisson Smith
y Coulomb y Coulomb
Drg 0 0 -0,6
Dng 1 1 1
In 1,025 0,8 0,8
Ir 0,375 0,24 0
Tg —Ta| 0,0125 0 0

Tabla I. Comparacién entre las leyes, € = 1

Como es un polinomio de grado tres podemos pensar que en algunos casos existen tres
raices reales. Aunque aun no se ha demostrado en la literatura, todo lleva a creer que la
solucion de este problema es tnica. Normalmente cuando la solucién estd compuesta por
tres raices reales, dos se descartan. Uno de los motivos es el signo de la raiz y el otro
motivo es que a pesar que el signo es compatible con el problema, al calcular los valores
de los impulsos encontramos respuestas fisicamente incorrectas. En la Tabla I mostramos
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los valores de los impulsos normales y tangenciales, de las velocidades relativas y normales
y tangencial final finales y de la energia, para tres casos considerados: ley de Newton con
ley de Coulomb, ley de Poisson con ley de Coulomb y ley de Smith. En la tabla utilizamos
e=1.

CONCLUSIONES

Algunos de los modelos considerados para estudiar los choques de un cuerpo con una
barrera rigida pueden fallar, ya que contradicen leyes fisicas. A través de un estudio méds
detallado usando gréficos y tablas, mostramos algunos casos en que esos modelos fallan.
Comparamos esos modelos intentando mostrar ventajas y desventajas desde el punto de
vista de calculos.
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