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Resumen

En el presente trabajo se analizan y comparan diferentes alternativas para resolver mediante el Método de los
Elementos Finitos (MEF) problemas electromagnéticos. Asimismo, se repasan diversos conceptos fisicos a fin
de justificar los posteriores desarrollos numéricos. Las formulaciones para la resolucién de dichos problemas
se clasifican en dos grandes grupos: 1. formulaciones basadas en potenciales escalares y/o vectoriales y
2. formulaciones basadas en la resolucién de las ecuaciones de Maxwell. Puesto que la mayoria de aplicaciones
industriales requieren un calculo preciso de las fuerzas electromagnéticas, en este trabajo también se analizan
diferentes métodos para calcularlas. Finalmente, se presentan diversos ejemplos numéricos que ilustran
algunos de los métodos presentados. Estos ejemplos incluyen desde problemas académicos hasta aplicaciones
industriales.
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FINITE ELEMENT METHOD ON ELECTROMAGNETICS: AN OVERVIEW AND
APPLICATIONS

Summary

This work reviews and compares different methods of solving electromagnetic problems by means of the
Finite Element Method (FEM). In order to justify the numerical developments, a brief review on the physics
of the problem is given. Numerical techniques are classified into two main categories: 1. methods that
use scalar and vectorial potentials and 2. methods that solve directly the Maxwell equations. Moreover,
in engineering applications, the design of electromagnetic devices requires accurate calculation of magnetic
forces. Therefore, different methods for computing the magnetic forces are analyzed in this paper. Finally,
several magnetostatic examples, that range from academic problems to industrial applications, are included
in order to illustrate some of the described methods.
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INTRODUCCION

En la actualidad, la inferencia de los fendmenos electromagnéticos en los procesos in-
dustriales es muy importante. En particular, la induccién electromagnética se utiliza para
medir, calentar, modificar, manipular y formar una amplia gama de materiales. Es mas, en
las ultimas décadas, la demanda de nuevas aplicaciones mas potentes, versatiles y econémicas
(como por ejemplo, la levitacién de trenes mediante superconductores, el disenio de aviones
capaces de minimizar el scattering de una onda incidente, el desarrollo de antenas de alta po-
tencia y precision, la utilizacién de laseres en sistemas de telecomunicaciones Opticas, entre
otras) ha inducido un cambio radical en el diseno de diferentes aparatos y dispositivos, intro-
duciendo nuevos materiales de mayor conductividad eléctrica o capaces de soportar mayores
tensiones estructurales. En este sentido, cabe resaltar la introducciéon de superconductores
en la fabricacién de motores' o imanes para un reactor de fusién?.

La necesidad de calcular rapidamente y con precisién estas modificaciones, que gen-
eralmente también introducen cambios importantes en la geometria de los dispositivos,
ha creado la necesidad de desarrollar nuevos métodos de cdlculo mucho més veloces,
versatiles y precisos. Las formulaciones para la resolucion de problemas en electro-
magnetismo computacional se pueden clasificar en dos grandes grupos, segin el tipo de
ecuacién que resuelven: 1. las basadas en potenciales escalares y/o vectoriales®456.7:8.9 v
2. las basadas en la resolucién directa de las ecuaciones de Maxwell®1911:12.13 " T a5 formula-
ciones basadas en potenciales son ampliamente utilizadas en problemas estaticos, arménicos
y especialmente en problemas de corrientes de Foucault. Cabe destacar su relevancia en la
resolucién de problemas en electrotécnia. Ademds, los potenciales vectoriales presentan la
gran ventaja de verificar automaticamente las ecuaciones de la divergencia (leyes de Gauss).
Sin embargo, presentan una pérdida notable de precisién en el calculo de las intensidades de
campo eléctrico y magnético debido a la propagacion de errores en la diferenciacion numérica.
Ademaés, su utilizacién requiere la definicién de una condicién de contraste (gauge) adecuada
que depende de la formulacién utilizada. Las formulaciones basadas en la resolucién directa
de las ecuaciones de Maxwell se utilizan tanto en problemas estaticos como en transitorios.
En este sentido, se debe mencionar que este tipo de formulaciones ocupa un lugar desta-
cado en fenémenos de propagacion de ondas como el diseno de antenas y dispositivos de
microondas, entre otros. Estas formulaciones permiten hallar directamente las intensidades
de campo eléctrico y magnético sin necesidad de utilizar derivacién numérica, obteniendo,
generalmente, resultados més exactos.

Uno de los aspectos fundamentales en el diseno y optimizacién de equipos electro-
magnéticos, como sensores, motores o electroimanes, es el cilculo de la fuerza magnética.
En este sentido, el acoplamiento entre problemas mecéanicos y electromagnéticos es una de
las dreas de mayor interés industrial en el electromagnetismo computacional. En efecto,
la mayoria de aparatos eléctricos contienen una parte cuyo movimiento es debido y estd
gobernado por las fuerzas magnéticas. Por consiguiente, el resultado del analisis de este
problema acoplado permite al ingeniero calcular los desplazamientos, visualizar las defor-
maciones, evaluar las vibraciones inducidas y ensayar diferentes soluciones a fin de mejorar
el rendimiento del equipo.

En general, la simulaciéon y evaluacién de las fuerzas magnéticas se basa en el calculo
previo del campo magnético mediante el MEF u otra técnica numérica. Por consiguiente, en
este trabajo se revisan y analizan diversas formulaciones para calcular las fuerzas magnéticas
en funcién de los valores nodales de los campos 415:16:17:18,19,20,21,22,23,24,25,26 = Agimismo,
se presenta una clasificacién de los métodos para evaluar dichas fuerzas a partir de las
formulaciones anteriores. Se demuestra que estos métodos son tedricamente equivalentes.
Sin embargo, también se constata que su precision depende fuertemente de los valores de la
permeabilidad relativa del medio y de los valores normales y tangenciales a la superficie de
los campos previamente calculados.
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La estructura del articulo es la siguiente. En la segunda seccién se plantean detallada-
mente el dominio, las ecuaciones y las condiciones de contorno que rigen el problema electro-
magnético a resolver. En la tercera seccién se presenta una clasificacién de las formulaciones
mas utilizadas para la resolucién de problemas de electromagnetismo. Seguidamente, en la
cuarta seccién se analizan y clasifican los diferentes métodos de evaluar las fuerzas electro-
magnéticas a partir del calculo previo de los campos electromagnéticos mediante el MEF.
En la quinta seccién se utilizan algunas de las formulaciones presentadas anteriormente en
la resolucién de diferentes problemas practicos que van desde ejemplos académicos hasta
aplicaciones industriales. Finalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considérese 2 un dominio cualquiera compuesto por dos medios disjuntos, Q; y €2, cuya
intercara es I'15 (Figura 1). Sea I' su contorno. De acuerdo con los dos tipos de condiciones
de contorno que se imponen (por simplicidad y sin pérdida de generalidad se supondrin
homogéneas) éste también se divide en dos partes, I'; y I'y, tales que

F1UF2:F
Ny, =10

Figura 1. Esquema del dominio y contornos para un problema general de electromagnetismo

Los campos electromagnéticos existentes en el dominio €2 estan gobernados por el siguien-
te sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales junto con las correspondientes

condiciones de contorno sobre la intercara y sobre las fronteras exteriores 527°
0B
VxE+—=—-K en ()
ot
oD ,
VxH—-—-—-J=J" en
ot . (1)
V.-D=p"™m en ()

V-B=0 en
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nxE=0 sobre I'y
n-B=0 sobre I';

nxH=0 sobre I'y
n-D=0 sobre I'y

n XE +n, xE;,=0 sobre I'jy
n,-Bi+n, B,=0 sobre I'i5
n-Di+ny- Dy = p, sobre I'y5

m XH,+n, x Hy = J, sobre 'y

donde F y H son las intensidades de campo eléctrico y magnético respectivamente, D y
B son las densidades de flujo eléctrico y magnético respectivamente, J es la densidad de
corriente, p'™ es una fuente de densidad de carga eléctrica impuesta, J'"? es una fuente
impuesta de densidad de corriente eléctrica, K/ es una densidad de corriente magnética
equivalente debida a truncamiento de dominios o discontinuidades de medios, ps es una
densidad de carga superficial y J, es una corriente eléctrica superficial en la intercara. Se
debe resaltar que los valores impuestos p"™, J" y K/ deben cumplir ciertas condiciones
de compatibilidad!!.

Las cuatro primeras ecuaciones de (1) constituyen las ecuaciones de Maxwell: ley de
Faraday, ley de Maxwell-Ampere, ley de Gauss para el campo eléctrico y ley de Gauss para
el campo magnético.

El sistema (1) queda completamente definido al especificar las ecuaciones constitutivas
de los materiales que configuran los medios £2; y 2

(E)E
(H)H (2)
(E)E

Il
™

D
B
J

Il
SERS

donde ¢ es la permitividad, p es la permeabilidad y ¢ es la conductividad. Frecuentemente,
la segunda expresién de (2) se escribe como H = vB, siendo v = 1/ la reluctividad del
medio. En general, estos pardmetros constitutivos pueden depender de la posicién, de la
orientacion, del tiempo y de la intensidad del campo correspondiente. Si dichos parametros
no dependen de la intensidad de campo, se obtiene un comportamiento lineal del medio
(que conducird en el problema discreto a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales).
Si ademds el medio es is6tropo y homogéneo, dichos parametros son constantes. Por el
contrario, si dependen de la intensidad de campo se obtiene un comportamiento no lineal
(que en el problema discreto implicara la resolucién de sistemas no lineales de ecuaciones).
Esta relacién no lineal generalmente se conoce experimentalmente o mediante la teoria
microscépica de la materia. Por ejemplo, para materiales ferromagnéticos la permeabilidad
depende fuertemente de la intensidad de campo y de su historia (curvas de histéresis) como
muestra la Figura 2. En el modelado de estos materiales, el valor del campo coercitivo
desempena un papel fundamental. Por tltimo, debe resaltarse que puede existir otro tipo
de no linealidad, generada por ejemplo mediante fuentes de carga no lineales.
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Figura 2. Curva de histéresis para un material ferromagnético

CLASIFICACION DE LAS FORMULACIONES PARA LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS ELECTROMAGNETICOS

Las formulaciones para la resolucién de problemas de campo en electromagnetismo
computacional se pueden clasificar segin el tipo de ecuacién diferencial en derivadas parciales
que resuelven. En general, se pueden dividir en dos grandes grupos: las formulaciones que
utilizan potenciales escalares y/o vectoriales y las formulaciones basadas en la resolucién de
las ecuaciones de Maxwell u otro sistema equivalente.

Basadas en potenciales escalares y/o vectoriales

Las formulaciones basadas en la utilizacién de potenciales son ampliamente utilizadas
en el calculo numérico de campos electromagnéticos. Basicamente se utilizan en problemas
estdticos o arménicos y especialmente en problemas de corrientes de Foucault 3. Esto
se debe a dos motivos: por una parte, en problemas estaticos y arménicos, los términos
temporales de las ecuaciones de Maxwell (1) pueden tratarse de forma algebraica; y por otra
parte, las ecuaciones en términos de potenciales vectoriales no incluyen de forma explicita las
ecuaciones en divergencia (leyes de Gauss) puesto que éstas se verifican automdticamente.

Un ejemplo de esta aproximacién para problemas de corrientes de Foucault en dominios
acotados puede hallarse en la referencia®, para dominios no acotados ver la referencia®. En
ambos trabajos y con el objetivo de asegurar la unicidad de la solucién se presentan varias
formulaciones, en las que se introducen diferentes tipos de potencial dependiendo del niimero
de materiales que se consideren. La nomenclatura utilizada para distinguir las diferentes
formulaciones se basa en los siguientes criterios:

1. los potenciales vectores se denotan mediante letras mayusculas y en negrita, (A), mientras
que para los potenciales escalares se utilizan simbolos romanos o griegos (4, ¢, ...);

2. los potenciales se ordenan segun el medio al que estan asignados, separando cada medio
por un guién (-);

3. el primer grupo de potenciales se referira siempre al medio conductor, mientras que el
resto de potenciales estaran asignados a las regiones no conductoras.

La primera formulacién se denomina A,V — A, donde en el medio conductor se utiliza
un potencial vector A y un potencial escalar V', mientras que en la regién no conductora
sélo se emplea el potencial vector. En este caso, los potenciales se definen como

B=VxA (3)
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Este tipo de formulaciones se aplica generalmente a problemas compuestos por dos
medios: un material conductor §2;, donde aparecen las corrientes de Foucault, rodeado
por otro medio no conductor §2,, que puede contener fuentes de corriente pero que estd libre
de corrientes de Foucault (Figura 3). La intercara entre ambos medios se denota por I'j5.
El contorno exterior de €2, se divide en dos partes segin el tipo de condicién de contorno
que se impone: I'p donde se prescribe componente normal de la densidad de flujo magnético
nula (B-n =0) y I'y donde se prescribe componente tangencial de la intensidad de campo
magnético nula (H x n = 0). Es importante resaltar la relacién existente entre el presente
enunciado y el problema general planteado en la segunda seccién (Figura 1). Puesto que €
es un medio libre de corrientes de Foucault, E no aparece en las condiciones de contorno
sobre la frontera exterior. Por consiguiente, los contornos I'; y I's de la Figura 1 se reducen
a los contornos I'g v 'y respectivamente y ambos problemas coinciden.

Figura 3. Dominio y condiciones de contorno para un problema de corrientes de Foucault
compuesto por dos medios

Reescribiendo el sistema (1) en términos de los potenciales (3) y (4) se obtiene la siguiente
formulacién, ver detalles en la referencia®

VXVVXAVI/V'AjLU%:jLO’VV:O en
V- <—U% —GVV> =0 en {);
ot

VxuvVxA—VvV-A=J™ en

nxA=0 sobre I'p
vVW-A=0 sobre I'p
(5)
V'WWxAxn=0 sobre I'y
n-A=0 sobre I'y
A=A, sobre T'qy
nV XA xn +1nbV XA xn, =0 sobre T'j5
nV-A —1nV-A =0 sobre T'5

n- <—0’80—? — 0VV) =0 sobre I';9
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Esta formulacién es una de las maés utilizadas, puesto que para medios lineales, isétropos y
homogéneos, v es constante. En consecuencia, en la primera y tercera ecuacién de (5), el
término: V X vV x A — VvV - A se reduce a: —vAA que es ficilmente implementable en un
cédigo de elementos finitos. Esta simplificacién se utiliza en la resolucién de alguno de los
problemas presentados en los ejemplos numéricos. Es mads, en problemas magnetostaticos
bidimensionales las ecuaciones de Maxwell (1) se reducen a%®

V x H=Jm (6)
V-B=0 (7)

con J"" sblo en la direccion del eje z. Ademads, no existe potencial eléctrico y el potencial
vector magnético es A = (0,0, A,) constante respecto al tiempo. Entonces, de (6) se deduce
que A verifica la ecuacién de Poisson: V x (V x (0,0, A4,)) = u(0,0, J7?). Por consiguiente,
después de imponer la condicién de contraste (gauge de Coulomb) V- A = 0, necesaria para
asegurar unicidad de la solucién, el sistema de ecuaciones anterior se reduce a°

—NA, = pJimr en () (8)
junto con las condiciones de contorno
A, =0 sobre I'
0A,
=0 sobre I'y
on
(9)
A=A, sobre I'i5
1 0A, 1 0A,
_8 L _8 2 sobre T'is

p On py On

Es importante resaltar que una vez se ha hallado el potencial vector magnético, la densidad
de flujo magnético se obtiene mediante diferenciacién numérica de acuerdo con (3). Ademas,
en problemas no lineales bidimensionales, ;1 = p(B), y por consiguiente la ecuacién (8) es
—ANA, = u(B)Jim?.

Noétese que las expresiones (8) y (9) son validas para el problema bidimensional plano.
En el caso de analizar un problema bidimensional axisimétrico, las ecuaciones anteriores se
pueden escribir como (ver detalles en la referencia®).

0 [10pA, 0 [10pA, ,
- - = - — Jmnp Q 10
80[08/3] 02[/)(% e . (10)
junto con las condiciones de contorno
pA, =0 sobre I'p
A
OpA, =0 sobre 'y
on
(11)
pAgal = pAsa2 sobre Flg

L 8/)14901 _ L 8PA¢2
pr1 On pH2  On

sobre I'j5

La segunda formulacién se denomina A,V — 1, ¢. La diferencia esencial respecto a la
formulaciéon anterior es la utilizaciéon en la regién no conductora de potenciales escalares
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magnéticos en lugar del potencial vector magnético, ver detalles en las referencias™. La
idea bésica es descomponer la zona no conductora, €2, en dos regiones: una que contiene
las fuentes de corriente, Qf, y la otra compuesta por el resto del medio no conductor, Qg,
separadas por una intercara, I'Y? (Figura 4). Esta formulacién se utilizard en el cuarto
ejemplo numérico.

En la regién no conductora donde existen fuentes de corriente se define el potencial
escalar reducido ¢ como

H=H"" V¢ (12)

donde H i"fp es la intensidad de campo magnético debido a las fuentes de corriente, V x
H'"™ = J" y es por tanto conocido. En el resto de la zona no conductora se define el
potencial escalar total magnético ¥ como

H=-V (13)

Figura 4. Dominio y condiciones de contorno para un problema de corrientes de Foucault
compuesto por dos medios donde la zona no conductora se ha dividido en QF y QY

La descripcién del medio no conductor mediante tinicamente el potencial escalar reducido ¢
conduce en algunas ocasiones a errores de redondeo importantes. Puesto que H = H PV
y el término V¢ es del mismo orden que H'™" (ref.”), entonces los problemas de cancelacién
pueden conducir a valores de H muy inexactos. Ademads, para materiales con valores altos
de p, y de acuerdo con B = uH, los errores de cancelacién pueden verse drasticamente
amplificados, conduciendo a valores de la densidad de flujo magnético completamente falsos.

El sistema de ecuaciones equivalente a (1) que se debe resolver en funcién de los nuevos
potenciales es”?

VXVVXA—VI/V'A-FJ%-FUVVZO en

ot
V- <—08—A - JVV) =0 en
ot
V-(uVy)=0  en QY (14)

Ve (u(H™ =V¢)) =0  enQf

n- (uVy) =0 sobre I'p
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v=0 sobre I'y

nY? - (Vi + S (H™ —V¢)) =0  sobre I'V?
(Vip + (H™ —V¢)) xn¥® =0  sobre I'V?

n;-VxA—ny 1.V =0 sobre I'io
nVxAxn, —Vixng=0 sobre I'y5
n-A=0 sobre T'y5

A
n- <_U(?9—t — aVV) =0 sobre I';5

Es importante resaltar que, en general, debido a la utilizacién de 1 y ¢ en lugar de A,
en la regién no conductora se ha reducido el ntimero de incognitas de tres a una (ndtese
que, por ejemplo, en problemas bidimensionales planos con las componentes del campo en
el plano de trabajo, el potencial vectorial se reduce a su componente perpendicular, y por
consiguiente el ahorro anteriormente mencionado no es totalmente cierto). En la resolucién
del problema discreto, esto se traduce en un ahorro considerable del coste computacional.
Una simplificacion de esta formulacion consiste en utilizar inicamente el potencial escalar
total magnético 1 en la zona no conductora. Esto da lugar a una formulacién denominada
AV — 1) (ref?).

Cuando estas formulaciones se utilizan sobre dominios con regiones conductoras no
simplemente conexas se generan soluciones esptreas. Esto es debido a la imposibilidad de
demostrar la unicidad de la solucién bajo dichas condiciones. Por este motivo se introduce
una tercera formulaciéon denominada: A,V — A, 1. Esta es mds general y se puede entender
como una combinacién de las formulaciones A,V — Ay A,V — .

En la Figura 5 se presenta un esquema del dominio y sus contornos. El dominio total €2
se subdivide en tres regiones: la primera es una regiéon conductora no simplemente conexa,
1; la segunda es una regién no conductora €23, tal que su unién con €2; genera una regién
simplemente conexa; y la tercera, €2y, esta formada por el resto de la regiéon no conductora.
Las intercaras entre las tres regiones se denotan por: I'is, I';3 y I's3, mientras que los
contornos exteriores de las regiones no conductoras se subdividen en dos partes a semejanza
de la divisién realizada en la primera formulacién: I'gs, I'ga, I'ps ¥ I'yz. De acuerdo con
la exposicién presentada en la referencia®, el potencial vector magnético se utiliza en s,
mientras que en (), se utiliza el potencial escalar total magnético. El sistema de ecuaciones
que conduce a la unicidad de los potenciales es®

rE:.'l r.

H3

Figura 5. Dominio y condiciones de contorno para un problema de corrientes de Foucault
compuesto por tres medios
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A
VXVVXA—VVV‘A-FUaa—t-FUVV:O

Y <—08—A - JVV> =0
ot

VxUVxA—-VvV-A=0

V- -uViyp =0
nxA=0
vWW-A=0

V'WxAxn=0
n-A=0
n-uViyp =0
=0
A=A

VXA Xxn +13VxXA3xn; =0
V1V'A1—V3V'A3:O

n- <—06—A —JVV> =0
ot

nlg-VXA—ng-,ungzo
VVXAX‘I’LB—V@DXTEQ:O
n-A=0

en ()

en Ql

en ()3

en Qg

sobre I'gs

sobre I'gs

sobre I'y;

sobre I'y;
sobre I'ps
sobre I'go
sobre I'(3

sobre I';3

sobre I'i3

sobre F12 y F13

sobre Flg y Fgg
sobre Flg y Fgg
sobre I'j5 y a3

Existen varias alternativas de resolver mediante el MEF los sistemas de ecuaciones (5),
(14) o (15). Una de las més utilizadas es la formulacién de Galerkin, en la que coinciden las
funciones de peso y las funciones de forma. Puesto que las expresiones (5) y (14) pueden
ser vistas como un caso particular de la formulacién (15), a continuacién se presentan las
ecuaciones correspondientes a la discretizacién mediante el MEF de la tercera formulacién

(15)°
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/ (VW x N, -V ><A+VV-N7;V-A+UN7;-%—?+0N1-VV)dQ—

/ N, (V) x np)dl" = 0
Pi2+T23

o, ot

(16)

/ (WY N, - Vi) dQ — / N, (V x A-ny)dl = 0
Qo

Ti2+T23

donde 7 es el indice asociado a los nodos de la malla y N; son las funciones de forma.

Las formulaciones basadas en potenciales permiten modelizar adecuadamente materiales
no homogéneos asi como discontinuidades materiales. Ademas, los potenciales vectoriales
presentan la gran ventaja de verificar automaticamente la ecuacién de la divergencia. Sin
embargo, presentan una pérdida notable de precision en el cdlculo de las intensidades
de campo eléctrico y magnético debido a la diferenciacién numérica. Ademads, es preciso
imponer para cada formulacién el gauge adecuado (e.g. V- A = 0 para casos cuasiestdticos;
V-A+ 5#% = 0 para casos acoplados o de propagacién; ...).

Basadas en la resolucién de las ecuaciones de Maxwell

Desde el punto de vista computacional, la resolucién numérica de las ecuaciones de
Maxwell (1) puede presentar soluciones espureas. La caracteristica bésica de estas solu-
ciones es que no verifican las leyes de Gauss para el campo eléctrico y magnético, ecuaciones
que contienen el operador divergencia en (1). En general, se ha considerado que la causa de
estas discrepancias estaba en el método numérico utilizado. Sin embargo, la referencia'l de-
muestra que la aparicién de estas soluciones ficticias radica en un planteamiento erréneo del
problema: tradicionalmente, las leyes de Gauss han sido vistas como ecuaciones auxiliares.
Esto se debe a dos motivos. Por una parte, el sistema de ecuaciones (1) parece sobredetermi-
nado: para el caso tridimensional el sistema presenta 8 ecuaciones y 6 incégnitas, mientras
que para el caso bidimensional el sistema presenta 6 ecuaciones y 4 incognitas. Por otra
parte, si se aplica el operador divergencia a la ley de Faraday y a la ley de Maxwell-Ampere,
se obtiene que las leyes de Gauss para el campo eléctrico y magnético se verifican siem-
pre si éstas se verifican inicialmente!?. Asimismo, en la referencia!! se demuestra que, si
se incluyen las leyes de Gauss, entonces las ecuaciones de Maxwell son equivalentes a un
sistema eliptico bien determinado en el espacio. Siendo necesario, por consiguiente, tenerlas
en cuenta.

En la ultima década, la utilizacién de este tipo de formulaciones en la resolucién de prob-
lemas electromagnéticos ha experimentado un gran auge. Su aplicaciéon va desde el célculo
de campos estaticos hasta problemas transitorios, pasando por problemas arménicos. En
general, existen tres formulaciones para resolver (1) sin utilizar potenciales (por consigu-
iente, sin tener que diferenciar numéricamente para obtener E y B). Con el objetivo de
introducir las caracteristicas basicas de cada una de ellas, considérese un dominio 2, aco-
tado, simplemente conexo y convexo (Figura 6), donde su contorno I' se divide en dos partes,
Iy y I'y, tales que

F1UF2:F
lerg:w
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Figura 6. Dominio y condiciones de contorno para un problema de corrientes de Foucault
compuesto por un unico medio

En cada una de ellas, se imponen las siguientes condiciones de contorno (como en la segunda
seccién, por simplicidad y sin pérdida de generalidad éstas se supondrén homogéneas)

nxFE=0 sobre I';

n-(uH)=0 sobre T’ a7
nxH=0 sobre I'y

n-(cE)=0 sobre I'y

La primera formulacién se basa en la resolucién de ecuaciones de primer orden. Esta
se basa en la resolucién directa del sistema (1) junto con las condiciones de contorno
(17). Bésicamente, existen dos razones por las que esta formulacién es, en ocasiones,
desaconsejable. La primera es la dificultad que tienen los métodos numéricos convencionales
en tratar operadores no autoadjuntos. La segunda es que las intensidades de campo eléctrico
y magnético aparecen acopladas en (1), aumentando considerablemente la complejidad de
los célculos. )

La segunda formulacién se basa en la resolucién de ecuaciones de segundo orden. Esta
se deriva del sistema (1) aplicando el operador rotacional, obteniendo de esta forma un
sistema de ecuaciones de segundo orden que desde el punto de vista numérico es mas facil
de abordar. En la referencia'! se demuestra que la resolucién de (1) es equivalente a resolver

V x (VxE)—i—,u% <a((;;;3) +aE> :—VxKeq”—u&g:p en
V. (eE) = p'™? en )

nxE=0 sobre I';

n-(cE)=0 sobre T'y

nx (VxE)=—nx K sobre Ty

(18)

Vx(VxH)+ <5% —|—J> 8(g:{) =V x Jmr — (5% —|—J> K" en Q
V- (uH)=0 en )

nxH=0 sobre I'y

n-(pH)=0 sobre I'y

nx (VxH)=nxJm sobre T'
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Como puede observarse en (18), las intensidades de campo eléctrico y magnético aparecen
desacopladas simplificando considerablemente los célculos. Sin embargo, de acuerdo con la
discusién presentada en la referencial!, el sistema (18) puede presentar soluciones espireas
si no se consideran todas sus ecuaciones. Esto es debido a que generalmente las ecuaciones
en divergencia, segunda y séptima ecuaciones de (18), asi como las que se derivan de ellas,
quinta y décima ecuaciones de (18), eran consideradas ecuaciones complementarias y no se
tenfan en cuenta en la resolucién del problema. Bajo estas aproximaciones, el sistema(18)
admite mds soluciones que el sistema original (1).

La tercera formulacién se basa en la resolucion de la ecuacién de Helmholtz. En la
referencia'’ se demuestra que el sistema (18) es equivalente a

—AE + ,u% <8((;E) + 0E> =-VxK"—~ ua{% . (é) Vp™ en
V. (¢E) = p'™? sobre I’
nxE=0 sobre I';
n-(¢E)=0 sobre T’y
nx (VxE)=—-nxK" sobre T’y
(19)
—~AH + (5% + o*) O(gtH) =V x JmP (5% + 0) K en
V- (uH) =0 sobre T’y
nxH=0 sobre I'y
n-(uH)=0 sobre T'y
nx (VxH)=nxJ™ sobre T'y

La ventajas del sistema (19) son que: 1. la ecuacién de la divergencia no debe verificarse
en todo el dominio, sino que sélo debe cumplirse en una porciéon del dominio y 2. como en
(18) las ecuaciones para E y H aparecen desacopladas.

Merece la pena indicar que los métodos basados en la resoluciéon directa de las ecua-
ciones de Maxwell se emplean bédsicamente para aplicaciones donde es importante analizar
el acoplamiento eléctrico y magnético, mientras que los métodos basados en potenciales
se utilizan primordialmente cuando es suficiente simular la dindmica mediante corrientes
inducidas.

Es importante resaltar que la resolucién directa de las ecuaciones de Maxwell permite
obtener directamente los vectores de intensidad eléctrica y magnética sin necesidad de
utilizar derivacién numérica, obteniéndose por lo tanto resultados més exactos. Ademas, se
obtienen campos continuos a través de los elementos. También se debe resaltar que mediante
este tipo de formulaciones no ha sido necesario definir ningin gauge.

Finalmente, debe mencionarse que de forma similar a los problemas de fluidos o sélidos
incompresibles, también se han desarrollado formulaciones mixtas para problemas electro-
magnéticos'®12. A diferencia del trabajo presentado en la referencial!, estas formulaciones
requieren la utilizaciéon de elementos de diferente orden para las incégnitas.

FUERZAS MAGNETICAS

Conceptos preliminares

Desde el punto de vista mecénico, el ingeniero esta interesado en el calculo de dos tipos
de fuerzas. La primera es la fuerza local (también denominada en algunos ambitos densidad
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de fuerza). El calculo de las fuerzas locales es bésico en el estudio y andlisis de sistemas
formados por cuerpos deformables. En estos casos, el objetivo es conocer el comportamiento
local del material. El segundo tipo de fuerzas es la fuerza total. Esta es fundamental en
el analisis del movimiento de un sélido rigido. En este caso, el objetivo es conocer el
comportamiento global del cuerpo. Pero incluso en este tltimo supuesto, el conocimiento
de la distribucién de fuerzas locales puede proporcionar una informacion muy importante
en el desarrollo y mejora del disenio final.

Desde el punto de vista conceptual, ambos tipos de fuerzas se hallan relacionados medi-
ante la siguiente expresion

Ftotal = / flocal ds
Q

Es decir, la fuerza total se puede calcular como la suma de las fuerzas locales que actian
sobre el cuerpo. Cuando las fuerzas locales actiian sobre la superficie de un medio, la forma
usual de realizar dicha suma es desacoplando la fuerza local en su componente normal y
tangencial

F:/ftt+f7zndr
I

donde t y n denotan los vectores normalizados tangencial y normal a la superficie.

Con el objetivo de presentar los métodos m&ds ampliamente utilizados en el calculo
de fuerzas electromagnéticas, a continuacién se presentan tres formulaciones diferentes de
calcularla®”-20-225

En la primera formulacién, la fuerza total electromagnética F'.,, se expresa en funcion
de las cargas en movimiento, la intensidad de campo eléctrico E y la densidad de flujo
magnético B. En particular, si s6lo existe una carga puntual en movimiento ¢, dicha relacién
estd determinada por la ley de Lorentz

F.,=F.+F, =qE+qvxB) (20)

siendo F'. la fuerza eléctrica, F',, la fuerza magnética y v la velocidad de la particula.
En conductores, donde en lugar de particulas existen densidades de corrientes, la expresién
(20) se debe modificar adecuadamente. Entonces, para una intensidad de corriente I (Amp),
una densidad superficial de corriente k (Amp/m) y una densidad volimica de corriente J
(Amp/m?), la ecuacién (20) se escribe respectivamente como

Fm:y{IdeB (21)

C

Fm:/kadF (22)
T

Fm:/JdeQ (23)
Q

En algunas aplicaciones es posible hallar expresiones mas simplificadas que las ecuaciones
(21), (22) y (23). Asi por ejemplo, considerando que: 1. para campos eléctricos estacionarios
la ley de Maxwell-Ampere en el vacio es V X B = g y 2. la identidad B x V x B =
V(iB? — (B-V)B, el integrando de la ecuacién (23) puede escribirse como

B> 1
JxB=-V(—)+—(B-V)B (24)
2o Ko
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donde la cantidad p,, = % es la presién magnética. Integrando se obtiene
B’ 1 1, 1
F,=|JxBd)= | -V(—)+—(B-V)BdQ=— | —Bn+ —B(B-n)dl' (25)
Q O 210" o r 240 Lo

La importancia de la ecuacién (25) radica en que ahora es posible calcular directamente la
fuerza total a partir del campo B calculado previamente mediante el MEF.

Si en el andlisis, ademds de medios conductores se deben considerar materiales
magnéticos, entonces la expresién (23) es

Fm:/JdeQ—/lqung (26)
Q 92

que a semejanza de (25) se puede expresar en términos de H, calculado anteriormente
mediante el MEF.

En la segunda formulacién, la fuerza total se expresa en funcién de la energia magnética
U (ref.?"?2?). En particular, es posible expresar la energia magnética como

U:/Q</OBHdB> dQ:/Q%MHQdQ (27)

Entonces, la fuerza magnética total en la direccién p es

donde ¢ es una restriccién de flujo constante (¢ = / B - dI' = cte).

La tercera formulacion se basa en reemplazar log materiales magnéticos por corrientes
magnéticas o cargas magnéticas equivalentes (Equivalent Magnetizing Currents, Equiva-
lent Magnetizing Charges, EMC) y es ampliamente utilizada en problemas con campos
estacionarios?*?216, En magnetostética, la densidad de flujo magnético puede expresarse
como

B = popH = po(H+ M)

donde M es la densidad de magnetizacion y p, es la permeabilidad relativa del medio.
Entonces, la ley de Maxwell-Ampere, V x H = J"”, puede escribirse como

1 .
VXM—B:JWW—G—VXM (29)
0

En la expresion anterior, se define la densidad de corriente magnética equivalente como
J M = V x M (30)

La importancia de esta nueva magnitud radica en que permite plantear el problema (29)
en el vacio: ahora existe una nueva intensidad de campo magnético H, relacionada con la
densidad de flujo magnético B, mediante la permeabilidad del vacio py. Es decir, la ley
constitutiva del material es: B = poH y la expresién (29) puede escribirse como

VX.E_[:Jimp—FJ]u

En consecuencia, la fuerza resultante puede calcularse mediante la ley de Biot-Savart
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F — /(J"mp + Ju) x BdS
Q

En el caso de cargas magnéticas, el calculo de la fuerza magnética se realiza mediante
un desarrollo semejante al anterior definiendo la densidad de carga equivalente

Qu =~V -M (31)

Puesto que poM = (1 — %)B, tomando divergencia se obtiene

1 1
QM:_NOV'M:_(l_H_)V'B+V(M_)'B

Entonces, considerando la ley de Gauss para el campo magnético, V- B = 0, se obtiene que:
Qu = V(}%) - B. Finalmente, la fuerza magnética se calcula mediante una analogia con la

ley de Coulomb para el campo eléctrico (F. = ¢F)

1
F,=QuH=V(—)-BH

r

Meétodos: clasificacién y descripcién

El célculo numérico de las fuerzas magnéticas generalmente se basa en el calculo previo
del campo magnético mediante el MEF. La mayoria de métodos numéricos para calcu-
larlas se basan en las tres formulaciones presentadas en el subapartado anterior?20:17.24,
Basicamente, existen cinco métodos de calcular las fuerzas magnéticas.

El primero se denomina método del tensor de tensiones de Mazwell (F-"™). Este método
se basa en integrar la expresién (25) sobre una superficie arbitraria que englobe el dominio
de interés . Notese que debido a la deduccién de (25), dicha superficie debe estar situada
en el vacio. El calculo de dicha integral se realiza separando su componente tangencial:
f, = H,;B,,, de su componente normal: f, = %(:—OB,% — upH?). Debido a su simplicidad y
similitud con el fenémeno fisico, es uno de los métodos mas utilizados. Sin embargo, es muy
susceptible a errores numéricos y depende considerablemente de la superficie de integracién
escogida?®.

El segundo es el método del trabajo virtual de Coulomb (F1"). Este método se basa en
la expresion de la fuerza en funcién de la energia magnética y puede ser implementado de
diversas maneras. La mds sencilla consiste en aproximar la expresién (28) mediante diferen-
cias finitas. Otra posibilidad es la utilizacién de las matrices jacobianas de la transformacién
isoparamétrica del MEF en el cdlculo de la integral'*'s que aparece en (28). Por tltimo,
también es posible calcularla descomponiendo la fuerza en sus componentes tangencial y
normal, de forma semejante a la realizada en el método del tensor de tensiones de Maxwell.
En este caso®, se obtiene: f, =0, f, = 3[(;- — i)Bi — (po — p)H?).

El tercer método es el denominado método de las corrientes de magnetizacion (F2™).

Este se basa en substituir un medio magnético por un medio no magnético donde existe
una distribucién de corrientes magnéticas. La fuerza magnética total se calcula a partir de
las componentes tangenciales y normales de la fuerza local como®: f, = (1 — u,)B,H; y
f.=5%W-1)H 2. El célculo de la fuerza local mediante este método depende fuertemente
de la calidad de la malla y en general sus resultados no son muy precisos. Paralelamente,
en la referencial® se presenta una versién diferente que permite mejorar los resultados.

El cuarto método es el método de las cargas magnéticas (F<™). Consiste en substituir
un medio magnético por un medio no magnético donde existe una distribucién de cargas
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magnéticas®®. A semejanza del método anterior, la fuerza magnética total se calcula a
partir de f, = (1 - -)B,H,y f, = 5-(1— 1)B’. La precisién de la fuerza total depende

20 [
esencialmente del cdlculo previo de B,,. Por lo tanto, en la implementacion del método debe
realizarse especial énfasis en su calculo?22.

Por dltimo, el quinto método es el método de la densidad de fuerza superficial (Fﬁfs).

Este se deriva del método del tensor de tensiones de Maxwell, generando los mismos resul-
tados que el método del trabajo virtual de Coulomb'®2?2. En este caso, la densidad de fuerza
s6lo depende de la componente normal: f, =0, f, = %[(MLO - %)Bi — (o — p)H?).

En la Tabla I se resumen las componentes normal y tangencial de la densidad de fuerza
para cada uno de los cinco métodos anteriores.

Métodos i I,
Flm H.B, 3G By — koH?)
P 0 [HE - DB — (4o — wH]
F," |(1-p,)B.H, 9 (u} — 1)H;
FO (- L)BH| (- L)B
FoI* 0 5[5 = 2)B), — (o — wH]

Tabla I. Densidades de fuerza superficiales (fuerza local) para los diferentes métodos

20,22

Es importante resaltar que teéricamente todos estos métodos son equivalentes , puesto

que se verifica
F)"=F," — ,F.
For = ()P
o
F,"=F," —F.
Fﬁ fs _ Fz;'uc

1
2
interior arbitraria, y por consiguiente deberfa ser nula®?. Sin embargo, en las aplicaciones
numéricas la precisién de los métodos es diferente porque éstos se basan en una aproximacion
previa, mediante el MEF, de B,, vy H;. Por consiguiente, los cinco métodos anteriores
proporcionan valores diferentes de la fuerza magnética®!2°.

1
donde el término F, = 7{ (H:B,)t+ <—Bi — uH f) n es la integral sobre una superficie
s H

EJEMPLOS NUMERICOS

En este apartado se presentan cuatro ejemplos de cdlculos magnetostaticos basados en
algunas de las formulaciones expuestas anteriormente. En todos ellos, se han utilizado
diferentes formulaciones basadas en el cédlculo de potenciales. Asimismo, todos los calculos
se han realizado mediante el cédigo de elementos finitos orientado al objeto CASTEM-2000.
En el primer y tercer ejemplo sélo se ha estudiado un medio lineal. Por el contrario, en
el segundo y cuarto ejemplo se ha considerado tanto un material con una permeabilidad
u constante diferente de pp, como un material no lineal (hierro) cuya ley constitutiva se
presenta en la Figura 7.
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B(M)

05

L L
4 5 6
a

x10°

. .
[ 1 2 3
H (Amp/m)

Figura 7. Ley constitutiva no lineal para el hierro

En el primer ejemplo se analiza un dipolo magnético. Este problema, extremadamente
sencillo, permitird verificar la calidad de los resultados obtenidos. En el segundo ejemplo
se analiza un conductor de seccién cuadrada por el que circula una corriente prescrita®. Se
considera que el medio puede ser lineal o no lineal. Ambos supuestos se estudian utilizando
dos mallas diferentes a fin de constatar la mejora de los resultados. Asimismo, se calcula la
densidad de fuerza magnética en el interior del conductor mediante (23). El tercer ejemplo
consiste en una aplicacién industrial. En ¢l se analiza un transformador de dos bobinas®.
En el cuarto ejemplo se comparan los resultados obtenidos mediante el anélisis axisimétrico
de una bobina con los generados mediante un estudio tridimensional.

Ejemplo 1

Como se ha comentado anteriormente, el primer ejemplo consiste en el andlisis de un
dipolo magnético: dos conductores paralelos e infinitamente largos que transportan una
corriente de 10* Amp. En el presente estudio se analizan dos casos. En el primero se supone
que las corrientes tienen sentidos opuestos, mientras que en el segundo se supone que tienen
el mismo sentido. El andlisis bidimensional de este problema se ha realizado de acuerdo con
la aproximacién potencial definida por las ecuaciones (8) y (9). La Figura 8a presenta la
geometria del problema asi como las condiciones de contorno. El dominio se ha discretizado
mediante una malla estructurada formada por 2542 elementos cuadrangulares y 2645 nodos
(Figura 8b). Puesto que este ejemplo posee solucién analitica, se analiza la exactitud de
los resultados numéricos. En particular, se estudia el error del potencial magnético y de la
densidad de flujo magnético a lo largo de la linea de unién de los dos polos.

|

\ \ \
IRV VAR VAR
a) b)
Figura 8. a) Dominio y condiciones de contorno para un dipolo magnético; b) Malla de
célculo
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En la primera columna de la Figura 9 se presentan los resultados obtenidos considerando
que las direcciones de corriente en los conductores son opuestas. Como es sabido, existe
una interaccion destructiva entre los dos polos. En la Figura 9a se muestran las lineas
equipotenciales de A,. Como era de esperar, se obtienen lineas equipotenciales concéntricas
que parten de los polos y se anulan a lo largo del eje x = 0,5. En las Figuras 9b y 9c se
muestran para y = 0,5 los valores numéricos y analiticos correspondientes al potencial A,
y al médulo de la densidad de flujo magnético B.

R NN RN R RN RRNAANARNARRRANAARRNAARRRRARRRAA N PR Rassen
reon Lasecn
oorcon ioeor
[ Loeor

m Pl oxeos
a) lineas equipotenciales para corrientes d) lineas equipotenciales para corrientes
opuestas paralelas
0.006 0011 :
3 £
£ 0.000F 1£20.009F ]
< <
-o. : 0.007 :
000535 0.50 0.65 0.35 0.50 0.65
X (m) X (m)
b) valor del potencial A, en y =0,5 e) valor del potencial A, en y =0,5
0.130 ‘ 0.130
Eo.065¢ 1 E0.063f 1
[a) [21]
0.000 ‘ 0.000
0.35 050 065 0.35 0.50 0.65
X (m) X (m)
c) valor de Beny=0,5 f) valor de B en y =0,5

Figura 9. Valores numéricos (linea continua) y valores analiticos (linea discontinua) obteni-
dos para el dipolo magnético
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En la segunda columna de la Figura 9 se presentan los resultados obtenidos cuando
la corriente en ambos conductores tiene el mismo sentido. Como en el caso anterior los
resultados obtenidos coinciden con los esperados: lineas equipotenciales concéntricas que
parten de los polos con interaccién constructiva. Por consiguiente, el flujo fluye alrededor
de los polos (Figura 9d). En las Figuras 9e¢ y 9f se muestran para y = 0,5 los valores
numéricos y analiticos correspondientes al potencial A, y al médulo de la densidad de flujo
magnético B.

En la Figura 10 se analiza el error de la solucién numérica respecto a la solucién analitica
para el caso de corrientes opuestas (primera columna) y para el caso de corrientes paralelas
(segunda columna). En las Figuras 10a y 10d se presenta el error absoluto del potencial A,
para ambos casos. En las Figuras 10b y 10e se presenta el error absoluto del médulo de la
densidad de flujo magnético B para ambos casos.
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Figura 10. Comparacién de los resultados obtenidos para el dipolo magnético
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Para el caso de corrientes opuestas, el potencial se anula para x = 0,5 y se obtiene un error
relativo del potencial indeterminado. Consecuentemente en la Figura 10c sélo se muestra
el error relativo de B. Este resulta ser siempre inferior al 6 %. Para el caso de corrientes
paralelas, la densidad de flujo B se anula en el punto medio (0,5; 0,5) y consecuentemente su
error relativo es indeterminado. Por lo tanto, la Figura 10f s6lo muestra el error relativo del
potencial A,. Como puede observarse, se calcula el potencial A, con una precisién inferior
al 1,5 %.

Debe resaltarse que los resultados numéricos reproducen cuantitativamente los valores
analiticos. Asimismo, en ambos casos estos resultados conservan la simetria del problema.

Debe resaltarse que los resultados numéricos reproducen cuantitativamente los valores
analiticos. Asimismo, en ambos casos estos resultados conservan la simetria del problema.

Ejemplo 2

En el segundo ejemplo se analiza un conductor de seccién cuadrada por el que circula
una densidad de corriente J'™ = (0,0, Ji"?) = (0,0,10*) Amp/m?. El andlisis se realiza
tanto para un conductor lineal (u, = 10) como para un conductor no lineal. Nétese que la
no linealidad del material esta en su permeabilidad (su ley constitutiva es la presentada en
la Figura 7). Como en el ejemplo anterior, mediante las ecuaciones (8) y (9) se ha realizado
el andlisis bidimensional de este problema. Debido a la simetria del problema sélo se ha
estudiado un cuarto del problema. En la Figura 11 se presenta la geometria del modelo y
las condiciones de contorno. El problema se ha discretizado utilizando dos mallas diferentes
a fin de observar la mejora obtenida en la solucién.

yi
A=0
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4 1 20 Mo A=0
1 —> u
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2 on =0

Figura 11. Dominio y condiciones de contorno para un conductor de secciéon cuadrada

En la Figura 12 se presentan las lineas equipotenciales obtenidas utilizando ambas mallas
tanto para un conductor lineal como no lineal. En ambos casos, al aumentar la discretizacién
del dominio se captura mejor el gradiente del potencial. En particular, para el problema
lineal los resultados concuerdan con los presentados en la referencia® y la mayor parte del
gradiente del potencial magnético se concentra en el interior del conductor.

Los vectores de densidad de fuerza en el interior del conductor, calculados de acuerdo
con (24) y utilizando la malla fina, se presentan superpuestos a la lineas de equipotencial
magnético en la Figura 13. Como puede observarse, el vector de densidad de fuerza es
ortogonal a las lineas de equipotencial magnético y su sentido estd determinado por el signo
del potencial: puesto que en este ejemplo J™P > 0, el vector densidad de fuerza estd
orientado hacia el centro del conductor.
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Figura 12. Lineas equipotenciales correspondientes al conductor de seccién cuadrada del
segundo ejemplo
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Figura 13. Densidad de fuerza y lineas equipotenciales en el conductor de seccién cuadrada
del segundo ejemplo
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Ejemplo 3

El tercer ejemplo consiste en una aplicacién industrial®>. En particular se analiza el
flujo magnético generado en un transformador de doble bobina de 3 x 4 x 10 cm. Puesto
que la longitud del transformador es mayor que el resto de medidas, es posible estudiar su
comportamiento mediante un andlisis bidimensional. La Figura 14 presenta una seccién del
mismo. El andlisis de este problema se ha realizado mediante las ecuaciones (8) y (9).

4cm
O.Scm‘

‘ 0.5cm

% %
y

4 Linea de
z < | B 7Zm T T /7 /7 simetria
0.5
] ]

Figura 14. Seccién del transformador correspondiente al tercer ejemplo

En este ejemplo sélo se considera un acero de permeabilidad relativa p, = 100. Por la
bobina primaria circula una densidad de corriente de 100 Amp/cm? en una seccién de 0,6
cm?. Para que el flujo magnético esté orientado en el sentido de las manecillas del reloj
dentro del acero, la corriente eléctrica debe entrar en el papel (direccién de Z negativa)
en el lado derecho del transformador y salir del papel (direccién de Z positiva) en el lado
izquierdo del mismo. La densidad de corriente en el lado derecho de la bobina primaria es
de —100 Amp/cm?, mientras que en el lado izquierdo es de 100 Amp/cm?. Puesto que el
problema es simétrico respecto el eje de abcisas, sélo se analiza la mitad del problema. En
la Figura 15 se presentan las condiciones de contorno.

A=0
JP=0, u,=1
A=0 A=0
, J™P=0,u,=100
imp
J"™P=0,p,=
- —
z X
J™=100 y""P=-100 %70
M= M=

Figura 15. Dominio computacional y condiciones de contorno para el transformador presen-
tado en el tercer ejemplo

El problema se ha discretizado utilizando una malla estructurada formada por 3000
elementos cuadrangulares y 3131 nodos. En la Figura 16 se presenta la densidad de flujo
magnético. Estos resultados concuerdan con los presentados por la referencia®.
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Figura 16. Lineas de densidad de flujo magnético en el interior del transformador

Ejemplo 4

En el cuarto ejemplo se analiza el campo magnético dentro y alrededor de un cilindro
de hierro con una bobina en su interior por la que circula una densidad de corriente de
800 Amp/mm?. Se considera tanto el problema de un material lineal (p, = 2900) como el
de material no lineal (Figura 7). La Figura 17 presenta un esquema del modelo.

] HIERRO

Figura 17. Modelo geométrico correspondiente a la bobina presentada en el cuarto ejemplo

Puesto que el problema es axisimétrico, en este ejemplo se comparan los resultados
obtenidos mediante un célculo bidimensional axisimétrico en el plano X — Z (coincidiendo
la coordenada radial p con el eje X) con los obtenidos mediante un calculo tridimensional.

El analisis bidimensional axisimétrico de este problema se ha realizado de acuerdo con la
aproximacién potencial definida por las ecuaciones (10) y (11). Las condiciones de contorno
para el problema bidimensional axisimétrico se presentan en la Figura 18. Se ha impuesto
potencial nulo en las fronteras exteriores (lejos del conductor), condiciones de Neumann
homogéneas en la linea de simetria y potencial nulo en el eje de simetria, puesto que en él
debe aparecer una linea de flujo y ésta ha de ser paralela a las lineas de equipotencial (como
consecuencia directa de imponer simetria de revolucién). El problema se ha discretizado
utilizando una malla estructurada compuesta por 1216 cuadrilateros y 1287 nodos.

En la Figura 19a se presentan las lineas de equipotencial para un material lineal y en la
Figura 19b para un material no lineal. Puesto que la tnica diferencia entre ambos casos es
el tipo de hierro, la diferencia entre ambas figuras se centra en el hierro y no en la regién
interna de aire o en la bobina.
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Figura 18. Condiciones de contorno para el andlisis axisimétrico de la bobina
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Figura 19. Anilisis axisimétrico de la bobina. Lineas equipotenciales en la zona hierro—aire—
bobina: a) material lineal; b) material no lineal
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Figura 20. Definicién de los dominios y condiciones de contorno para el andlisis tridimen-
sional de la bobina
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Figura 21. Analisis tridimensional de la bobina. Lineas equipotenciales en la zona Qg:
a) material lineal; b) material no lineal
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Los célculos tridimensionales se han realizado en una regién formada por un corte de 20°
utilizando la formulacién 1-¢ presentada en las ecuaciones(14) de la tercera seccién. Puesto
que se trata de un problema magnetostatico, no existe la zona €2;. La regién Qg’ contiene
la bobina y parte de la zona de aire interior. La regién Q;p estd formada por el resto del
dominio (Figura 20).

La malla estd formada por 2699 elementos y 5452 nodos. La region donde se define el
potencial ¢ (Qg’) estd formada por 270 elementos y 616 nodos. En la Figura 21a y 21b se

presenta la distribuciéon del potencial ¢ en el dominio Qg para el modelo lineal y no lineal
respectivamente. Debido a que esta zona no incluye el hierro ambos resultados son muy

similares.
En la Figura 22a y 22b se presenta el potencial 1 sobre el hierro. Por consiguiente, en
esta zona ambas distribuciones difieren substancialmente.
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Figura 22. Analisis tridimensional de la bobina. Lineas equipotenciales en el hierro:
a) material lineal; b) material no lineal
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En la Figura 23a se muestra, para el andlisis bidimensional axisimétrico con material
lineal, la densidad de flujo magnético representado sobre las lineas de equipotencial A,. En la
Figura 23b se muestra, para el anélisis tridimensional con material lineal, la densidad de flujo
magnético representado sobre las lineas de equipotencial ¢ y v, en la seccién y = 0. Como
puede observarse, los valores y la distribucién de los potenciales son totalmente distintos,
puesto que su definicién es diferente (ecuacion (3) para el potencial A y ecuaciones (12)y (13)
para los potenciales ¢ y 1, respectivamente). Sin embargo, el comportamiento de la densidad
de flujo magnético coincide satisfactoriamente tanto cualitativa como cuantitativamente.

UI""!‘,

N G SIS S

b)

Figura 23. Densidad de flujo magnético y lineas equipotenciales en la zona hierro-aire—
bobina: a) cdlculo 2D lineal utilizando potencial A,; b) cdlculo 3D lineal
utilizando potenciales ¢ y 1

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una clasificacién de las formulaciones més relevantes
para la resolucién de problemas en electromagnetismo computacional. Estas se han clasifi-
cado en dos grandes grupos: 1. las formulaciones que utilizan potenciales y 2. las formu-
laciones que resuelven directamente las ecuaciones de Maxwell. Asimismo, se ha realizado
una presentacion de las caracteristicas basicas de cada una de ellas, discutiendo sus ventajas
y limitaciones. También se han presentado tres formulaciones diferentes para el calculo de
fuerzas electromagnéticas. A la vista de estos resultados, se han analizado y clasificado los
métodos mas utilizados en el calculo de dichas fuerzas. Finalmente se han presentado cuatro
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ejemplos numéricos que incluyen problemas lineales y no lineales, tanto en dos como en tres
dimensiones. En su resolucién mediante el MEF se han utilizado dos de las formulaciones
presentadas anteriormente que se basan en diferentes potenciales magnéticos. Los resultados
obtenidos concuerdan tanto con la solucién analitica como con las soluciones halladas en
estudios anteriores.
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