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Resumen

Em geral, o movimento de corpos se d4 em ambiente com barreiras podendo ocorrer colisdes. Para que
seja possivel fazer previsbes da dinamica é necessiario saber o que acontece quando um corpo colide. O
problema é portanto: conhecida a dindmica do corpo pré-colisdo e as propriedades dos corpos que colidem,
prever a dindamica pds-colisao. Os primeiros trabalhos publicados sobre o assunto datam de 1668 e, até
1984, os modelos existentes pareciam satisfatérios. Porém, a aplicagdo de um desses modelos a um proble-
ma simples apresentou geragao de energia. Desde entdo, um grande nimero de trabalhos tem aparecido na
literatura. Este trabalho trata o problema de colisoes planas, discute criticamente os modelos da literatura
comparando-os através de uma generalizacdo por nés desenvolvida e propée um novo modelo que engloba
alguns dos modelos da literatura. Mostramos os principais problemas de alguns dos modelos. Simulagoes
feitas num programa por nds desenvolvido sdo apresentadas e ajudam a entender a influéncia dos coefi-
cientes constitutivos. A validagdo dos resultados é realizada através de resultados experimentais colhidos
da literatura.

MODELLING AND SIMULATION OF COLLISIONS BETWEEN RIGID BODIES

Summary

In general the motion of a body takes place in a confined environment and collisions of the body with
the containing wall are possible. In order to predict the dynamics of a body in these conditions one must
know what happens in a collision. Therefore, the problem is: if one knows the pre-collision dynamics of the
body and the properties of the body and the wall one wants to predict the post-collision dynamics. This
problem is quite old and it appeared in the literature in 1668. Up to 1984 it seemed that Newton’s model
was enough to solve the problem. But it was found that this was not the case and a renewed interest in
the problem appeared. The aim of this paper is to treat the problem of plan collisions of rigid bodies, to
classify the different models found in the literature and to present a new model, called C-S model, that is a
generalization of most of these models.

1 INTRODUCAO
1.1 Colisoes

A colisdo entre corpos é um processo dissipativo bastante complicado. Os corpos que
colidem se deformam eldstica ou permanentemente na vizinhanga do ponto de colisao e
aparecem ondas, longitudinais ou transversais, que se propagam nos corpos colidentes.

Durante o tempo de colisdo pode haver movimento relativo dos corpos, alguns pontos
podem aderir e outros podem mesmo reverter seus movimentos relativos.
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A dissipacdo de energia pode ser devido a deformagcdes permanentes, troca de calor com
o meio ambiente ou entre os corpos colidentes.

Trata-se portanto de um processo que nao é facilmente descrito e, mesmo se descrito
por um modelo eldstico, a aproximacao numeérica é custosa e nao pode ser feita em tempo
real de modo que nao serve para ser incorporado a modelos preditivos.

Queremos tratar de modelos de colisao que possam ser resolvidos com simplicidade e
rapidamente de modo a podermos fazer previsoes da dinamica. Os modelos que trataremos
consideram os corpos que colidem como rigidos e a colisao como sendo instantanea.

Nossa preocupagao foi também desenvolver os modelos de uma forma coerente e sis-
tematica destacando as hipdteses que sao adotadas e resolvendo completamente alguns
problemas.

Mesmo com as hipdteses simplificadoras adotadas a andlise completa dos problemas é
complicada e resolvemos tratar neste trabalho apenas colisoes planas. O caso espacial sera
tratado em trabalhos futuros.

Mesmo no caso plano estamos apresentando também apenas a situagao onde a colisao se
dd em apenas um ponto e em que é possivel identificar univocamente uma base de colisao.

O programa desenvolvido se mostrou muito til. Foi possivel com ele fazer uma anélise
de parametros que pode nos permitir, por exemplo, estudar a influéncia dos coeficientes de
um modelo numa colisao.

1.2 Histérico

E evidente, a partir da mais simples observacao, que a dinamica de um corpo confinado,
ou de um sistema com mais de uma particula, s6 pode ser apropriadamente modelada se
colisoes forem levadas em conta.

Nos trabalhos de Galileu e Descartes ja aparecem referéncias a colisao, mas o primeiro
modelo de colisao para particulas parece ter sido devido a John Wallis e Christopher Wren
em 1668. Varios cientistas ilustres trataram do problema, tais como, Newton, Huygens,
Coriolis, Darboux, Routh, Appel, Carnot e Poisson. Na virada do século o problema desper-
tou bastante interesse e suscitou vérias discussoes, como podemos ver em Painlevé (1905)
e Klein (1910). Porém, até 1984, todos os trabalhos usavam o coeficiente de restituigao
dado por Newton ou de Poisson e a grande dificuldade era incluir o atrito de Coulomb na
modelagem. A dificuldade bésica foi apontada por Painlevé (1905) no seu célebre trabalho
”Sur les lois de frottement de glissement”, ainda bem atual.

Em 1984, Kane publicou um pequeno trabalho, numa revista de circulacao bem limitada,
onde apontava um paradoxo: a aplicacao da teoria de Newton, universalmente aceita, num
problema de colisdes de um péndulo duplo, levava a uma geragao de energia nas colisoes.
O qué estaria errado ?

Em 1986, um colega de Kane, Joe Keller, apresentou uma solugao para o problema
através de um método assintético, mas que nao era de generalizacao facil. O trabalho,
dessa vez, apareceu numa revista de larga circulagao e atraiu muito interesse. Nesses treze
anos o interesse tem aumentado e ja apareceram alguns livros inteiramente dedicados ao
tema, como os livros de Glocker-Pfeiffer (1995), Brach (1991), Brogliato (1996), Monteiro
Marques (1993).

Brach (1989) apresentou um modelo com equagdes lineares contendo varios parametros
adimensionais que caracterizam a colisao e definiu razdo entre impulsos ao invés de coe-
ficiente de atrito. Porém, sua consideracao nao fornece solugoes claras para o problema
quando consideramos deslizamento reverso durante a colisdo. Stronge (1990) sugeriu um
coeficiente de restituicao relacionando as energias durante as fases de compressao e de ex-
pansao. Smith (1991) apresentou um modelo com equagoes nao-lineares. Wang e Mason
(1992) aplicaram a técnica de Routh (1877, 1891) e compararam os coeficientes de resti-
tuicao dados por Newton e por Poisson, usando, também, a lei de Coulomb. Sabine Durand
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(1996) estuda a dinamica de sistemas com vinculos unilaterais e atrito seco e inclui, ness-
es casos, alguns relacionados a colisao. Chatterjee (1997) apresentou novas leis de colisao
baseadas em algoritmos simples de usar, com pequeno numero de parametros de colisao
e um comportamento desejavel, pelo menos para configuragées mais simples. Soianovici e
Hurmuzlu (1996) tentaram validar experimentalmente alguns dos modelos de corpos rigidos
existentes. Como o principal interesse desses pesquisadores era em robotica eles focaram
em colisdes de corpos esbeltos a baixa velocidade. Catherine Cholet (1998) desenvolveu
uma nova teoria de colisoes entre corpos rigidos que satisfazem os Principios da Mecéanica e
se utiliza da Mecanica dos Meios Continuos, baseando-se nas idéias introduzidas por Michel
Frémond (1995). Frémond e Cholet desenvolveram a idéia que um sistema formado por um
conjunto de corpos rigidos é deformével pois as posicoes relativas dos corpos variam. Ela
discute a teoria e mostra ser coerente tanto do ponto de vista matema&tico como validado
experimentalmente.

Como uma aplicagao do estudo de colisdes, Partridge e Sponj (1999) estudaram o prob-
lema de controlar a trajetéria de um disco de borracha usado no jogo de Hockey sujeito a
colisoes intermitentes usando o modelo proposto por Wang e Mason.

Um dos autores mais proliferos na area tem sido o Prof. Moreau (1979, 1988, 1994)que
além de trabalhos tedricos tem mostrado a importancia das simulacoes numéricas validadas
por experimentos.

Na PUC-Rio o interesse no tema foi despertado em 1986 com o trabalho do Keller e a
primeira tese de doutorado foi defendida em 1994, por Tavares, H. M.

1.3 Modelos de Colisao

Consideremos que a configuracao dos corpos no momento da colisdo, suas respectivas mas-
sas, matrizes de inércia e pontos de contato sejam conhecidos. Dadas as velocidades dos
centros de massa e as velocidades angulares dos corpos pré-colisao, um modelo de colisao é
uma regra que prevé as velocidades correspondentes pds-colisao. Estamos interessados em
modelos de colisoes que tratam de corpos considerados rigidos.

Listamos a seguir o que consideramos propriedades fundamentais de qualquer modelo
de colisao.

e Nao violar leis fundamentais : Um modelo de colisao nao deve violar leis fundamentais
da fisica tais como Conservagao de Energia, Invariancia de Referencial ou Balango de
Momento Linear ou Angular.

e Deve ser geral : Ele deve poder ser aplicada a corpos com diversas formas, distribui¢oes
de massa, orientacoes, velocidades, . .

e Poucos parametros e muita simplicidade : O modelo deve depender razoavelmente de
poucos parametros de entrada e envolver cdlculos simples.

e Interpretacao fisica dos parametros : Os parametros de entrada devem ter simples
interpretagoes fisicas.

e Capacidade de previsao : Medidos os parametros de entrada, o modelo deve prever
os resultados que possam ser verificados experimentalmente.

2 EQUACOES BASICAS

Nesta secao escrevemos as equacoes basicas que serao usadas em todos os modelos apre-
sentados. Na discussao usaremos negrito para os vetores e colchetes para as matrizes. Os
escalares nao terao destaque.

Comegamos discutindo as equagoes do movimento dos corpos em colisao.
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2.1 Equagoes do Movimento

Consideremos a posi¢io do sistema no instante t definida por q = (q1,...,¢,)!. Essa
parametrizagdo minima é obtida levando em conta que os vinculos sao perfeitos.
A condicao de impenetrabilidade do sistema é expressa por

Gal(qy-- s Gn,t) >0, a=1,...,p.
« expressa cada contato do corpo.
Se ¢a(q,t) = 0 entao ha contato a. Nesse caso o vinculo é dito ativo.
Consideremos o contato entre dois corpos C e C5 e R a forca de reagao que C' exerce

sobre Co. Assim,
([ Ry
R = < Ry >

A dinamica do sistema é dada pelas equacoes de Lagrange

d(oTy_or
it \og)  og

sendo @); a contribuicao dos esforgos exteriores generalizados, r; a forca generalizada devido
a reacao no contato e 1" a energia cinética do sistema.
Podemos escrever a dinamica do sistema na forma

[M(q,t)]d = F(q,4,t) +r

A fungao F' é composta pelos termos (q, q,t) de algumas das forcas de inércia, amortec-
imento e das forcas externas generalizadas e r é a forca de colisao generalizada.

A matriz de massa [M] = [M(q,t)] é simétrica e definida-positiva.

Dessa forma, temos n parametros de posigao desconhecidos e 2 reacoes R = (Ry, Rr)*
que sao exercidas no contato. Precisamos, assim, além das n equagoes obtidas por Lagrange,
de mais 2 equacoes suplementares que serao dadas pelas leis de colisao que serao discutidas
no decorrer dessa tese.

Consideremos P; e P, os pontos de C] e Cy que entrarao em contato na colisao, respec-
tivamente. Denotemos por D o vetor representando o deslocamento relativo entre os dois
corpos e D o vetor representando a velocidade relativa entre os dois corpos, como ilustra a
Figura 2.1.

Figura 2.1. Colisdo de dois corpos

No ponto de contato representamos os impulsos nas diregoes normal e tangencial por
Iy e Ip. Usaremos uy e up os vetores unitdrios das diregoes normal (dire¢ao dada por N)
e tangencial (diregdo dada por T') na base da colisdo.
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Calculando a velocidade relativa entre os pontos de contato, temos

6P2 OP, 1. _

Z a QZ Z aql Qz -
_ Z”:(aPQ ok, 0P 0P
N dgi  Og ' Ot ot

Introduzimos as notacoes,

WT ( a(h aQi ) T

Wy (3(]1' g, )-un
- or, 0P

wr = (W - W) T
- or, 0P

v =~ )

Consideramos, entao, Wr o vetor coluna cujas componentes sao W1 e Wy o vetor
coluna cujas componentes sao Wy;.
Podemos escrever as componentes normal ( Dy ) e tangencial ( Dr) de D como

l?N =W4Lq+uwy
Dy = Whe + iy

Simplificadamente, podemos escrever
D= [W)'q+ W
N DN t Wt . ~ 'lI)N
sendo D = < Dr ) , (W= < Wt > uma matriz (2,n) e w = ( ar |-
A forga generalizada r pode ser escrita em termos de [W] e da forca de reagdo R por
Ry

ou na forma

r = [W]R.

Como ja dissemos na introdugao o nosso problema ¢é o de determinar as velocidades dos
corpos pos-colisao conhecendo as velocidades pré-colisao.

Consideremos a equacao
d (0T oT
dt (a—qz)  Og = Qitri
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Integremos essa equagao num intervalo (¢ — €, + €) em torno do instante da colisdo ¢.
Observamos que g—g é limitada e @); é suposta continua e limitada.
Temos,

oT - /t+e oT t+e /t+e
—) |t — —dr = Qidt + ridT
(8%’) ! t—e 0Gi t—e t

—€
Fazemos € — 0 e obtemos

T t+e
0 = lim r;dT.

A(a_qz) =0 Ji_¢

T T T
sendo A(g—q) = ((9 0

Usaremos o indice F para representar o limite a direita e A para representar o limite a

96 17 ~(gg) 1

esquerda.
Sabemos que r = [W]R.
Entao,
oT ) t+e ) t+e ; ; RN
A(a_qz) = lg% - ridr = lg% - (Wi Wi) < Ry )dT.

Escrevemos o impulso I causado pela reacao R por

t+e I
I=lim Rdr = ( N )

e—0 t—e IT
Logo,
or i i
A(a—q-i) = (Wi Wil

Denotando aa_’g como o vetor cujas componentes sao g—g, podemos escrever
T

oT

A(8_q> = [W]L.

Mas,

Assim,
Ml(ae — ) = W= (W Wi ) ().

O nosso problema consiste em encontrar g e I sendo dados [M], [W] e qa.

Assim, temos n equagoes e queremos encontrar n—+2 incégnitas. Em principio precisamos
de mais duas equagoes. Essa duas equacoes serao dadas pelas leis de restituicao discutidas
mais tarde.
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Em muitos casos nés também consideramos o impulso de momento Iy além dos impulsos
normal e tangencial e nesse caso devemos incluir a velocidade angular relativa. A equagao
serd dada por

In
[M](ap —qa) = ( Wy Wr Wy ) §T : (2.1)
o

Nesse caso temos n equagoes para encontrar n + 3 incégnitas. Em principio precisamos
de mais trés equagoes. Como no caso anterior, as trés equacoes serao dadas pelas leis de
restituicao.

Assim, sendo dados g4, [M] e [W] desejamos encontrar g e I. Para isso usaremos uma
estratégia que consiste em definir um processo chamado de processo virtual que nao esta
relacionado com o tempo (pois o choque é modelado como sendo instantaneo). Mostramos
um esquema na Figura 2.2 para ilustrar o que foi dito.

q Processo é
Dindmica antes A Virtual yiA .| Dindmica apos
da colisdo - a cofisdio
Base de colisdio
Impulso |

Figura 2.2. Esquema do processo virtual

Usamos g4 e g quando estamos tratando com os centros de massa mas podemos
trabalhar também com Dg e Dy que sao as velocidades relativas dos pontos que irao
estar em contato. Para discutir o processo virtual usamos os modelos de colisao que serao
tratados no decorrer desta tese. Um modelo de colisao é dado pelas n equagoes da dindmica
do problema e mais as equagoes dadas pelas leis de restituicao. Dessa forma cada modelo
de colisao define o problema; isto é, a partir de q4, [M] e [W] encontra qg e L.

2.2 A Matriz Local de Massa

Consideremos a Eq. 2.1 reproduzida a seguir.
WL\ . (o
(wf e ()

Dp— D4 = [W]'(4r — da).

D=[W]'q+Ww

Entao,

Mas

[M](4e — qa) = [W]L

(ap — aa) = [M]" WL
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Logo,
Dy — Dy = [W][M] YW = [M]I
Assim,
I=[M](Dg —Da)
quando [M] admitir inversa e nesse caso [M L_l] = [Mp].

Chamaremos [M[] de matriz local de massa.

2.3 Fase de Compressao e Fase de Expansao

A colisao entre dois corpos é modelada como um processo instantaneo. As velocidades dos
corpos sao descontinuas e as posicoes sao continuas. Para descrever alguns dos modelos de
colisdo nds iremos pensar que a mudanca na velocidade pré-colisao para a velocidade pos-
colisao ¢ realizada em duas fases: fase de compressao e fase de expansao. O processo virtual,
discutido na secao anterior, sera composto por duas fases como mostra esquematicamente
a Figura 2.3.

: fim da fase de
fim da fase de expansdo
pré-colisdo compressdo ( pos-colisdo)

Fase de compressdo | Fase de expansdo

A Dy<0 DNC; o Dn>0 £

Figura 2.3. Fases de compressao e de expansao

A fase de compressao é a fase que vai desde imediatamente antes da colisdo até a veloci-
dade relativa normal ser nula. A fase de expansao é a fase que comeca imediatamente apds
o fim da fase de compressao e vai até o fim do processo virtual. O tempo nao desempenha
papel nesse processo virtual.

Usamos o subindice A para indicar o momento pré-colisao, C' para indicar o fim da fase
de compressao e E para indicar o fim da fase de expansao; isto é, pds-colisao.

2.4 Equagoes Utilizadas pelos Modelos de Colisao

Uma das contribuicoes desta tese foi a de reunir alguns dos principais modelos de colisoes
planas entre corpos rigidos colocando-os num mesmo formalismo e comparando suas pre-
visoes. As equacoes utilizadas por esses modelos podem ser separadas em quatro grupos
que discutiremos a seguir. Para completar o modelo precisamos das leis de restituicao, além
das equacoes aqui descritas.
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2.4.1 Primeiro grupo

O primeiro grupo nao considera a fase de compressao; isto é, s usaremos os indices A e F.
Este grupo também nao considera o impulso de momento.
r )

Temos,
Dna\ _ [ Wi .
(DTA>—(W% ant
Dy \ _ [ W& ).
<DTE > B ( wh et

[M](de —aa) — ( Wy WT)(j:g):O

S &
~

STRST
=

2.4.2 Segundo grupo

Este grupo também nao considera a fase de compressdo (como o primeiro grupo) mas
considera o impulso de momento.

Temos,
DNA W?V UNJN
Dra | = WL | qa+ wr
Dga Wy Wy
DnE Wi, Wy
Drg | = Wi |ap+ wr
Dop Wy Wy
€
In
(M)(4r —4a) = ( Wy Wz Wy ) [ I | =0
Iy

2.4.3 Terceiro grupo

O terceiro grupo considera as fases de compressao (indice C') e de expansao (indice E).
Este grupo nao considera o impulso de momento.

Temos,
Dna\ _ [ Wi \. Wy
(5:)- (3 o (2
Dne \ _ [ Wi \. Wy
(Bre )= (W Jaes (3

)
)
(B )= (Wi s ()
)
)

M@~ a0 - (Wy Wr) () <o
Ml —ac)~ (Wy W) () <o
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2.4.4 Quarto grupo

O quarto grupo considera as fases de compressao e de expansao e também o impulso de
momento. Este é o caso mais geral.

Temos,
Dy a Wiy N
Dry | =| Wi Jaa+ | dr
Dga Wy Wy
Dye Wi Wy
Dre | =| Wi |ac+| dr
Dgc Wé we
D NE Wi wN
Drg |=| Wi |ap+ | dr
Dyg Wy We
€
Inc
[M](dc —daa) — ( Wy Wr Wy )| Irc | =0
%]
Ing
(M)(gg —ac) — ( Wy Wr Wy )| Irg | =0
Iyp

2.5 Leis de Restituigcao

Para resolver o problema; isto é, encontrar qg e I dados qa, [M] e [W] precisamos, além das
n equacgoes obtidas pelas condicoes de salto derivadas das equacoes de Lagrange, de mais
duas equagoes (ou trés equagoes se consideramos o impulso de momento). Essa equagoes sao
dadas pelas leis de restituicao que serao divididas em leis de restituicao na direcao normal e
leis de restituicao na direcao tangencial. Elas modelam o comportamento constitutivo dos
materiais.

2.5.1 Leis de restituicao na direcao normal

As leis de restituicdo na direcdo normal mais empregadas sdo as de Newton e a de Poisson
que serao discutidas a seguir. Apenas como ilustracio falaremos sobre a lei de restituicao
de Beghin-Boulanger. Cada uma dessas leis define um coeficiente de restituicao, que serao
usados nos modelos, indicando o que ocorre na direcao normal e por isso chamaremos esse
coeficiente de coeficiente de restituicdo normal ou simplesmente coeficiente de restituicao.

O coeficiente de restituicao de Newton considera as velocidades relativas normais pré e
pOs-colisao, o de Poisson considera os impulsos normais durante as fases de compressao e
de expansao e o de Beghin-Boulanger considera uma razao entre energias.

Discutiremos a seguir cada um desses coeficientes.

e Coeficiente de restituicao de Newton
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O coeficiente de restituicao de Newton, denotado por e, é definido como a razao entre
a velocidade normal relativa pés-colisao (Dyp) e a velocidade normal relativa pré-colisao
(Dna). Assim,
. DnE
n— /.
Dna
Como podemos observar esse coeficiente de restituicdo leva em consideracao apenas a
cinematica do sistema na colisao.

e Coeficiente de restituicao de Poisson

O coeficiente de restituicao de Poisson, denotado por ey, ¢ definido como a razao entre
o impulso normal na fase de expansdo ( Iyg) e o impulso normal na fase de compressao

(Inc)-

_Ine
Inc
Esse coeficiente de restituicdo leva em consideracao a dinamica do sistema no processo
virtual da colisdao, diferente do coeficiente de restituicao de Newton.

Enp

e Coeficiente de restituicao de Beghin-Boulanger

O coeficiente de restituicao de Beghin-Boulanger, denotado por ey, esta relacionado com
a perda de energia cinética durante a colisao. Esse coeficiente exprime uma relacao entre a
energia cinética da fase de expansao e a energia cinética da fase de compressao.

Assim,

Teg —Tc
To—Ty

Esse coeficiente de restituigao considera a troca de energia no processo virtual de colisao.

e =

2.5.2 Leis de restituicao na direcao tangencial

Na direcao tangencial a primeira lei de restituigdao a ser considerada é o caso que chamamos
de colisao perfeita; isto é, quando o impulso tangencial é nulo; isto é, It = 0. Esse é o caso
quando nao consideramos o atrito na colisao.

Quando consideramos o atrito uma das leis mais usadas ¢ a lei de Coulomb. De fato,
trata-se de uma modificagdo da Lei de Coulomb, que em problemas de colisao é expressa
em termos de impulsos e nao de forgas. A forma utilizada é

Ir < ply se DT:O

It = —suly sendo s = , seDrp #0.

T |

1 € o coeficiente de atrito.
Smith (1991) utiliza uma lei baseada numa espécie de média ponderada das velocidades
relativas pré e pés-colisao dada por

Dra | Dra| +Drp | Drg |
| Dra |2 + | Drg |?

It = —ply
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Alguns modelos usam apenas um coeficiente de restituicdo tangencial, como em Moreau
(1988), relacionando as velocidades relativas tangenciais pré e pds-colisao, dado por
_Dre

Dra

H& outros modelos que usam combinagoes ou variagoes dessas leis.

€t —

2.5.3 Comparacao entre as trés definicoes dos coeficientes de restituicao normal no
caso sem atrito

Mostraremos que no caso sem atrito; isto é, Iy = 0, os trés coeficientes sdo equivalentes.

Coeficiente de restituicao de Poisson e coeficiente de restituicao de Newton

No fim da fase de compressao, temos

Dnc = Whdc + iy =0

[M](qc — 4a) = INcW N

No fim da fase de expansao temos

[M](qe — 4c) = INEW N.

Mas,
INg = enplnc.
Logo,
[M](4E — qc) = enpM](dc — qa).
Assim,
e — 9o = enp(de — qa).
Mas,
Whée = Dye — oy e Whdg = Dyg — .

Temos,

Wi (4e — dc) = Dye — Dye = Dyg.
Também,

Wh(dc — 4a) = Dnc — Dya = —Dya.
Logo,

Dyg = —enpDna.

Dessa forma, se ep, = e, entao concluimos que Poisson implica Newton. A prova de
que Newton implica Poisson é analoga; isto é, basta fazermos o caminho inverso.
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Coeficiente de restituicao de Beghin-Boulanger e coeficiente de restituicao de Newton

O coeficiente de restituicao de Begin-Boulanger é dado por

Ty —To

2—_—
= Tec —Ta

Como It =0 = Ipc =0 temos T = %[ML]DZQVC =0.
Assim,

1 . 1 .
Tp = e;Ta = §[ML]D12VE = e§§[ML}D12VA

-9 99 . .
‘DNE:eb‘DNA:DNE: —ebDNA

Concluimos que se e, = e, entao Beghin-Boulanger implica Newton. A prova de que
Newton implica Beghin-Boulanger é andloga.

2.6 O Espago de Impulsos
2.6.1 Introducao

Uma das formas de entendermos o processo virtual de colisdo entre dois corpos rigidos no
plano é a de analisar os impulsos normal Iy e tangencial I nesse processo.

Consideremos mq1 e mo as massas de dois corpos em colisdo, Ji e Jo 0s momentos de
inércia desses corpos e (z1,y1) e (z2,y2) as coordenadas dos centros de massa dos corpos
como na Figura 2.4.

o J

5y 1)

Figura 2.4. Corpos em colisdo num plano
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O vetor de coordenadas generalizadas serd dado por

a=(z1 y1 61 z2 y2 62 )t.

A matriz de massa sera dada por

mg 0 0O O 0 O

0 m O 0 0 O

10 O J 0 0 0

[M] = 0 0 0 mg O O

0 0 0 0 mg O

0 0 0 0 0 Jo

e a inversa da matriz de massa dada por

4/ 0 0 0 0 0

0 7/ 0 0 0 0

0 0 + 0 0 0

-1 _ 71

M =19 0 0 =0 0

0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 4

Assim, a velocidade tangencial relativa é dada por

Dy = (&1 4 61y1) — (&2 + faya) =

T

(il

:(10y1 —10—y2) 01

)

Wi, Y2

02

e a velocidade normal relativa dada por

Dy = (41 — b1a1) — (g2 — baa) =

T

(i

61

:(01—1,‘10—1 1‘2) iy

WY, Y2

B2

Usando a equacao

(5r )= (W Jnart o w (37 )+ (57

(B )= (5 )+ (B

u na forma
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chegamos no sistema

{ Dy = Aly — Blp + Dya (2.2)
Dy =—BIy +Cly + Dra
com
AT
B = 2k
A
Assim,

~ A —-B
{ML] - [ -B C :| .
2.6.2 Reta de mdxima compressao

No fim da fase de compressao, a componente normal da velocidade relativa é zero (Dyc =
0). Assim, definimos reta de mdzima compressao como sendo a reta dada por

Aly — Bl + Dyy = 0.
Apbs o ponto de méxima compressao comeca a fase de expansao que vai até o fim da
colisao.

~ De acordo com o esquema dado na Figura 2.3 devemos ter durante a fase de compressao
Dy < 0, no fim da fase de compressao Dy = 0 e na fase de expansao Dy > 0.

2.6.3 Reta de terminacao de Newton

De acordo com o coeficiente de restituicao de Newton a fase de expansao termina quando a
velocidade relativa normal Dy é —e,, vezes a velocidade relativa normal pré-colisao Dy 4.
Isto é,

en = —E
Dy a
_ Dessa forma definimos reta de terminagdo de Newton como sendo a reta obtida quando
Dng = —enDna.
Assim,

Aly — By + (1 +e,)Dya = 0.

Sob a hipdétese de Poisson, a fase de expansao termina quando o impulso normal Iy é
(14 eyp) vezes o valor de Iyc. Isto é,

IN = (1 + enp)INC
e nesse caso nao definimos reta de terminacao.
2.6.4 Retas de atrito

Os impulsos normal e tangencial devem satisfazer a relagao, baseada na lei de Coulomb,
| I7 |< pln. Assim, definimos retas de atrito as retas de equagao | It |= uly. Essas retas
sao os limites de uma regiao de forma que todo ponto (I, Ix) dentro dessa regiao satisfaz
a lei de Coulomb.
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2.6.5 Energia

Calculando a energia cinética no fim da fase de expansao encontramos

.

1.
Tp = 5DtE[ML]DE

e a energia cinética pré-colisao é dada por

1. .
Ty = §Df4[ML]DA.

Supondo que o processo de colisdo nao gere energia (satisfazendo as leis da termodinamica),
devemos ter

T —Txy <0.
Sabemos que
Dp = [MI+Dy
Podemos escrever
T = $(Da + [MD![ML)(D4 + [ML]T) =
¢ = 5(DY + T[ML])[ML](Da + [ML]T) =
= 1(DY[ML]+ 1) (D4 + [ML]T) =

= 1(DY[M]D 4 + DYI +I'Dy + M ]T)

Assim,
Ty = %[]')%1 +IH(D4 + M) + %D%[ML]DA
Mas
Ty = S D4 [ML]D.
Logo,

. 1 ~
Tp—Ty=TDy + 5It[ML]I. (2.3)
Quando Ty — Ty = 0 a equagao descreve uma elipse dada por

AI% + CI2 — 2BINIp + 2Dy aln + 2Dpaly =0
pois
~ A -B
[ML] - [ -B C :| .

No caso geral devemos ter Ty — T4 < 0.
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Podemos, também, escrever a diferenca de energia cinética na forma

1. . 1., . Ds+D
Tp —Ta = 5(D4T+ DyI) = ST (D, + D) = It(%). (2.4)

2.6.6 Reta de aderéncia

Chamamos de reta de aderéncia (Sticking) quando Dy = 0. Obtemos,

—BIn + Clp +DTA =0.

Uma das propriedades desta reta é que ela une os pontos da elipse de energia com reta
tangente horizontal. A equagao da elipse de energia é dada por

AI% + CI2 — 2BINIp + 2Dy aln +2Dpalp =0

podemos derivar implicitamente em relacao a I obtendo

dI dI .
2AIN— 4 90Ty — 2BI; =X — 2BIn +2Dp4 = 0.
d]T dIT

Quando dIN — () temos
dIr

—BIn + CIp + Dpy = 0.
2.6.7 Regiao admissivel no espaco de impulsos

Reunindo o que vimos até aqui temos condigoes que os impulsos Iy e I devem satisfazer
num processo (virtual) de colisdo. Primeiro tracamos a elipse de energia e cada ponto
(I7,IN), representando um impulso admissivel, deve estar na regiao do interior desta elipse.

Além disso, esse ponto deve estar entre as retas de atrito, para satisfazer a lei de
Coulomb e acima da reta de maxima compressao, pois no fim da fase de expansao devemos
ter Dy > 0. Podemos, entdo, construir a regiao chamada de admissivel no espaco de
impulsos mostrada na Figura 2.5.

2.7 Aderéncia e Deslizamento

Dizemos que ha aderéncia ( Sticking ) na colisao de dois corpos rigidos quando a velocidade
relativa tangencial é nula; isto é, Dy = 0. )

No caso de deslizamento (Sliding ); isto é, quando Dy # 0, temos duas possibilidades :
deslizamento progressivo (Forward sliding) e deslizamento reverso (Reverse sliding). Quan-
do a velocidade tangencial relativa permanece com o mesmo sentido no processo virtual
de colisao, chamamos de deslizamento progressivo mas se o sentido muda chamamos de
deslizamento reverso.

2.8 Uma Classificagao de Colisoes

As colisoes sao classificadas em diretas e obliquas, centrais e excéntricas, tangenciais e de
encontro. Essas classificacoes estao ligadas aos valores da velocidade relativa tangencial
inicial Dp4, da velocidade relativa normal inicial Dy 4 e do pardametro B da matriz local
de massa.

Se Dyrs = 0 entao a colisao é chamada de colisdo direta, caso contrario é chamada de
colisao obliqua.

Se Dnya = 0 entao a colisao é chamada de colisao tangencial caso contrario é chamada
simplesmente de colisao de encontro.
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Impuisos admissiveis

Elipse de dissipacdo nula
v |

Retea de Mdaxima

Compressdo
A .
e
‘.hm“":\rmu_kug'fff; \ IT

Reta de Aderéncia

Figura 2.5. Regiao admissivel no espago de impulsos

Se B = 0; isto é, se a matriz local de massa é diagonal entao a colisdo é chamada de
colisdo central generalizada. Se os centros de massa dos corpos pertencem a reta normal do
contato entao a colisao é chamada simplesmente de colisdo central.

Quando tratarmos do modelo de colisdo dado por Wang e Mason voltaremos a discutir
sobre a elipse de energia.

2.9 Uma Comparacao entre os Coeficientes de Newton e de Poisson
2.9.1 Introducao

Antes de comecarmos a discussao sobre os varios modelos de colisao trataremos do exemplo
de um péndulo rigido que colide com o solo.
Este problema foi escolhido pois a partir dele podemos :

e Entender a diferenca entre o coeficiente de restituicao de Newton e o de Poisson

e Tratar de alguns casos em que o sistema nao tem solucao ou pode ter solugao matematica
mas a solucao nao é fisicamente aceitavel.

2.9.2 Um problema modelo

Consideremos a colisao de um péndulo rigido de massa m e comprimento L com uma
superficie horizontal animada de uma velocidade v como indica a Figura 2.6.
Apés a colisdo dos pontos P e Q em O queremos saber o valor de 6.
Na nossa notacao, conhecendo 84, [M] e [W] desejamos encontrar 85 e I = (Iy, I7).
A dinamica do sistema, se nao houver colisdo, é dada por : mTLZQ + mg%sen@ = 0.
Temos,

T
Dy = Lcosfy — Leost = Dy = Llsenf) = ( 0 0 Lsen# ) Y
0
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v:d(J)

D¢

Figura 2.6. Colisao de um péndulo rigido

T
Dy = Lsenf — Lsenfly — d(t) = Dy = LOcost) — v = (0 0 Leosh ) [ 9 | —v
0
Logo,
¢ (W _ (0 0 Lsend . (wn)_ [0
W] = ( W5 )7\ 0 0 Lcosh W=l ar )T\~
Temos,

o —— [ML]I _ 3 ( L2sen26, L?senbycost ) < Iy )

mL2 \ L?senfocosty L3cos®0qy I
ou
Do D, — L_2 sen26, senbycosby In
E A7 77\ senbycosty  cos6y I
Assim,
[M | = L_2 sen?fg senbycosbty
L="7 senbycoshy cos?6,

Observamos que det[ML] =0. Se 6y # 0 e Oy # 5 entao a colisao nao é central.
Discutiremos o problema usando o coeficiente de restituicdo de Newton e usando o
coeficiente de restituicao de Poisson. Em ambos os casos usamos a lei de Coulomb para o
atrito.
Temos,
DNE = L—2(sen29()INE + sen&ocoseolTE) + DNA (2 5)
Dyp = LT(SGTZQ()COSQ()INE + cos?0plTE) + Dya )

Usando o coeficiente de restituicao de Newton

Dng = —enDna = LOgsenty = fen(LéAsenHO).
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Assim, para 6y # 0, chegamos a

éE = _enéA-

Observamos que a velocidade pds-colisao depende, nesse caso, somente da cinematica
do problema; isto é, de 0 4.
De Eq. 2.5 podemos escrever

. L2
—(en +1)Dya = 7sen290(INE + cotgboITE)

e .
—J(e, +1)0
Lsenfy
Suponhamos Drg #0. Assim, Itgp = —usiyg , s= sinal(DTE).
Temos, )
—J(en + 1)9A
1-— tgd) Ing = ———
(1 — pscotgd)Inp Lol

Para que essa equacao seja fisicamente possivel devemos ter Iyg > 0, caso contrario
haveria interpenetragao dos corpos.

1
Ing > 0=1— uscotghy > 0 = scotgty < — (2.6)
7
Consideremos o caso em que Dpp < 0; isto é, s = —1 ou Dypp = LOgcosty — v =
—en L cos0y — v < 0.
Ou ainda .
enLOacosty+v >0 (2.7)

Logo, se enLéACOSHO +0v>0=Drp <0 , s=—-1=

= 0p = —epf4 é fisicamente possivel e

—J(en + 1>9A 1
NE Lsenfy 1 — uscotgby ¢ ITE = HINE

Observamos que nesse caso a Eq. 2.6 é sempre satisfeita.

Consideremos, agora, o caso em que Dypg > 0; isto é, s = 1 ou Llgcosy — v > 0 =
en LB acosy + v < 0.

Nesse caso a Eq. 2.6 sé é satisfeita se p < tgfy. Logo, se

enLéACOSOO +v<0e u>tghy

entao a equacao 0p = —enf4 nao é fisicamente possivel e desta forma, por Newton, o
problema nao tem solucao. _

Quando p > tgfy deveriamos ter Drgp = 0 e isso nao é possivel de acontecer quando
usamos o coeficiente de restituicdo de Newton (é possivel se usamos o coeficiente de resti-
tuicdo de Poisson). Para entendermos melhor o problema, tomemos v = 0. Desta forma, a
base estd fixa. Como dissemos, quando p > tgfy a solucdo deveria ser Drg = 0. Porém,
por Newton, sempre temos

DNE = *enDNA = 9E = *enéA
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e assim DTE = LéEcosﬂo = —enLéACOSGO que s6 serd nulo se éA =0.

Usando o coeficiente de restituicao de Poisson devemos considerar as fases de compressao
e de expansao. As equagoes sao dadas

na fase de compressao por

Dne = L72(36n290INC + senbocosbolrc) + Dna
Dre = L—j(se’rLeoCOSGQINC + c0s200I7¢) + Dpa

e na fase de expansao por

DNE = LTQ(seTZQQgINE + sen@ocos%ITE) + DNC
Dyp = LTQ(SGTLGQCOSQ()INE + cos®OyIrg) + Dre

com INE = eanNc.
Porém, a solugao do problema, nesse caso; isto é, quando eancosﬁoé at+v < 0ep > tghy,
obtida quando usamos o coeficiente de restituicao de Poisson é

v

=—— = D=0
Lcosby TE

O
Se consideramos v = 0 obtemos 9E =0.

Mostramos na Tabela 2.1 a discussao desse problema com a utilizagao do coeficiente de
restituicao de Poisson.

v >0 1 < tgo | 1> tgbo
enplcostpls +v >0 Deslizamento progressivo
O = _eanA
enpLcostpfs +v <0 Deslizamento reverso Aderéncia
na fase de expansao negativo
na fase
O = de expansao
1 ) 2
costotsendo (Enp(pcosty — senblo)0a + <-) '
9E = Lc:sﬁo
v <0 < tgbo w > tgbo
LcosOpfq —v <0 Deslizamento reverso nao existe
na fase de compressao solucao
O =
—en ) 2
,ucos@oe-I—ZenOo ((SQ’I’LQO - 'UJCOSHO)GA + #)
Lcostpyfy —v >0 deslizamento progressivo nao existe
0 = —enpba solucao

Tabela 2.1. Resultados usando o coeficiente de restituicdo de Poisson
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3 APRESENTACAO DOS MODELOS DE COLISAO
3.1 Introducao

Neste capitulo desejamos discutir varios modelos de colisao plana entre corpos rigidos. Para
cada um desses modelos discutiremos a teoria e faremos algumas simulagoes. De modo a
poder compara-los escolhemos um exemplo, que é o de uma barra rigida chocando-se contra
uma barreira fixa ilustrado na Figura 3.1.

vA

x.y)

Figura 3.1. Exemplo para aplicagoes das leis de colisao

Consideremos (z,y) as coordenadas do centro de massa da barra e 6 a sua orientacao
no plano conforme mostra a Figura 3.1. m é a massa da barra e L o seu comprimento.
O vetor de coordenadas generalizadas considerado é dado por

x

Q=95 Y
0

Para escrever as equagdes que descrevem a dindmica do sistema (sem colisao) escrevemos
a energia cinética do sistema

1 1.
T = §m(:t2 +9?) + §J02.
Escrevemos, também, a energia potencial do sistema dada por

U = mgy.

Obtemos, assim, o lagrangeano

1 1 .
L:T—U:§m(a':2+2)2)+§J92—mgy.

Para a coordenada x escrevemos

a(ory oL _
dt \ 0z or

Assim,
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Para a coordenada y escrevemos

d(ory or_,
dt \ 0y oy

Assim,

my = —mg
e para a coordenada 6 escrevemos
%)%
dt \ 90 00
Assim,
Jb =0

Com as trés equagoes reunidas e usando J = %mL2 escrevemos

mi =0
myj = —mg
%mLQG =0.

Assim, a matriz de massa é dada por

m 0 0
M]=1]0 m 0
0 0 HmL?

Os modelos de colis@ao a serem discutidos nesta secao sao os modelos de Newton, Kane,
Brach, Glocker-Pfeiffer, Wang-Mason(usando Newton ou Poisson) e Smith. Propomos um
novo modelo de colisao que tenta englobar alguns dos discutidos aqui. Nesta secao tratamos
também de um modelo apresentado por Chatterjee que difere dos outros por nao ser descrito
por uma equacao algébrica e sim dado por um algoritmo. O modelo de Glocker-Pfeiffer é
dividido em duas partes: a primeira nao considera o que chamaremos de porgoes reversiveis
do impulso tangencial (esse é mais simples) e o outro que considera essas porgoes reversiveis.

Na Tabela 3.1 mostramos uma visao geral desses modelos.

Modelo Grupos Lei de Lei de
de equagoes | rest. normal rest. tangencial

Newton (sem atrito) primeiro Newton I =0

Kane primeiro Newton Coulomb
Brach segundo Newton razao entre impulsos
Glocker-Pfeiffer terceiro Poisson Coulomb
Wang-Mason (usando Newton) segundo Newton Coulomb
Wang-Mason (usando Poisson) terceiro Poisson Coulomb
Smith primeiro Newton média entre velocidades

Modelo C-S quarto Poisson Coulomb

Tabela 3.1. Visao geral dos modelos de colisao
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3.2 Modelo: Newton (sem Atrito)
3.2.1 Introducao

Nesta secao consideramos o modelo mais simples no estudo de colisdes entre corpos. Este
modelo considera apenas o coeficiente de restituicdo de Newton para a colisdo; isto é,
considera o coeficiente de restituicao normal dado pela razao entre as velocidades normais
relativas no fim da fase de expansao (pds-colisdo) e pré-colisdo e ndo considera o atrito.

Usaremos o primeiro grupo de equacoes e como nao consideramos atrito o impulso na
direcéo tangencial é nulo. Assim, as equacoes reduzem-se a

[M](dp — qa) — Wiy =0
DNE—W Je + wn (3.1)
Dna = Whda + iy

Como usamos o coeficiente de restituicao de Newton para a colisao temos

DNE = _CnDNA (32)

3.2.2 Aplicagao no caso da barra

Para o contato do lado esquerdo temos

x

I . L. )
DN:y—Esen9$DN:y—§90030: (0 1 —LZcost )| ¥ (3.3)
0
Wit
e para o lado direito temos
L ) I . x
DN:y—f—EsenHéDN :y’+§90089: (01 Leoso )| 9 |. (3.4)
W' b
Assim, para o lado esquerdo
Tp=1@a
UE =9ya — mHN 1+ €n)DNA (3.5)
QE—GA-F (COSG) (1+6n)DNA
com Hy = % + 3605
e para o lado di relto
ITp =1,
YE =19 mHN (1+en)Dna (3.6)

Op =04 + mL(cosG)m( +en)Dna

+
w
Q
Qo
W
N
e

com Hy =
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1.5F 10 (1178
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Figura 3.2. Modelo de Newton (sem a consideracao de atrito): (a) Deslocamento vertical do
centro de massa (verde) e deslocamento horizontal do centro de massa (azul); (b)
Velocidade vertical do centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do
centro de massa (linha azul); (c¢) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical
da extremidade da esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade
da direita (linha azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia

3.2.3 Simulacoes

Nas simulagoes consideramos m =1 kge L =1 metro .

Os gréficos da Figura 3.2 referem-se a e, =1, 20 =0, 20 =0, yo = 1.2 , 5o = 0, 6 = 7,
0o = 0.

O conjunto de graficos dados na Figura 3.3 refere-se a e,, = 0.8 e as seguintes condicoes
inicias : wp = 0, &9 = 0, yo = 1.2, yo = 0, Op = 7, 0y = 0. As animacoes correspondentes
sao dadas na Figura 3.4. Consideramos, nas simulagoes, o intervalo [0, 0.8].

Lembramos que, no caso sem atrito, os coeficientes de restituicdo de Newton e de Poisson
fornecem os mesmos resultados, como j4 foi discutido.

3.3 Modelo de Brach
3.3.1 Introducao

O modelo de Brach é baseado nas equagoes do segundo grupo. Os parametros usados sao
razoes adimensionais entre varias quantidades fisicas. Na direcao normal é usado o coefi-
ciente de restituicao definido por Newton. Na direcao tangencial Brach usa um coeficiente
dado pela razao entre os impulsos na direcao tangencial e normal, denotando também por

-
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15 4
: \
i 0 I\ \
HIWEAY
05}
4
0 5
0 1 2 1 2
(a) (b)
2 10
15¢ 5
0
1
5
D&¢ -0
0 15 2
0 2 D 2 D 1 2

(@ (e) ¥

Figura 3.3. Modelo de Newton (sem a consideracao de atrito): (a) Deslocamento vertical do
centro de massa(linha verde) e deslocamento horizontal do centro de massa (lin-
ha azul); (b) Velocidade vertical do centro de massa (linha verde) e velocidade
horizontal do centro de massa (linha azul); (¢) Deslocamento angular; (d) Desloca-
mento vertical da extremidade da esquerda (linha verde) e deslocamento vertical
da extremidade da direita (linha azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia

Figura 3.4. Animagao: Modelo de Newton (sem a consideracao de atrito) (a) e, =
1.0e (b) e, =0.8

3.3.2 Coeficiente de momento e,

Brach considera a possibilidade de existir um impulso de momento no ponto de colisao que
pode afetar a velocidade angular diretamente (e nao através da geometria). Porém, esse
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impulso de momento pode levar a uma perda de energia. O modelo introduz um coeficiente
chamado de coeficiente de momento relacionando as velocidades angulares inicial e final.

Consideremos Dy 4 a velocidade angular relativa pré-colisao e Dgg a velocidade angular
relativa pds-colisao. Se usassemos uma relagao do tipo

Do = —emDga

seria muito restritivo pois obrigaria a existéncia de um impulso de momento em todas as
colisoes, dessa forma Brach usou a relacao

emly = —(1+ em)J Dop
T e
sendo J = P
Quando e,, = —1 temos que Iy = 0; isto é, um impulso de momento nulo.
As equacoes usadas sao as do segundo grupo.
3.3.83 Aplicac¢do no caso da barra

Para a extremidade da esquerda temos

DN:y—gsen0:>DN:y—§00030: ( 0 1 —3Fcost ) Yy
Wi o

Dy =z — 5003«9 = Dr=xa+ 5986”9 = ( 1 0 5send ) Y
0

Wi

T
Dg=-0=Dy=-60=(0 0 —-1)( ¥
wi 0
4
Brach fez as seguintes consideracoes

DNE = _enDNA
It = pln '
emly = (1 + €m)JOE

Usamos

A= % + %60829

B = %senﬁcos@
C=214 %senQG

D = Zcos0

E = ﬁsenﬂ

© e
Dy, = —0p = ——"—1j.

(1+em)J
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Chegamos as equagoes

(A= Bu)Iy + DIy = —(en +1)Dya
(B — CM)IN + FElp+ Drg = —Dpy ‘
(D — EM)IN + %Ig + (1%’;)—][9 = —Dyy4.

Raciocinando analogamente, chegamos as equagoes da extremidade da direita dadas por

Com
A= % + %00529
B = %senﬁcos@
C=<L4 %senze
D = =cos0
E = 55senf
e7
. . em
Dy, =0p=——-—"""1Ip.
Or E (1 + @m)J 0
Temos,

(A= Bu)Ix +DIg = —(en +1)Dy s
(B—Cu)Iy + Elg+ Drg=—Dra
(D — Ep)Iy + 41y + me7le = —Doa.

3.3.4 Simulacoes

Para comparar com o primeiro modelo mostramos os graficos dados na Figura 3.5 referem-se
aep,=1,20=0,70=0,9=12,9=0,0=7,0=0,u=0eepn=—1.

Mostramos as animagoes deste caso na Figura 3.6. Usamos o intervalo [0, 0.8].

Mostramos mais um exemplo de modo a mostrar a influéncia do coeficiente e,,. Usamos
os parametros e, = 1 e as seguintes condigoes inicias : zg = 0, &9 = 0, yo = 1.2, yo = 0,
0=7%,0=0u=0cee, =0.1 Mostramos os graficos correspondentes na Figura 3.7 e a
animagao correspondente na Figura 3.8. Tanto nos graficos como na animacgao consideramos
o intervalo [0, 1].

3.4 Modelo de Kane

3.4.1 Introducao

Kane (1984) usou em seu modelo o coeficiente de restitui¢ao normal dado por Newton e
considerou o atrito usando o critério adotado por Whittaker (1904); isto é, ele considerou
que Dpp serd nula se a magnitude do impulso tangencial for menor do que p (coeficiente

de atrito) vezes a magnitude do impulso normal e quando Drp for diferente de zero, a
magnitude do impulso tangencial serd p vezes a magnitude do impulso normal.

Este modelo usa as equacoes do primeiro grupo.

O modelo considera Dyg = —e, Dy 4 na direcao normal e na direcao tangencial usa

| Ir |< poln = Drp
IT:MIN:>DTE<O
Ir=—plny = Drg >0

sendo pg o coeficiente de atrito estatico e p o coeficiente de atrito cinético.
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Figura 3.5. Modelo de Brach: (a) Deslocamento vertical do centro de massa (linha verde) e
deslocamento horizontal do centro de massa (linha azul); (b) Velocidade vertical
do centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do centro de massa (linha
azul); (c) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical da extremidade da
esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade da direita (linha
azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia
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Figura 3.6. Animacao: Modelo de Brach
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Figura 3.7. Modelo de Brach: (a) Deslocamento vertical do centro de massa (linha verde) e
deslocamento horizontal do centro de massa (linha azul); (b) Velocidade vertical
do centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do centro de massa (linha
azul); (c) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical da extremidade da
esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade da direita (linha
azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia

Figura 3.8. Animagdo: Modelo de Brach



Modelagem e simulagdo de colisGes planas entre corpos rigidos 141

Usando essas relagoes Kane mostrou que em alguns casos pode ocorrer acréscimo de
energia cinética na colisao. O exemplo original usado por Kane é o de um péndulo duplo em
colisao com o solo. Resolvemos esse problema no apéndice, porém com a nossa formulagao.

A seguir discutiremos o caso da barra rigida em colisao com uma barreira fixa e mostramos
que dependendo dos valores de certos parametros podemos obter acréscimo de energia.

3.4.2 Aplicacao no caso da barra

Considerando a extremidade da esquerda temos

L ) L. x
DN:y—586n9:>DN:y—§90059:(0 1 —Lcost ) | ¥
0
Wi
e
L ) L. T
DT:x—gcosﬁéDT:$+§Gsen9:(0 1 %sen&) Y
0
Wi
Para a extremidade da direita temos
L . L. z
DN:y+Esen9:>DN:y+§90059:(O 1 %cos@) Y
wi, 0
e
L ) L . z
DT::L'+§COSQZ>DT:.%"—§(9867L9=(O 1 —%sen@) Y
Wi, 0
Temos,
. . 3 T
(Dp —Da) = [W]'[M]~ W] ( In )
Obtemos,
Dng = Al — Blp + Dya
Drg=—BInN+Clr+ Drpg
com A = 1+43cos20 IN B = 3senfcosb IT e C = 1+3sen20.
Usaremosy,n " ] m
Dng = —enDna
e

’IT’<MOIN?>DTE:0
ITZALIN:>D7?E<O
Ir =—plny = Drg >0

Consideremos um exemplo mostrando que, nesse caso, para alguns valores dos parametros
podemos obter acréscimo de energia na colisao.
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Consideremos um caso de colisao obliqua e nao-central D Na=—1le DT 4 = 0.6. Usamos
m=1,L=1e0y=%. Temos A =25, B=15eC =2.5. Usaremos g = p = 1.
Observamos que

| ADTA + B(en + I)DNA ‘< —M[C(en =+ I)DNA +BDTA

logo DTE =0.
Assim, ) .
Dng = —enDna = ey
e m . .
In = —Z[C(en + 1)DNA + BDTA} = 0.625¢, + 0.4
também

Iy = —%[ADTA + B(@n + 1)DNA] = 0.375ey,

A variacdo de energia cinética, como ja vimos, é dada por
1, .
T —Ty = 51 (DE—i-DA)
Temos,

Tp—Ta == (0.625e, + 0.4 0.375¢, ) < 8”6_ : ) = 0.3125¢; — 0.2.

1
2
Assim, quando e, > 0.8 temos Tr — T4 > 0 e observamos acréscimo de energia.

Voltaremos a discutir esse caso quando estudarmos o modelo de Glocker-Pfeiffer.

Uma discussao incluindo resultados para outros valores dos parametros pode ser encon-
trada em Cataldo, E. ; Sampaio, R. (1998, 1999).

3.4.3 Simulacgoes

Consideramosen:1,xo:0,3}0:0,y0:1.2,g)0:0,9:%,ézoeuzle
tragamos os graficos na Figura 3.9. A animagao correspondente é mostrada na Figura 3.10
(a). Consideramos o intervalo [0,0.9]. Observamos acréscimo de energia.

Se consideramos p = 0.4, ndo observamos mais o acréscimo de energia. A Figura 3.11
refere-se a e, =1, 20 =0, 20 =0,y0=12,90 =0,0=7,0=0e p=1. A animacao
correspondente é mostrada na Figura 3.10 (b) . Usamos o intervalo [0,0.9].

3.5 Modelo de Glocker-Pfeiffer (Primeiro Caso)

3.5.1 Introducao

O modelo de Glocker-Pfeiffer (1995) usa o coeficiente de restituicdo de Poisson e, assim,
considera o processo virtual de colisao em duas fases : compressao e expansao. Na diregao
tangencial usa a lei de Coulomb (modificada) para o atrito. Para esse modelo usamos as
equacoes do terceiro grupo.

O modelo de Glocker-Pfeiffer serd discutido em duas secoes distintas. Isso deve-se ao
fato de que na fase de expansao dois caminhos diferentes podem ser seguidos. Mesmo sendo
um desses caminhos caso particular do outro decidimos separa-los por motivo didatico.
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Figura 3.9. Modelo de Kane (com g = 1): (a) Deslocamento vertical do centro de mas-

sa (linha verde) e deslocamento horizontal do centro de massa (linha azul); (b)
Velocidade vertical do centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do
centro de massa (linha azul); (c¢) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical
da extremidade da esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade
da direita (linha azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia

(a) (b)

Figura 3.10. Animacdo: Modelo de Kane. (a) p=1, (b) p =04

O modelo de Glocker-Pfeiffer considera a colisao dividida em duas fases : fase de com-
pressao e fase de expansao. Usa o coeficiente de restituicao de Poisson, assim

INg = enplne
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Figura 3.11. Modelo de Kane (com p = 0.4): (a) Deslocamento vertical do centro de mas-
sa (linha verde) e deslocamento horizontal do centro de massa (linha azul); (b)
Velocidade vertical do centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do
centro de massa (linha azul); (c¢) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical
da extremidade da esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade
da direita (linha azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia

Na direcao tangencial, na fase de compressao, considera

| Irc |< pIne = Dpe =0
It¢ = +plye = Dre <0
It¢ = —pInc = Dre 20

Essa lei é estabelecida baseada na lei de Coulomb para o atrito e prevé eventos de
deslizamento reverso. Os impulsos resultantes, dados por essa lei, sao maiores do que os
obtidos por simples integracao das forcas de atrito. Como pode ser visto em Glocker-Pfeiffer
(1996).

Essa lei estd esquematizada na Figura 3.12.

O comportamento tangencial durante a expansao pode ser formulado da mesma forma
como durante a compressao e é isso que faremos nesse modelo. Depois estudaremos um
caso mais geral no modelo de Glocker-Pfeiffer.

Assim, na fase de expansdo, temos

’ ITE |:> DTE :.0
Itg = pIng = Drp <0
Itg = —plyg = Drp >0

Esse modelo usa o terceiro grupo de equagoes.
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Figura 3.12. Graficos das velocidades relativas normal e tangencial

3.5.2 Aplica¢do no caso da barra

As equacgoes obtidas para as fases de compressao e de expansao sao idénticas quando con-
sideramos qualquer uma das duas extremidades.
Para a fase de compressao temos

. 2 .
DNC — 1+3;os GINC’ - 3senn010059 ITC + DNA

. 2 .
DTC —_ —38677’;960801']\[0 4 1+3;9nen HITC + DTA'

e para a fase de expansao temos

. 9 .
DNE — 1+3707:Js QINE _ 3sen7icos€ ITE 4 DNC

: __ —3senfcosf 14-3sen?6 :
Drp = == Ing + ==~ Irp + Drc.
Consideramos
A 1 + 3cos?6 B= 3senbcosh o (O — 1+ 3sen20.
m m m

Na consideracao de atrito usaremos as seguintes leis :
Na fase de compressao

| Irc |< pIne = Dpe =0
Irc = +plne = Dre <0
Itc = —pIne = Drc 20

Na fase de expansao

| Irg |< pIng = Drp =0
Itp = +pIng = Drp <0
Itg = —pIng = Drgp >0
Vamos retomar o exemplo que fornecia acréscimo de energia discutido no modelo de
Kane. Consideramos m =1, L =1,0 =% , Dya = —1 e Dy = 0.6. Assim, A = 2.5,
B=15e(C=25. Logo, % = 0.6. Usaremos p = 1.
Fazendo as contas, obtemos

DTC:07 DNCZO, It =0¢ Inc = 0.4.
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Fase de expansao :
Como p >| % |= 0.6 temos
DTE =0 5 INE = eanNC = 0-4enp 5 DNE = 0-64€np (S ITE = 0.246np.

Temos,

In =Ing + Inc = O.4(6np + 1) e It =Irg+ Irc = 0.246np

Calculando a variacao de energia cinética obtemos

1 . .
T —Ty = 5It(DE +Dy)
Assim,

Tg — Ty = 0.128¢;, — 0.2
Para 0 < e, <1 observamos que Ty — T4 < 0 e assim nao hé acréscimo de energia.

3.5.3 Simulagoes

Consideramos e, =1, 20 =0, 20 =0, yo = 1.2, 90 =0, 0 = 7, 6=0e p = 1. Mostramos
os graficos na Figura 3.13 e a animagado correspondente é mostrada na Figura 3.14. O
intervalo usado foi [0, 0.9].
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1
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0.5
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0 05 170 05 1 0 05 1
(@ (b (@
2 0 11.762
15 2 1176
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1 11748
&
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0 10 11,754
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@ (e &

Figura 3.13. Modelo de Glocker-Pfeiffer (primeiro caso): (a) Deslocamento vertical do centro
de massa (linha verde) e deslocamento horizontal do centro de massa (linha azul);
(b) Velocidade vertical do centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do
centro de massa (linha azul); (¢) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical
da extremidade da esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade
da direita (linha azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia
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Figura 3.14. Animacgdo: Modelo de Glocker-Pfeiffer (primeiro caso) - =1

Consideramos e, = 1, x9p = 0, @9 = 0, yo = 1.2, yo = 0, 6 = 7, 6 = 0 porém
1 = 0.4. Mostramos os graficos na Figura 3.15 e a animacao correspondente na Figura 3.16.
Consideramos o intervalo [0,0.9].

3.6 Modelo de Glocker-Pfeiffer (Segundo Caso)
3.6.1 Introducao

Quando consideramos o modelo de Glocker-Pfeiffer, na secao anterior, consideramos a mes-
ma lei de restituicao tangencial para a fase de expansao e para a fase de compressao. Porém,
Glocker-Pfeiffer propoem um outro modelo levando em conta o que eles chamam de porcoes
reversiveis do impulso tangencial que podem ocorrer, por exemplo, em materiais usados
para fazer superbolas (que serao discutidas mais adiante nesta segdo). Os efeitos causados
pelas porgoes reversiveis do impulso tangencial sao considerados quando deslocamos a car-
acteristica tangencial por uma determinada quantidade, que denotaremos por 2Irg. Esse
valor serd discutido nesta secdao e para obté-lo precisaremos introduzir novos parametros
para a restituicao tangencial.

Os autores consideram que apoés a fase de compressao, certa quantidade do impulso pode
ser armazenado nos corpos como deformacao elastica, e isso pode levar a mudanca da direcao
de deslizamento durante a fase de expansao. Para considerar esse efeito deslocamos o grafico
correspondente ao impulso tangencial da colisao (Drp > 0) para a direita até atravessar o
quadrante positivo. De acordo com a Figura 3.17 e com a Figura 3.18 podemos estabeler a lei
de restituicao na direcao tangencial considerando o armazenamento do impulso tangencial
discutido. O primeiro caso refere-se ao caso de impulso tangencial positivo durante a
compressao e o segundo caso refere-se ao caso de impulso tangencial negativo durante a
compressao.

3.6.2 Caso 1: It¢ >0 e ITg > 0.

Este caso é ilustrado na Figura 3.17.
Nesse caso, temos

—pIng +2I7s < Itp < +ulng
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Figura 3.15. Modelo de Glocker-Pfeiffer (primeiro caso): (a) Deslocamento vertical do centro
de massa (linha verde) e deslocamento horizontal do centro de massa (linha azul);
(b) Velocidade vertical do centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do
centro de massa (linha azul); (c¢) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical
da extremidade da esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade
da direita (linha azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia

Figura 3.16. Animacdo: Modelo de Glocker-Pfeiffer (primeiro caso) - u = 0.4
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Figura 3.17. Velocidades relativas finais normal e tangencial - I7¢ > 0e Ips > 0

ADM j‘f’rg

-
INE Cpiy L

Sve

A
Y

Figura 3.18. Velocidades relativas finais normal e tangencial - I7¢ <0 e Ips <0

Podemos escrever,

—pINg +2Irs < Irp < +plng = Drp =0
Itg = +pIng = Drp <0
Irg = —pIyg + 2Irs = Drp > 0.

3.6.3 Caso 2: ITC S 0e ITS S 0.

Este caso ¢ ilustrado na Figura 3.18.

Nesse caso, temos
—uIng < Itp < +plnp + 2Irs

Podemos escrever,

—pIng <Irp < +plng + 2Irg = Drp =0
Itg = +plng +2Irs = Drp <0
Itg = —plyg = Drp >0

O valor de Irg é dado em Pfeiffer-Glocker(1996) por
2Irg = /,LVINESinal(ITc) + enpetITc , 0< e < 1.

As magnitudes de v e de e; sdo parametros adicionais das colisbes tangenciais que
especificam a quantidade Ipg.
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3.6.4 Aplicagcao no caso da barra

Usamos o terceiro grupo de equagoes
Temos,

Dye = Alye — BIre + Dya
Dre = —Blnc + Clre + Dra

Dng = Alyg — Bre + Dye
Drg = —-BIng+ Clrg + Drc

COII] A= 1+3cos26 B = 3sen00059€c _ 143sen?6
= ==, = .

- m m

Também,

2Irg = ,LLVINESinal(ITc) + enpetITC s v>0, e < 1.

SeITczoeITszo
entao

—pdng + 2rs < Itp < pINg = Drp =0
Itg = pIng = Drp <0
Irg = —plng +2Irs = Drg > 0

Se It <0e Ips <0
entao

—pINg < Irp < pIng +2Irg = Drp =0
Itg = —pIng = Drp =20
Itgp = pINg + 2I7s = Drp <0

3.6.5 Simulacoes

Consideremos a Figura 3.19 que refere-se aepp =1, ¢, =1, v =1, =04 ,20 =0, 29 =0,
=

yo=12,9 =0,0=7,
para o intervalo [0,0.9].

f# = 0. A animagao correspondente é mostrada na Figura 3.20,

3.7 Modelo de Wang e Mason - Baseado no Método de Routh
3.7.1 Introducao

O método de Routh é uma técnica grafica para analisar colisdo com atrito no plano. Wang
e Mason (1992) usaram o método de Routh, a lei de Coulomb para atrito e o coeficiente
de restituicao dado por Newton ou por Poisson para prever o valor do impulso na colisao.
Podemos também usar o método de Routh para distinguir varios tipos de contato, para
identificar casos em que o deslizamento relativo cessa ou reverte e para identificar casos em
que os coeficientes de restituicao de Newton e de Poisson diferem nas suas previsoes.
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Figura 3.19. Modelo de Glocker-Pfeiffer (segundo caso): (a) Deslocamento vertical do centro
de massa (linha verde) e deslocamento horizontal do centro de massa (linha azul);
(b) Velocidade vertical do centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do
centro de massa (linha azul); (c¢) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical
da extremidade da esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade

(e)

&

da direita (linha azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia

3.7.2 Diagrama do processo de colisao

O método empregado por Wang e Mason consiste em analisar os valores de Iy e Iy con-

struindo um processo virtual de colisao.

Construimos o espaco de impulso com eixos coordenados I e Iy e marcamos um ponto
I=(Ir,In). O processo virtual comega com I na origem; isto é, It =0e Iy = 0. O ponto
terminal do processo virtual depende do coeficiente de restituigdo usado. Quando usamos o
coeficiente de restituicao de Newton, o ponto terminal do processo virtual ocorre quando o
ponto I toca a reta de terminacao. Quando usamos o coeficiente de restituicdo de Poisson
o0 o ponto terminal do processo ocorre quando o impulso normal é (1 +e,,),) vezes o valor de
I obtido no fim da fase de compressao; isto é, Inyc. Mostraremos, através de um exemplo
esquematizado na Figura 3.21, como evolui o processo virtual do seu inicio ao seu término.

Usaremos os simbolos

Ad - Reta de Aderéncia

At - Reta de Atrito

T - Reta de Terminacao

e DR - Reta de Deslizamento Reverso

C - Reta de Maxima Compressao
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Figura 3.20. Animagdo: Modelo de Glocker-Pfeiffer (segundo caso)

Essas retas ja foram discutidas na Segdao 2. Lembramos que, tal qual Wang e Mason,
SO iremos tratar, nesta se¢do, do problema graficamente. Depois, na Secao 6, faremos a
discussao analitica completa do problema que justificard inclusive os procedimentos que
apresentaremos agora.

Considerando deslizamento inicial, o impulso aumenta ao longo de uma reta de atrito -
Figura 3.21 (b) satisfazendo a Lei de Coulomb Ir = —usIy, sendo s o sinal da velocidade

inicial de deslizamento Dy 4; isto é, s = ‘gTA| se Dpg # 0.
TA

O ponto I toca a reta de aderéncia (Figura 3.21 (c) e (d) ); isto é, Dy = 0. Para
continuar o processo virtual temos duas possibilidades.

(I) O ponto I segue a reta de aderéncia até o fim do processo; isto é, a velocidade tangencial
relativa continua nula até o fim do processo. (Figura 3.21 (c) ).

(IT) O ponto I atravessa a reta de aderéncia e segue a reta chamada de reta de deslizamento
reverso; isto ¢, quando Dy troca de sinal. (Figura 3.21 (d)).

Para recapitular
1. T se move inicialmente ao longo da reta de atrito

2. Se I tocar a reta de aderéncia, Dy = 0, entao ou I segue a reta de aderéncia ou a reta
de deslizamento reverso.

3. O término da fase de expansao é dado por

e Newton : I toca a reta de terminacao

e Poisson : Iy chega a um valor de (1 + ej,) vezes seu valor na reta de maxima
compressao.
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Figura 3.21. Diagrama do processo de colisao

3.7.3 Modos de contato

Se usarmos o coeficiente de restituicao de Newton temos trés casos a considerar

e A velocidade tangencial relativa permanece com o mesmo sinal durante todo o pro-
cesso (deslizamento progressivo )

e A velocidade tangencial relativa se anula e depois troca de sinal (deslizamento reverso)

e A velocidade tangencial relativa se anula e continua nula até o fim do processo (ad-
eréncia)

Se usarmos o coeficiente de restituicao de Poisson temos os seguintes casos a considerar

A velocidades tangencial relativa permanece com o mesmo sinal durante todo o pro-
cesso (deslizamento progressivo )

A velocidade tangencial relativa troca de sinal na fase de compressao (C-deslizamento
reverso)

A velocidade tangencial relativa se anula na fase de compressao (C-aderéncia)

A velocidade tangencial relativa troca de sinal na fase de expansao (E-deslizamento
reverso)

A velocidade tangencial relativa se anula na fase de expansao (E-aderéncia)

Assim classificamos o que chamamos de modos de contato em : (1) Deslizamento pro-
gressivo, (2) Aderéncia na fase de compressao (C-aderéncia), (3) Aderéncia na fase de
expansao (E-aderéncia), (4) Deslizamento reverso na fase de compressao (C-deslizamento
reverso) e (5) Deslizamento reverso na fase de expansao (E-deslizamento reverso).
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Definimos ps como o coeficiente de atrito critico; isto é, se o coeficiente de atrito for
maior do que ele entao ha aderéncia.

A classificacao depende dos valores do coeficiente de atrito u, coeficiente de atrito critico
s € dos parametros P; e P, dados por

s =| & |

Py = (A+ suB)sDry

Py = (uC + sB)(~Dy.4)

p € o coeficiente de atrito de Coulomb

Para DT 4 7 0 os modos de contato sao resumidos na Tabela 3.2.

> s | <] ps |
Ij>(1+ey)l, Deslizamento | Deslizamento
I, <15 <(1+ey,)l, | E-aderéncia | E-Deslizamento reverso
Ig < 1, C-aderéncia | C-Deslizamento reverso

Tabela 3.2. Classificagdo dos modos de contato

Para o coeficiente de restituicao de Poisson, os impulsos sao dados por :

e Deslizamento progressivo:

Dna
T suly e Iy ( +€n)A—|—s,uB
e (C-aderéncia :
BIN—DTA CDNA+BDTA
IT:?GIN:—(l—Fen) A0 — B?
e E-aderéncia : ) )
BlIn — Dra Dy
Ip=———" ¢ Iyn=—(1 -
T c e Iy ( +e")A+spB
o (C-deslizamento reverso :
I [I QDTA ] 1+e, [ . QSMBDNA]
=3 — e =
T = SBUN B+ suC N A—suB Na B+ suC
e E-deslizamento reverso :
2Dy Dxa
It =sully — ——— Iy =—(1 —_—
T = splIn B+S“C]€ N =—( +en)A—|—s,uB
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sendo

Dra -
s = |Dral 5¢ l,)TA 70
1 se Dpraq=0.

Para o coeficiente de restituicao de Newton os impulsos sao dados por :
e Deslizamento

Dya
r=—suly e Iy = —( +en)A+$,LLB
e Aderéncia (C-aderéncia ou E-aderéncia)

ADra+ (1+ey)DyaB e T BDra+ (1+e,)DyaC
_ N = —

I = AC — B2 AC — B2

e Deslizamento reverso (C-deslizamento reverso ou E-deslizamento reverso)

2Dn A

QS,LLBDTA
B+ suC

1+e,)D
(14 en)Dna+ Bt sl

It = splln — JeIy=- J

A—suB

3.7.4 Aplicacao no caso da barra

Consideramos m; =1e L =1. Temos que A =2.5, B=15,C =2.5¢e us =0.6.
Primeiro caso : Dy = —1 e Dypa = 0 - Colisao direta.

Mostramos o diagrama do processo de colisao na Figura 3.22.

L
v S C
~ L'
-~
-~
-
P -
0.4 P
-~
-
-
-~
-
-
-
_—-0.66 Irp

Figura 3.22. Diagrama do processo de colisao para o caso DNA =—1le DTA =0.6. L

e L' denotam as retas de atrito para u < 0.6 e u > 0.6, respectivamente

Se p < 0.6 ocorrerd deslizamento e a extremidade da barrra tem uma componente
tangencial de velocidade negativa. Se ( u > 0.6) ocorrerd aderéncia e a extremidade da
barra tera uma componente tangencial de velocidade nula.
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a) Caso p > 0.6 - Aderéncia

a.1) Usando Newton

14+e,)(—1)1.5
((;5)2 )_((1')5)2 — 0.375(1 + €n)

Ir = —

Iy = 0.625(1 + ey)

Também,

Dy =25Ip =151y =0
Dy =—-1—15Ir+25Iy =€,

a.2) Usando Poisson

(14 epp)(—1)1.5

Iy = — >~ 0.375(1
T (2.5)2 — (1.5)2 (1+enp)
) (14 eap) (12
1+e —1)2.5
Iy =— i —— = 0.625(1 + ey,)

(2.5)2 — (1.5)
Assim,

Dy =25Ip — 151y =0

DN =-1- 1.5IT + 2.5[]\[ = €Enp

b) Caso p < 0.6 - Deslizamento

b.1) Usando Newton

1+4+e
Ir=—uly e Iv= 55295,

{ Dy = 2.5Ip — 151y = — (e @5ut15)

Dy =—-15I7+25Ix=1+e,

b.2) Usando Poisson

1+ enp
T TN O N S S T ey
DT:2.5IT—1.5IN:_%W

Segundo caso : DNA =—1le DTA = 0.6 - deslizamento reverso.

(3.8)

(3.10)
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Neste caso, temos

Ij=(25+1.5u) e I;=(2.5p—1.5)

Assim,

Se 11 < 4.0 entao I, < Iy, caso contrario I, > Ij.

Se 1 < 0.6 entao temos o caso de F - deslizamento reverso
Se > 0.6 e u < 3.5 temos o caso de E - aderéncia

Se p > 3.5 temos o caso de C - aderéncia

a) Usando Newton

a.1) Caso pu > 0.6 (para Newton, usando E-aderéncia ou C-aderéncia os resultados sao
iguais)

Temos,

2.5 % 0.6+ (1+e,)(—1)(1.5
Ip = 22~ (2?;)(2:1.)5()2 J(L5) _ 3750

Iy = 1.5 x0.6 4+ (1: en)(—1)(2.5) 0.4+ 0.625¢,

a.2) Caso p < 0.6

Temos,

Iv— —1.5—1.5e, — 0.7u — 2.5uey,
N T (15— 2.5) (1.5 + 2.5p)

(1.5 + 2.5u) (1 — e5)
1.5+ 2.50) (1.5 — 2.5)

T

b) Usando Poisson
b.1) Caso p > 0.6

b.1.1) Caso p < 3.5 (E-aderéncia)

1
In=-(1 .
V=t ew)oe s

e
Ir= — 5., —0.94
T =95 y15u 2T oM

b.1.2) Caso > 3.5 (C - aderéncia)

In = 0.4(1 + enp) € Ip = 0.24e,,
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b.2) Caso p < 0.6 (E-deslizamento reverso)

1

IN = (1+€np)m

—1.5—1.8u+2.5u+ 1.5e, + 2.5uey,
(1.542.51)(2.5+ 1.51)
Consideremos p =1, e, = 1 e epp = 1. Mostramos o diagrama do processo de colisao

na Figura 3.23. Ressaltamos que quando usamos o coeficiente de restituicao de Newton o
ponto I esta fora da elipse de energia e assim havera acréscimo de energia.

IT:H

;’ehpse de energia

Iy 4
q .
| Ve Poisson
| oNewlon
A
L1 -
Yogs 02471024 0375 T
\ 7 T
Figura 3.23. Diagrama do processo de colisdo para o caso DNA =—-1le DTA =0.6

3.8 Modelo de Smith
3.8.1 Introducao

O modelo proposto por Smith(1991,1992) usa o coeficiente de restituigdo de Newton e o
impulso tangencial por um tipo de média entre as componentes tangenciais das velocidades
relativas dos instantes pré e pés-colisao. As equacoes usadas sao as do primeiro grupo,

reproduzidas aqui
Dna\ _ [ Wi . N
<D.TA>_<W5“ da wr

DNE - WR; . WN
<DTE >_(W5“ =T ar

. . I
[M](4g — qa) — ( Wy WT)<I;Y>:O
A relagdo dos impulsos, dada por Smith, é dada por

_ | Dra | Dra+ | Drg | Drg
IT = —/LIN - 5 - 2
| Dra |2+ | Drg |
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Dng = —enDpya.

Como podemos perceber devemos resolver equagdes nao-lineares. Chatterjee (1997)
provou que a solucao existe mas ainda estd em aberto se o problema tem solugao unica.
Dessa forma, apenas descrevemos o modelo e nao faremos simulacoes. No apéndice, quando
discutimos o modelo o problema do péndulo duplo, discutido por Kane-Levinson, mostramos
os valores encontrados por Smith para aquele problema.

4 COLISAO DE UMA BOLA COM DUAS PAREDES

A Figura 4.1 ilustra o caso da colisdo de uma bola com duas paredes.

Figura 4.1. Colisdo de uma bola com duas paredes

x
Consideremos o vetor de coordenadas generalizadas dado porq= | ¥y
0
Quando a bola colide com a parede inferior temos
' &
Dy=gy=(010)[ g
0
e
. . i
DT:Q'C—I—RH:(I 0 r) Y
0

Na fase de compressao temos,
Dye gt [ Inc Dya
: =WyM—W .
( Drc > N N\ Ipe )T Dra

{ l?NC = %INCQL Dya ‘
Drc = (4 5)Irc + Dra

Assim,
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Na colis@o com a parede superior temos

Dy=-g=(0 -1 0)

&
DT:—;t+r9:(—1 0 r) y
0

Na fase de compressao temos,
D¢ 1yt [ Inc Dya
. =WyM—W .
< Drc > N N Ipe ) F Dya

{ DNC = %INc;r Dna .
Dre = (5 + 5)Irc + Dra

Assim,

Analogamente, na fase de expansao, para as duas paredes, temos

{ I?NE = %INE;‘ Dne '
Drp = (4 + 5)Ire + Dro

m

As velocidades finais do centro de massa sao mostradas a seguir.
Na parede inferior temos

ip=ds+ I

JE =94+ mIn

Op =04+ 517

Na parede superior temos

. . 1
tp=124— A7
. . 1

YE =YA — 7IN

QEZQA-I-%IT

4.1 Simulacgoes

Desejamos comparar os resultados da bola colidindo com as duas paredes para os dois
modelos apresentados (Wang-Mason e Glocker-Pfeiffer).

Usamos os seguintes parametros e as seguintes condigoes iniciais : m = 1, g = 0,
0p=0,9g=0,20=0,d0=1,90=09,90=—-1,ep=1,h=101, p=1er=0.1.

Comecamos com o modelo de Wang-Mason e mostramos o grafico da trajetéria do centro
de massa na Figura 4.2.

Considerando o modelo de Glocker-Pfeiffer e usando e; =0 e v = 0 temos o comporta-
mento mostrado na Figura 4.3.

Nos dois casos os graficos sao iguais.

Porém se usarmos e = 1 e v = 1 teremos o comportamento mostrado na Figura 4.5.
Isto é , o caso em que aparecem os impulsos tangenciais reversiveis alterando a trajetéria da
bola, chamado de comportamento de superbola. Chamamos de comportamento superbola



161

Modelagem e simulag@o de colisées planas entre corpos rigidos
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modelo de Wang-Mason
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0.4

A
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[} ]
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Figura 4.2. Trajetéria do centro de massa :

0e
formado pela

1.8

16

7

4 no cone
1 e v =1 na Figura 4.7.

1.4
, est

oria

7

1.2

0.8
Desl. Horiz. do T (rm)

06
em algum ramo da trajet

0.4

)

0.2
0 e v =0 na Figura 4.6 e o caso e;

Trajetoria do centro de massa: modelo de Glocker-Pfeiffer, e;

Figura 4.3.
Desejamos comparar os graficos das velocidades angulares para os casos apresentados.

A Figura 4.4 ilustra esse fato.
Mostramos o caso e;

velocidade pré-colisao e a normal a parede.

quando a velocidade da bola
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Figura 4.6. Velocidade angular: modelo de Glocker-Pfeiffer, e
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Welocidade angular (rad/s)
I n o m
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&
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0

Figura 4.7. Velocidade angular: modelo de Glocker-Pfeiffer, e, =1 ev =1
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5 UM NOVO MODELO DE COLISAO: MODELO C-S

5.1 Introducao

Analisando os modelos apresentados propomos um modelo sistematico que tenta englobar os
modelo anteriores como casos particulares. A Tabela 5.1 mostra a quantidade de parametros

usados por cada um dos modelos.
Modelo Coef. Coef. Coef. Coef. Total
Rest. Norm. | Rest. Tang. | Atrito | Momento
Newton 1 0 0 0 1
Kane-Levinson 1 0 1 0 2
Wang-Mason 1 0 1 0 2
Brach 1 1 0 1 3
Glocker-Pfeiffer 1 2 1 0 4
C-S 1 2 1 2 6

Tabela 5.1. Quantidade de pardmetros dos modelos

O modelo C-S considera as equagoes do quarto grupo, usa o coeficiente de restituicao
de Poisson, a lei de atrito de Coulomb (para os impulsos) e dois coeficientes de momento.

5.2 Equagoes Basicas

Fase de compressao

Inc

[M](4c —aqa) = ( Wy Wz Wy )| Irc
Tyc

Dnc Wi Dna
Dro | =| Wi |(d4c—daa)+ | Dra
Dyc Wy Dya

(5.1)

(5.2)
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| Irc |< pIne = Dpo =0
Irc = pIne = Dre <0
Irc = —pIne = Dre 2 0

Usamos,
emclpc = —(1 + emC)jDGC

J1J2

sendo J = g

Fase de expansao

Ing

M)(qe —ac)=( Wy Wr Wy )| Irg
Iyg

DNE Wg\, DNC
Drp | =| W7 | (ap—dac)+ | Drc
Dyp Wy Dy

Usamos,

emglyp = —(1 + emE)ngE

1
Iprg = §[MVINEsinal(ITc) +eneldre] , 0<v, e <1

Se Itc >0; Its > 0= —pulyg +2Irs < Itg < pIng

—pINg + 2175 < Irp < pInp = Drg =0
Itg =+pIng = Drp <0
Itg = —plyg + 2Irs = Drp >0

Se Itc <0; Its 0= —pulyg < Irp < pIng + 2I1s

—pIng <Irp < pIng +2I7s = Drp=0
Itg = +plng +2Irs = Drep <0
Itg = —plyg = Drp >0

Usamos o coeficiente de restituicao de Poisson

INE = enplne

(5.7)

(5.8)

(5.9)
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5.2.1 Casos particulares

Este modelo engloba (ou quase) alguns modelos tratados nesta tese. Mostramos a seguir

alguns casos particulares.

Se
emc = emE = —1
es=v=>0
p=20

entao chegamos ao modelo de Newton (sem atrito).
Se

en’LC’:emE:_1
et =v=0>0

entao chegamos ao modelo de Wang-Mason, no caso do coeficiente de restituicao de Poisson.

Se

{emczemE:emet:V:O

entao chegamos a um caso similar ao modelo de Brach.
Se

{ emC = emp = —1

entao chegamos ao modelo de Glocker-Pfeiffer.

5.2.2 Aplicacao no caso da barra
Primeiro consideraremos o caso em que ey # —1 € epe # —1
Para a extremidade da esquerda temos
L . L. . x
DN:y—586n9:>DN:y—§90089:(0 1 —50059) Yy
0

Wi

L . L. . x
Dy =z — 50039 = Dr =12+ 5986%9 = ( 1 0 5send ) Y
0

Wi

. . jj
Dy=—0=Dyg=—0=(0 0 1) ¢
N— 9

Wi

Assim,
Iy %IT
[M_l]( Wy Wi Wy ) Iy = EIN

Iy —%INCOSH + %ITsenQ — %Ig
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Logo,
ip—da= LIy
g — 94 = wIy
O —04 = —2L—JIN0036?+ %ITsenH — %[9.

Para a extremidade da direita temos

L . L.
DN:y+§sen9:>DN=y'+§96059:(0 1 %0059)

Wi

2

L ) L. x

DT::U—FEcosHjDT:i"—EHsenG:( 1 0 —Lsenﬁ) Y
. . i
Dy=0=Dp=—6=(00 1)y

Wi
Assim,
Iy Lir
MY (W W W) | I | =] L1y
Iy s7INncost — %ITsenG + %Ig
Logo,

ip—da= LI
JE —9a = 51N
O — 04 = %INCOSG — %ITsenG + %I@.

Usamos It = Itc+ Irg e In = Inc + INE.

2
% + 4L—J60529
4L—Jsen90089
1 L2202
w + g7sen 0
?0039

ﬁsenﬁ

HoQ W~
I

Temos, na fase de compressao

D¢ = Alne — Blpe + Dlge + Dy a
Drc = —Blyc + Clrc — Elpc + Dra
Doc = DIyc — Elrc + +1pc + Dya
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e na fase de expansao

Dyg = Alyg — Blpg + Dlgg + Dye
Drgp = —BIng + Clrg — Elgp + Drc
Dop = DINg — Elrg + $1gg + Doc

Temos,
INg = enplne
e
1+eme)d
Iy = gsﬁc
me
1+emg)J -
1y = L0
emeg
Usaremos,
emg
Dyo = 1,
oC 831 T eme oC
e
. empg
Dop = 1,
0E = 547 Y emp 0F

Assim, escrevemos, na fase de compressao

Alyc — Blrg + Dl = DNC — DNA
—BInc + Clrc — Elpc = Dre — Dra
DiInc — Elrc + Filgc = —Dga

Usamos Fy = % _ %

Na fase de expansao temos

Alyg — Blrg + DIjg = Dyg — Dye
—BIyg + Clrg — Elpp = Drg — Drc
DINg — Elrg + Folpp = —Dyc

sasaemp
l4+empg °

Usamos F} = % —

5.2.3 Simulacoes

Usaremos para todas as situagoes : 29 = 0, 29 = 0, yo = 1.2, 9o =0, 6 = 7, 6=0.

Na Figura 5.1 consideramos e, =1, ¢, =0, v =0, u =0, eype = —1 € e = —1.

Este caso se reduz ao modelo de Newton (sem atrito).

Mostramos as animagodes desse caso na Figura 5.2.

Agora consideramos e, =1, ¢, =0, v =0, u =0, ;e = 0.5 € e = 0.5. Mostramos os
graficos na Figura 5.3.

Mostramos as animagoes desse caso na Figura 5.4.
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Figura 5.1. Modelo C-S: (a) Deslocamento vertical do centro de massa (linha verde) e deslo-
camento horizontal do centro de massa (linha azul); (b) Velocidade vertical do
centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do centro de massa (linha
azul); (c) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical da extremidade da
esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade da direita (linha
azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia

Figura 5.2. Animacdo: Modelo C-S
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Figura 5.3. Modelo C-S: (a) Deslocamento vertical do centro de massa (linha verde) e deslo-
camento horizontal do centro de massa (linha azul); (b) Velocidade vertical do
centro de massa (linha verde) e velocidade horizontal do centro de massa (linha
azul); (c) Deslocamento angular; (d) Deslocamento vertical da extremidade da
esquerda (linha verde) e deslocamento vertical da extremidade da direita (linha
azul); (e) Velocidade angular; (f) Energia

Figura 5.4. Animacgdo: Modelo C-S
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5.2.4 Aplicagao no caso da colisdéo de uma bola

Nesse caso temos para a parede inferior

Dya=9a
DTA = i;} + 104
Do = —04

Tp =T+ %IT
Jg = ya+ N

Op =04+ ZIr — 1y

e para a parede superior

Dya=—ja
Dpa=—2a+1r0as
Dgs = —04

5.2.5 Simulacoes

Consideramos m = 1, 6y = 0, 6y = 0,9g=0,20=0,20=1,9 =09, 9 =—-1,e, =1,
h=101,u=1er=0.1.

No primeiro caso usaremos €, = —1 e e, = —1. Temos, assim,0 modelo de Glocker-
Pfeiffer. Consideramos e¢; = 0 e v = 0. Mostramos a trajetéria do centro de massa na
Figura 5.5.
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Figura 5.5. Modelo C-S para e¢pe = —1 ,eme =—1,e,=0ev =0

Fazemos e, = —1 e e;pe = —1, mas e, = 1 e v = 1 e mostramos a trajetéria do centro
de massa na Figura 5.6.
Fazemos e, = —1 e ee = —0.5, mas ¢, = 1 e v = 1 e mostramos o grafico na

Figura 5.7. Observamos nesse caso um comportamento que nao pode ser obtido usando o

modelo de Glocker-Pfeiffer.



171

Modelagem e simulagdo de colisGes planas entre corpos rigidos

'
'
[Rp—

Lo ___-_L

'
4

[

R

R S

'
'
'
'
|
|
|
'
'
'
'
!

w

o

05F-----

(W) W op pap s

0.3p----f-

1.2

0.6 0.a

0.4

0.2

0.2

Desl. Horiz. do Ch ()

lev=1

Figura 5.6. Modelo C-S para e, = —1 , eme = —1, €

J

[ R

R

[FRNSURT S R

R N

D e e e R e et Bl

08HY-----

07k-&---

)y

[

0
0

TR TERAREEN]

38

245

15

0.a

Desl. Haoriz. do CM ()

lev=1

Figura 5.7. Modelo C-S para e = —1 , eme = —0.5, e

6 VALIDACAO DE MODELOS DE COLISAO

tros,

tros constantes,

’

aqui usam no mMAaximo seis parame

devem ser realistas e suficientemente simples para serem calculados em tempo real.

A dinamica de uma colisdo é um processo complicado, por outro lado, modelos de pre-
visao

Pela Tabela 5.1 vemos que os modelos descritos

6.1 Introdugao

S OS parame

além dos parametros de geometria. Além disso, consideramo

independentes da dinamica.
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A principio o otimismo pode parecer exagerado. Mostraremos que nao pois, dentro de
certas condigoes, os modelos que tratamos aqui sao realistas.

6.2 Colisao de Barras

Para discutir a parte experimental de colisao de barras vamos utilizar os resultados experi-
mentais obtidos por Soianovici e Humurzlu (1996). Para estudar a colisdo de barras rigidas
contra um anteparo fixo eles construiram o dispositivo mostrado na Figura 6.1.

Ajuste da .
altura Angulo de

Suporte

L. Fonte
Magnético de
paténcia
Escala em Y
graus
Aparelho |a
HP .
L ]
Angulo de
ajuste da “. Cdmera
superficie 7

Gravador

de videa de
alta
Computador velacidade

[}

Figura 6.1. Dispositivo experimental

A colisao foi criada permitindo a queda de barras de aco a partir de uma distancia
vertical sobre um bloco de ferro macico. O dispositivo foi construido de modo a permitir a
variagao da orientagao e da velocidade da barra no momento pré-colisao de forma controlada
e repetida. Um sistema de video de alta velocidade foi usado para capturar os dados
cinematicos. O tempo de contato entre a barra e a superficie foi medido através de um
circuito elétrico.

Eles propuseram um fator de esbeltez para caracterizar a classe de problemas de colisao
em que o coeficiente de restituicdo é invariante com o angulo de inclinagdo. Esse fator
depende do comprimento e do didmetro da barra e é dado por

’de—p
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Sendo v o fator de esbeltez, L o comprimento da barra e d o didmetro da barra. P
é constante e vale 1.3815. Considerando que a teoria de corpos rigidos possa ser aplicada
quando dez por cento da variacao do coeficiente de restituicao é considerada eles chegaram
a conclusao da faixa do coeficiente de esbeltez que pode ser usada. Essa faixa é dada por

— —0.3815

Considerando uma barra de L = 63.5 mm e didmetro d = 12.7 mm encontramos vy =
26.45 m 93815 Uma barra com essas dimensoes foi usada.

Mostramos na Figura 6.2 o grafico do comprimento L em termos dos didmetro d, em
escala logaritimica, permitindo obter o coeficiente de esbeltez.

Na Figura 6.3 é mostrado o grafico do coeficiente de restituicao e, em termos do dngulo
0 para uma barra L = 63.5 mm e diametro d = 12.7 mm.

I:I.'EI___II!1]IITrFIII |
] In(L) = In(¥) + p In(d) _,f

|
-1.2 -+
-

S -16 /

E A H
-2.0 1t
-2.4 M1 # TH
-2.8 _J/‘ | 41 11l

-4.5 -4.0 -3.5 =3.0
ln(d)

Figura 6.2. Fator de esbeltez
A partir desses experimentos eles concluiram que

e A teoria de corpos rigidos, usando o coeficiente de restituicao tal como dado por
Newton, tem uma aplicabilidade limitada até mesmo para materiais altamente rigidos
e baixas velocidades.

e A teoria de Coulomb continua vélida para a superficie de contato durante a colisdo

O coeficiente de restituicao nao depende apenas de propriedades locais de contato.
Eles observaram que quando a barra tem um fator de esbeltez baixo, o coeficiente de
restituicdo nao muda quando trocamos a orientacao da barra. Assim, o coeficiente
depende das deformacgoes locais, das propriedades globais da barra, das propriedades
do material da barra e das condi¢oes da dinamica durante o colisao.

e O primeiro mecanismo que causa perda de energia é o das deformacoes locais na
vizinhanca do ponto de contato e a dissipagao de energia para a superficie externa.
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Figura 6.3. Coeficiente de restituicdo obtido experimentalmente com L = 63.5 mm
ed=127mm

Porém, um segundo e importante fator sao as vibracoes internas da barra induzidas
pelo colisao. As teorias de corpos rigidos ndo levam em conta as vibracoes internas.

e Observaram também que uma colisao pode ser visualmente percebida como um pro-
cesso em que dois corpos, inicialmente separados, entram em contato, assim per-
manecem durante um processo de deformacao complicado por um tempo pequeno e
depois se separam. Pode, na verdade, ser um processo em que o contato é intermi-
tente; isto é, existe uma seqiiéncia de intervalos de contato intercalada por outra de
intervalos de separagdo. Em Timoshenko (1937) temos a discussao de um problema
elastico unidimensional que ajuda a que se perceba a dificuldade do problema.

e Um método alternativo que evita o uso do coeficiente de restituicao é usar modelos
discretos. Modelos continuos baseados em andlise modal e modelos de elementos
finitos podem também ser considerados.

A partir dos dados experimentais obtidos nesse artigo, Catherine Cholet (1998) faz uma
adaptacao do modelo discutido em sua tese (modelo de Frémond (1995)). Ela mostrou que
se uma analise da dinamica for feita de modo a redefinir o coeficiente de restituicao entao
a faixa de validade do modelo é ampliada. Esse resultado sugere que os modelos de colisao
podem ser bastante melhorados se uma andlise tedrica mais fina for feita.

Considerando o impulso na direcao normal do modelo de Frémond para p = 2 e com-
parando com coeficiente de restituicao de Newton chegamos a equagao

IN = mCN(Q)(DNE + DNA)
sendo

r? 1+ en(0)
2 + cos?01 —en(0)

Cw(9) = (6.1)

Com r =1/5.
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Figura 6.4. Graficos de e, e de C,, obtidos experimentalmente

Mostramos na Figura 6.4 e na Figura 6.5 os graficos de e, e de Cy em fungao do angulo
0 para varios comprimentos de barra. No lado esquerdo mostramos os valores obtidos por
Soianovici e Humurzlu (1996) e no lado direito os valores de C), obtidos pela Eq. 6.1.
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Figura 6.5. Gréficos de e, e de (), obtidos experimentalmente

Cathérine observou que para todos os comprimentos de barras foi obtido o mesmo
comportamento do coeficiente Cy em funcao do angulo 6, diferentemente do coeficiente de

restituicao ey,.
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6.3 Colisao de Discos

Para determinar o comportamento da colisao de discos de aco, Catherine Cholet (1998)
realizou 280 experiéncias. Os resultados foram interpretados a partir do modelo a trés
coeficientes proposto por Walton(1992). Esse modelo depende de trés coeficientes: um
coeficiente de restituigdo normal (e;,), um coeficiente de restituicdo tangencial (e;) e um
coeficiente de atrito (u).

O coeficiente de restituicao normal e, é dado como a definicdo de Newton; isto é,

Dng = —enDna

Os impulsos normais e tangenciais sao relacionados pela lei de Coulomb; isto é,

| I7 |< pln

O coeficiente de restituicao tangencial e; permite modelar a restituicao de uma parte
da energia armazenado no curso das deformagoes tangenciais e traduz os fendmenos de
aderéncia e deslizamento. Temos,

Drg = —eDry

com —1 <e <1.

O modelo a trés coeficientes pode ser expresso dentro do modelo de Frémond. As leis
de comportamento sao expressas por:

Na parte normal temos

1+e,
1—e,

I]%(DNE—FDNA):WL (DNE+DNA)

e para a parte tangencial

It = Fr(Drg + Dra, Dyg 4+ Dy a)

sendo

Dra+D
_MIN TAtDTE

- caso contrario
|Dra+DrEg|

{ %itgi(DTA + DrE), | It |< ply
Fr = :

Catherine Cholet (1998) montou um dispositivo formado de duas placas de vidro de
28 cm de altura e 50 cm de largura, espagadas de 1cm, e presas a um bloco de marmore
macigo. Os discos foram largados de diversas alturas permitindo assim obter vérias veloci-
dades pré-colisao. Os discos tinham 1 c¢m de raio e massa de 4.87 g.

Ela observou que o coeficiente de restituicao normal nao decresceu de maneira significa-
tiva em fungao da velocidade normal pré-colisdo que variou entre 0.17m/s e 3.19m/s. O
coeficiente de restituicao normal foi obtido com valor aproximadamente igual a e, = 0.93 e

coeficiente ky = ﬁ =0.13.
NA NE

O coeficiente de atrito foi obtido a partir dos impulsos normais e tangenciais e seu valor
encontrado foi

1= 0.20 % 0.05.

O coeficiente de restituicio tangencial teve valor igual e; = 0.45+0.15 e k; = 4.3 x 1073,
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6.4 Controle de Trajetoria de um Disco Usado no Jogo de Hockey

Chad B. Partridge e Mark W. Spong(1999) estudaram o problema de controlar a trajetéria
de um disco de borracha usado no jogo de Hockey sujeito a colisoes intermitentes. As colisoes
foram modeladas usando o método de de Routh, usando o desenvolvimento de Wang-Mason
(1992). Usando esse modelo eles encontraram um mapeamento entre as velocidades pré-
colis@o e pds-colisao do disco. Mostraram que esse mapeamento ¢ descontinuo e separa o
espago de velocidades do disco em regioes determiadas pelo término ou nao do deslizamento
relativo durante a colisao. Essa descontinuidade depende da velocidade relativa dos objetos
pré-colisao e dos coeficientes de restituicao e de atrito.

Eles apresentaram resultados do planejamento das trajetorias do disco e controle do
disco através das colisdes com um bastao. Esse é basicamento o problema de inverter o ma-
peamento entre as velocidades pré-colisao e pds-colisao. Os resultados obtidos confirmaram
a nocao intuitiva que um grande coeficiente de atrito entre o bastao e o disco e entre o disco
e o solo favorece o controle do movimento do disco através das colisoes.

Esse problema, conhecido como problema de Manipulacdo Impulsiva, que é o de con-
trolar trajetérias de objetos fisicos através de colisoes, tem muitas aplicagoes em robdtica
e no estudo de locomocao. Por exemplo, a andalise do movimento humano indica que para
regular visulamente o comprimento do passo na corrida em terreno irregulares primeiro é
feito o ajuste do impulso vertical do solo para cada passo.

O coeficiente de restituicao normal e, e o coeficiente de atrito p foram determinados
experimentalmente e tiveram valores médios de 0.855 e 0.236 respectivamente.

7 O PROGRAMA COLISAO
7.1 Introducao

Nesta se¢ao tratamos do programa Colisdo que estd sendo desenvolvido tendo como prin-
cipal objetivo simular a dindmica de sistemas com colisoes e que foi usado para simular os
modelos apresentados nesta tese. O programa foi desenvolvido usando o MATLAB e conta
com uma interface grafica amigdvel. E permitido que a partir de uma lista de modelos
seja escolhido um e para cada modelo podemos modificar parametros e obter graficos de
deslocamento do centro de massa, velocidade do centro de massa, deslocamento angular,
velocidade angular e energia. Além disso, para cada modelo hd a possibilidade de ani-
macao. O programa trata da colisao de uma barra rigida com uma barreira fixa, da colisao
de uma bola contra duas paredes e da colisao de trés moedas. Ha trés outros casos, tratados
também pelo programa, mas de menor importancia. Esses trés casos foram os primeiros
casos implementados. Sao eles : colisao unidimensional entre duas massas, colisao de uma
barra rigida, fixa em um ponto, com um anteparo e colisao de um péndulo, dentro de uma
caixa, com as paredes da caixa, ambos em movimento.

O programa estd num estigio intermediario. Do modo como foi construido, permite
que mais problemas possam ser agregados. Como exemplo, o proximo objetivo é colocar o
caso do péndulo duplo em colisdo com o solo como o estudado por Kane (1984). Queremos
também testar outros tipos de integradores, tentar diminuir o tempo de execugao, colocar
outros graficos que também possam ser interessantes como os valores dos impulsos em cada
colisdo, tragado da elipse de energia em cada processo virtual de colisao e assim por diante.

Decidimos tratar inicialmente de colisdes planas pois assim teriamos mais facilidade de
resolver alguns problemas relacionados & programacao, tais como o pisca-pisca (flickering)
que consiste nas animacoes ficarem piscando na tela, problemas de armazenamento de
varidveis e adaptagao a nova versao do MATLAB. Com esses problemas equacionados temos
uma, plataforma bésica montada e podemos pensar em crescer.

O programa, no seu estagio atual, serd discutido no decorrer desta Secao.
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7.2 Apresentacao do Programa

Na Figura 7.1 mostramos a tela inicial do programa e na Figura 7.2 a tela com a lista dos
modelos de colisao considerados.

¥ Colisdo =1 B3

Modelos de Colizdo  Ajuda

Colis&o - Simulacéo de Problemas

Figura 7.1. Tela inicial do programa Colisdo

#Colisgo M= E3
Modelos de ColisBn Ajuda

Entre Duas massas pontuais ...
Barra Rigida com anteparo ...
Péndulo Simples dentro de uma caisa ...

Barra Rigida com o zola Modelo de Mewtan [zem atrita] ..
Bola com o zolo 3 Modelo de Kane-Levinzon...
Caszo das Trés Moedas 3 Modelo de Glocker-Pfeiffer [zimpleg] ...

Modelo de Brach ...

Modelo de ‘Wang-tason - Uzando Mewton ...
Sair Chrl+0) todelo de W ang-tazon - Usando Poizszon ...
Modelo de Glocker-Pfeiffer [completa] ..
Modelo Proposta

COIiSéO = Slmu Modelo de Frémond sem atrito ...

Modelo de Chateriee : lei de colisdo |

Irnprirnir Cel+l

Figura 7.2. Tela com a lista dos modelos
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Na Figura 7.3 mostramos a tela inicial de um dos modelos, que tem a mesma forma das
telas de outros modelos, variando apenas os parametros e na Figura 7.4 a tela do mesmo
modelo com a lista de opgoes (graficos e animacao).

# Parametios - Barra Rigida com o solo, modelo Proposto

Figura 7.3. Tela inicial de um dos modelos

# Parametroz - Bamma Rigida com o zolo. modelo Proposto

Figura 7.4. Tela do modelo com as opgdes de graficos e animagao

Mostramos na Figura 7.5 um exemplo de tela dos graficos, no caso é o gréafico do
deslocamento das extremidades.

Mostramos na Figura 7.6 a tela da opgao animacao.
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7.3 Discussao do Programa

Nesta secao discutiremos o contéudo do programa assim como as dificuldades para para a
sua construcao.

Como dissemos hé trés problemas principais discutidos no programa : colisdo de uma
barra rigida chocando-se contra uma barreira fixa, colisao de uma bola contra duas paredes e
colisao de trés moedas. Apds termos conseguido criar uma formulacao tinica para a resolugao
dos problemas de colisdo comecamos a implementar essa formulagdo no programa.

Discutiremos primeiro o problema da barra rigida chocando-se contra uma barreira fixa.

Para cada modelo simulamos a dindmica do sistema. Para descobrir se ha colisao,
monitoramos a variavel D até verificarmos a condicao Dy = 0. Nesse instante, conhecendo
os valores de 4, [M] e [IW] queremos encontrar qg. Sabemos que qg = q4. Apds o célculo
de dg de acordo com o modelo usado, devemos resolver novamente a equacao diferencial da
dinadmica do sistema (sem colisoes) usando esse valor de g achado para as novas condigoes
iniciais do problema.

Para o desenvolvimento do programa usamos a funcdo ODE23 do MATLAB que uti-
liza as férmulas de Runge-Kutta de segunda e terceira ordens. Um dos nossos préximos
objetivos é testar outros integradores, como exemplo o ODE45 que utiliza as férmulas de
Runge-Kutta de quarta e quinta ordens. A fungdo ODE23 fornece como resposta uma
matriz, no nosso caso (n,6), em que cada coluna corresponde aos valores de uma coorde-
nada generalizada ou da sua derivada. A primeira e a segunda colunas correspondem ao
deslocamento horizontal e a velocidade horizontal do centro de massa ( x e &), a terceira e
a quarta colunas correspondem ao deslocamento vertical e a velocidade vertical do centro
de massa (y e y) e a quinta e a sexta colunas correspondem ao deslocamento angular e a
velocidade angular da barra (0 e ).

Com a matriz obtida como resposta verificamos a partir de que posigao (dos vetores)
a condicao de distancia normal relativa em cada ponto de contato é menor ou igual a
zero (Dn < 0). Pela teoria deveriamos considerar apenas distancia normal relativa igual
a zero porém, como estamos trabalhando com variaveis discretas devemos estipular uma
determinada tolerancia para o passo de integracao. Quanto menor for o passo escolhido
maior serd a precisao, porém maior também o tempo de execucao do programa. Dessa forma
consideramos que quando a distancia normal relativa for menor ou igual a zero houve colisao.
Os valores das variaveis (deslocamento horizontal do centro de massa, velocidade horizontal
do centro de massa,. . . ) considerados como pré-colisao sao os valores nas posigoes dos
vetores correspondentes ao instante anterior em que a velocidade normal relativa é menor ou
igual a zero. Criamos uma nova matriz e guardamos os valores correspondentes a dindmica,
até o momento da colisdo, nessa nova matriz. A cada colisdo, os valores obtidos da dinamica
(antes da colis@o) até a colisdo sao guardados, em sequéncia, nessa matriz que ao final do
programa conterd todo o resultado da dinamica do sistema.

Apés obtermos q4 e ¢4 para cada colisdo, queremos encontrar qg. Lembramos que qg
é igual a q4.

Para cada modelo encontramos o valor de qg; isto é, os valores de ©g, yg € 0. Esse
valores, junto com os valores de zg, yg e 0 sao os valores usados como novas condicoes
iniciais para resolver a equacao diferencial da dinamica do sistema.

Como ja dissemos, ao final do programa temos uma matriz contendo todos os valores
obtidos da dinamica do sistema. Para os graficos usamos os valores da matriz.

O MATLAB néo tem pacote especifico para animagao e assim tivemos que criar os
algoritmos para animar os problemas. No caso da barra, unimos os pontos correspondentes
as extremidades da barra em cada instante considerado. Para cada um desses instantes
mostramos a barra e apagamos a anterior. O tempo de espera entre apagar uma posicao e
mostrar a outra é decidido dentro do programa. Podemos decidir a velocidade da animacao;
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isto é, se queremos mais lenta ou mais rapida. Tivemos a preocupacao de diminuir o pisca-
pisca ('flickering’) da tela quando fazemos a animacao, para isso, usamos algumas fungoes
disponiveis no MATLAB e alguns artificios nao serdo discutidos aqui.

O caso da colisao da bola contra duas paredes foi construido de forma andloga pois
também havia apenas um ponto de contato.

No caso das trés moedas o problema é um pouco diferente pois ha dois pontos de colisao
e a nossa maior preocupacao na implementacao foi a animacao, pois em alguns casos a
colisao ocorre simultaneamente em dois pontos e queremos conseguir isso na animagao.

Além de todas as preocupagdes ja citadas para a construcdo do programa em certos
modelos tivemos que separar os programas em sub-programas, devido a sua complexidade.
Essa preocupacao, entretanto, acarreta novos problemas, tais como tomar cuidado com
as variaveis a serem usadas pelos mesmos sub-programas de modo a nao sobrecarregar a
memoria. OQutros problemas tais como escolher a melhor forma de apresentar os graficos,
escolher as cores e as escalas, escolher a disposi¢ao das caixas de didlogos consomem tempo.

Decididamente construir um programa desse porte nao é uma tarefa simples porém o
resultado compensa. A estrutura dos modelos ficou bem melhor entendida assim como
algumas duvidas foram sanadas. A possibilidade de se implementar uma anélise visual dos
problemas de aderéncia, deslizamento progressivo e deslizamento reverso foi uma grande
contribuicao do programa.

Ter um programa construido desta forma permite que se faga um estudo de parametros,
que ilustraremos na secao a seguir.

Uma das vantagens da construcao de um programa de simulagdo usando uma interface
grafica é que podemos variar parametros dos modelos e comparar resultados a partir dessas
variagoes. Mostramos nessa secao alguns dos resultados obtidos a partir de variagoes de
alguns destes parametros. Como o modelo proposto é uma forma de generalizacao de alguns
dos modelos discutidos, usaremos o modelo proposto e os casos particulares para tratar das
variagoes desses parametros.

8 CONCLUSOES

O objetivo foi estudar colisoes de corpos rigidos considerando que a colisdao é instantanea. A
medida que iamos lendo a literatura ficava claro que faltava um trabalho de sintese, mesmo
no caso de colises planas. A relacdo entre os diferentes modelos da literatura nao era clara
e os livros disponiveis, ao nosso ver, nao ajudavam em nada no esclarecimento. Decidi-
mos entao centrar o trabalho no estudo de colisoes planas e fazer um estudo comparativo
dos modelos, alguns deles que datam do século XVII e outros desenvolvidos apds 1984.
Fizemos um estudo sistematico que conduziu a formulacao do modelo C-S que generaliza
véarios dos modelos da literatura e, dessa forma, permite compara-los. Foi também nos-
sa preocupacao discutir exemplos simples que apresentassem apenas os aspectos essenciais
dos fenomenos em discussao e nao casos bizarros cuja complexidade impedia o reconhec-
imento dos fatos basicos. Fizemos, também, comparacoes dos modelos mostrando como
suas previsoes diferiam quando tratamos do mesmo problema. Procuramos usar todas as
ferramentas disponiveis que pudessem iluminar o problema de colisGes: o tratamento dos
exemplos simples ja mencionados, simulagoes através de um programa por nés desenvolvido
e que pode auxiliar na criacao de novos modelos e o estudo matematico das solugoes.

Ja que nao fizemos experimentos procuramos na literatura resultados que validassem os
modelos tratados e consideramos que os resultados aqui discutidos mostram que os modelos
sao de fato uteis para simulacao do processo de colisao em tempo real. Podemos aplicar
esses resultados em Robdtica, em problemas de dindmica onde h& folgas que ocasionam
colisoes e contato, etc.



184 E.L. Cataldo Ferreira e R. Sampaio

Apesar dos avancos que julgamos ter feito, muito mais fica ainda por fazer, mesmo
no caso do problema plano, como por exemplo, tratar do caso com mais de um ponto de
colisao. O caso de colisoes multi-corpos apresenta também uma problemética bem diferente
que requer novos métodos de andlise. O caso tridimensional é uma questao aberta e é um
desafio para trabalhos futuros.

Finalmente consideramos que o trabalho feito é didatico e pode ser usado como texto
para o estudo de colisoes planas.

Lista de Simbolos

indice A indica pré-colisao

indice C indica fim da fase de compressao

indice E indica fim da fase de expansao ou pds-colisao
Dy Velocidade normal relativa

Dr Velocidade tangencial relativa

Dy Velocidade angular relativa

D(V) Taxa de deformacao

Iy Impulso normal

Ir Impulso tangencial

Iy Impulso angular

[M] Matriz de massa

[Mp] Matriz local de massa

t Simbolo de transposicao

m Massa do corpo

L Comprimento da barra

T Abcissa do centro de massa do corpo

Y Ordenada do centro de massa do corpo

0 Orientagao do corpo

q Vetor de coordenadas generalizadas

én Coeficiente de restituicdo normal de Newton
Enp Coeficiente de restituicao normal de Poisson
ey Coeficiente de restituicdo normal de Beghin-Boulanger
et Coeficiente de restituicao tangencial

m Coeficiente de atrito

140 Coeficiente de atrito estatico

Ihs Coeficiente de atrito critico

€m, EmC € EmE
r

Coeficientes de momento
Forga de colisao generalizada

R Forga de reagdo na colisao
(W] Matriz relacionando r com R
Wy e Wr Colunas da matriz [W]
(N,T) Base de colisao
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