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INTRODUCCION

La utilizacién de materiales compuestos laminados en estructuras es creciente en
todos los ambitos de la ingenieria. El cdlculo de esas estructuras requiere tener en
cuenta las caracteristicas de dichos materiales, tanto en cuanto a sus propiedades
mecanicas, generalmente ortétropas, como a la peculiaridad de su distribucion en
capas laminares. Un caso particular de interés practico de ese tipo de estructuras
son las estructuras mixtas de hormigén y acero, e incluso las estructuras de
hormigén armado en las que el hormigén y las armaduras se asimilan a capas
de materiales con propiedades diferentes.

En este capitulo presentaremos una panoramica del calculo por el método de
elementos finitos de estructuras formadas por materiales compuestos laminados.
Iniciaremos el capitulo con una introduccién al calculo de vigas planas formadas
por un apilamiento de capas utilizando elementos de viga de Timoshenko de dos
nodos. Tras ello estudiaremos las placas multilaminadas mediante elementos de
Reissner-Mindlin, para terminar con el andlisis de laminas de forma arbitraria y
de revolucion utilizando elementos finitos multilaminados planos y troncocénicos,
respectivamente, basados también en la teoria de Reissner-Mindlin.

ANALISIS DE VIGAS PLANAS LAMINADAS

Consideraremos una viga de eje = recto en la que el plano 2z es un plano principal
de inercia. La viga tiene una longitud L y la seccién transversal formada por
un apilamiento de capas de material compuesto con propiedades que dependen
solamente de la coordenada z (Figura 1). Admitiremos que se cumplen las hipétesis
de la teoria de vigas planas de Timoshenko, es decir: 1) el desplazamiento lateral v
es nulo; 2) todos los puntos de una seccién tienen el mismo desplazamiento vertical,
y 3) las secciones normales permanecen planas después de la deformacién, pero
no necesariamente ortogonales al eje deformado de la viga. Con estas hipdtesis el
campo de desplazamientos de una seccién se expresa por [1-3]

(1)



donde (), indica los desplazamientos del eje de la viga y @ es el giro de la seccién
(definido positivo en sentido antihorario) (Figura 1).
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Figura 1. Viga plana. Definicién del campo de desplazamientos.
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La cinematica anterior puede simplificarse todavia méas admitiendo que las
secciones transversales permanecen ortogonales al eje de la viga después de la
deformacién (teorfa de Euler-Bernouilli) [1-3]. Esto conduce a que 6 = % y
por tanto la deformacién por cortante 7y, es nula (ec.(2b)). Esta teoria es menos
aproximada que la de Timoshenko para andlisis de vigas multilaminadas, debido
a la gran influencia de la deformacién por cortante en estas estructuras.

Hay que destacar que la hipétesis de variacién lineal del campo de
desplazamientos sobre toda la seccion de la viga, es la més sencilla para el anélisis
de vigas con materiales compuestos multicapa. Puede utilizarse una aproximacién
de un orden més alto admitiendo que los desplazamientos varian linealmente
en el interior de las capas, aunque con diferente pendiente en cada capa. Ello
conduce a una formulacién con tantas variables de giro como capas [4-9]. Aunque
dichas variables pueden eliminarse a nivel del ensamblaje para cada seccién, esta
formulacién es mas complicada que la de vigas de Timoshenko aqui estudiada y que



conduce a resultados globalmente aceptables para andlisis de vigas de materiales
compuestos laminados.

Las tensiones normales o, y tangenciales 7,, en cada punto de la seccién se
relacionan con las deformaciones correspondientes por

Ouy 00
or =Fez =F < 5 za—l> (3a)
G G (2% _y (3b)
Tzz =GYez = e

siendo E = E(z,2) y G = G(z, 2).

En la Figura 2 se representa la variacién de las deformaciones e; y v, y las
tensiones o, y 7z, sobre el canto de una viga de material homogéneo y otra de
material compuesto laminado.
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Figura 2. Distribucién de las deformaciones e, y v;. y las tensiones o, y
Tz» sobre el canto de una viga de material homogéneo y compuesto
laminado.
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Figura 3. Convenio de signos para los esfuerzos N, M y Q.

El esfuerzo axil N, el momento flector M y el esfuerzo cortante @ en cada
seccién se definen por (Figura 3)

N // Ox
y={ M} = 204 Y dA (4)
Q 4 Trz

donde & es el vector de esfuerzos. Sustituyendo (3) en (4) se deduce, tras operar

~

6 =De (5)
con
~ [Dm Dm; 0 Guo
D=|Dn, Dy 0 y é={ % (6)
0 0 D Gy _g

En (6) & es el vector de deformaciones generalizadas que contiene el

alargamiento %7“;0, la curvatura —-?Tz y la cizalladura %‘% — 6. Las componentes de

la matriz constitutiva D son

f)m://AE(m,z)dA : Dmf://AE(m,z)sz

bf ://A E(z,2)2>dA ; D.=kD. con D= //A G(z, z)dz (7)

En la ec.(7), Dy es la rigidez axil, D ¢ la rigidez de flexién, 5 . s €s la rigidez
debida al acoplamiento membrana-flexién, D, es la rigidez de cortante y k es el
denominado coeficiente de correccién del esfuerzo cortante. El valor de k suele
calcularse de manera que la energia de deformacién por cortante interna asociada
a la distribucién de 7., exacta, y la energia asociada al modelo de Timoshenko



coincidan. Asi, si las energias internas de cortante “exacta” (Up) y del modelo de
Timoshenko (Us) son (para 7;y = 0) [1,2]

1 2
Ui =5 [[, Z2da
1= /a@ \Bi)
1 Q?
V2 =3%D. (86)
se tiene que, si Uy = Uy
Q2
k =

En vigas rectangulares de material homogéneo esta equivalencia conduce a k = 5/6
[1,2].
El acoplamiento membrana-flexion se manifiesta en la ec.(5) por el hecho de que
un esfuerzo axil provoca curvaturas y un momento flector provoca alargamientos.
En el caso de una viga de seccién de ancho b formada por un apilamiento de
ne capas isétropas de médulos Ej, G y espesores h; se tiene (Figura 4)

Ne Tic
= §=1
- =12 2 S
Dmy = 3 5(zj41 = 5)bE; =b ) h;z B
7=1 7=1
a 3 3
Dy=3 Zl(zm — 7)) E;
j:
R e Tie
Dc = Z(Zj+1 - Zj)bGj =b Z thj
j=1 j=1

donde Z; es la coordenada vertical del punto medio de la capa j (Figura 4).
Adviértase que si el material es homogéneo, o bien sus propiedades (y la
geometria) son simétricas con respecto al eje x, se cumple que Dy, P = 0 (no

hay acoplamiento membrana-flexién).
Para material homogéneo

donde A es el drea de la seccion transversal, I el momento de inercia con respecto
alejey y S = [[4zdA. Siz esel eje neutro, S =0 (es decir, también Dy = 0).

En una seccién compuesta cualquiera puede encontrarse el eje neutro
calculando la distancia d (entre el eje z y el eje neutro) a partir de

//AE(z—d)dA:O (12)
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Figura 4. Coordenadas para integracién de las propiedades del material a través
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De la teoria anterior se desprende que en una viga de material compuesto
laminado, aunque las deformaciones e, varfan linealmente con el canto, la
distribucién de la tensién o, a lo largo del canto es discontinua, debido a las
diferentes propiedades del material de las capas (Figura 2). Invirtiendo la ec.(5)
se obtiene

de las ecs.(12) y (7) se deduce que d =

Oou, 1

o0 1. . A (18
5 =751~ Dmy N + D]

con D = DDy — D%,
Sustituyendo las ecs.(13) en (3a) se obtiene la tensién o, en cada capa en
funciéon de N y M por

E - A A A

Por otra parte, como se aprecia de la ec.(3b) la tensién tangencial 7, que
resulta de la aplicacién directa de la teoria de Timoshenko es constante a través
del canto. En la préctica, una vez obtenido el campo de movimientos, se calcula
“a posteriori” una distribucién de 75, continua sobre el canto que satisfaga las

ecuaciones de equilibrio de la elasticidad [2]. Aceptando que 72y = 0 puede
obtenerse una sencilla expresién de 7z por [2]
—Q
Tz = —=-FI& 15a
=5 (2) (15a)



F(z) = DnS(z) — Dm, / S(z) = /h *2E(2)dz  (15b)

siendo A la coordenada z de la fibra inferior de la seccién (|h~|+h™T = h) y S(2)
el momento estatico del mdédulo de Young con respecto a la fibra de coordenada
z. Adviértase que si z es el eje neutro (Dmf = 0), D= Dme y

—Q
Dy

S(z) (16)

Tz =

En una viga isétropa de canto h, se obtiene de (16) la clésica distribucién
parabdlica de la teoria de la elasticidad (para v = 0)

2
Trz = §Q <1 - %) (17)

En la Figura 2 se muestran las distribuciones de 7, para una seccién isétropa
y otra de material compuesto laminado.

De las expresiones de 7, (15a) y U (8a) puede deducirse el valor del coeficiente
k de la ec.(9) para vigas rectangulares de material compuesto laminado por [2]

1 D2
= — 18
D, // F2(z) ()
A G(z
Si x es el eje neutro
2
k (19)

Dc

Puede comprobarse que si el material es isétropo se obtiene el clésico valor
k=5/6 2]

En la Figura 5 se muestran los valores de k para diferentes secciones
compuestas. Mds informacién sobre este tema puede encontrarse en [2,10-15].

Principio de Trabajos Virtuales
El Principio de Trabajos Virtuales (PTV) se expresa por [1-3]

/l Segda = /l sulqdA (20)

donde du = [du,, dwp, § 9]T es el vector de desplazamientos virtuales, J¢ es el vector
de deformaciones generalizadas virtuales y q = [n, g, m]T es el vector de fuerzas
exteriores debidas a cargas repartidas horizontales n y verticales ¢ y a un momento
repartido m.
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Figura 5. Valores del coeficiente de correccién del esfuerzo cortante k en
diferentes secciones de vigas con material compuesto laminado.

Puesto que todas las derivadas de los movimientos en el PTV son de primer
orden, puede utilizarse una aproximacién de elementos finitos lagrangiana en la
que Unicamente se exige continuidad de los desplazamientos u, y w, y del giro 4
[1-3]:

Elemento de viga de Timoshenko de dos nodos

Discreticemos la viga en elementos de dos nodos de longitud 1©) con una
aproximacion lineal de uq, wo, y 6 como

Uo 2 Uo
u=-< wy y = Z Ni(g)al(e) con al(-e) =< w, (21)
0 =1 0 J,;



donde uo,, wo, y 0; son los valores nodales del desplazamiento axil, la flecha y el
giro, respectivamente y N;(£) son funciones de forma lineales dadas por

N =3(+66) =172 (22)

donde la coordenada normalizada £ se define como ¢ = 2(3;(:)'73 C), siendo z. la
coordenada del centro del elemento (Figura 6).

i \\ U, (8) =N, (8) up+N, () u,,

w6 =N, () W, N, ) v,
= %

\ s 8(5)=N,(8)6, +N ,(8)6,

1
Ni=7(1+&8&)

]
1
o]

, | L1 2

Figura 6. Elemento de viga de Timoshenko de dos nodos.

Sustituyendo la aproximacién (21) en la expresién de & de (6) se obtiene

Bm) [Z 0 0]
é:ZBiaZ(-e) con B;=4¢ By r=1]0 0 —%%{i (23)
B, ) | o % _n |

siendo B, By, y B, las matrices de tamaiio 1 x 3 de deformaciones generalizadas
de membrana, flexién y cortante, respectivamente.

Los vectores de movimientos y deformaciones generalizadas virtuales se
deducen de las ecs.(21) y (23) por

2

2
bu=>Y" Niéage) y Z Z( (24)
=1 =

donde 6a§e) son los movimientos virtuales nodales.

Sustituyendo las ec.(24) en el PTV y haciendo uso de la ecuacién constitutiva
(ec.(5)) se obtiene, tras simplificar los movimientos virtuales, la ecuacién matricial
de equilibrio como

Ka=f (25)



donde a es el vector de movimientos nodales, K es la matriz de rigidez de la viga
y fes el vector de fuerzas nodales equivalentes de la viga. La matriz K y el vector
f se forman ensamblando las contribuciones de cada elemento dadas por

K = [, BIDBjdz  ij=1, (26)
£ = /z(e) Nqdz  i=1,2 (27)

Haciendo uso de las expresiones de D y B; de las ecs.(6) y (23), la matriz de
rigidez elemental puede calcularse por

K =K, + K+ K + k), + x| (28)
donde
KE:J) = /l(e) Bg;f)aBajdm a=m,f,c,my (29)

En las expresiones anteriores el subindice a indica las contribuciones de
membrana, flexion, cortante y acoplamiento membrana-flexién a la matriz de
rigidez del elemento de viga.

El valor relativo de los términos de rigidez de cortante con respecto a los de
flexién afecta a la solucién del problema de vigas. Dicho valor puede cuantificarse
por el coeficiente 4 dado por [2]

12Dy
2D,

(30)

En la Tabla 1 se muestran los valores de 3 para diferentes secciones de material
isétropo y compuesto.

Un valor de 3 pequeno indica que la influencia de la deformacién por cortante es
despreciable. En estos casos puede utilizarse la mas clésica teoria de vigas de Euler-
Bernouilli para vigas esbeltas, en la que se desprecia el efecto de la deformacién
por cortante desde un principio [1-3].

Es importante advertir que el valor de (3 depende de las caracteristicas
geométricas y mecdnicas de la seccién. Asi, para una viga rectangular de longitud
[, canto h y material homogéneo se obtiene

12 EI _E <h>2

T 2kGA kG \T

b l

(31)

Se aprecia en esta expresién que [ depende de la esbeltez y del cociente entre E

y G. Para una viga de canto moderamente grande (715 = 4) y material isétropo con

k% ~ 2, se tiene 3 ~ 0,125. Por otro lado, para una viga de material compuesto

con k—E@ ~ 50 y una esbeltez mucho mayor de % = 20, el valor de [ es también

10



Seccién rectangular isétropa
v =0.25

Seccion rectangular homogénea, 5 B2
0011%:50 =% 5:50(7)
Seccién compuesta de 3 capas B _ B2
(Figura 5) k=059 ; B=105 (T)

Seccién compuesta de 9 capas
(Figura 5)

Seccién sandwich con C' = 50

k=068 ; B=65(4)"
(Figura 5) )

k=0094 ; B=84(4

Tabla 1. Valores del coeficiente § de la ec.(30) y del coeficiente corrector del
esfuerzo cortante k para diversas secciones de vigas.

~ (0.125. Se deduce, por tanto, que la influencia de la deformacién por cortante
es la misma en una viga de alto canto y material isétropo, que en otra viga més
esbelta de material compuesto. Esta conclusion justifica la utilizacién de la teoria
de Timoshenko para andlisis de vigas de materiales compuestos.

(e)

Las integrales de los términos de Kij se evalian mediante integracién
numérica de Gauss-Legendre utilizando un 4nico punto de integracién para todos
los términos. Ello elimina el denominado efecto de bloqueo que puede aparecer en
la aplicacién del elemento de viga de Timoshenko de dos nodos en problemas en

(e)

los que el coeficiente ¢ es pequenio. La expresién de KZ-J se obtiene en este caso

sencillamente por

K{) = ()[BT DB,] 1) (32)

donde [-]. indica valores en el centro del elemento. El célculo de [B;]. es inmediato
de (23) por

0

0
o -LF (33)

0
o N _q/9

En las referencias [1,2,3] se pueden encontrar ejemplos del buen
comportamiento del elemento de viga de Timoshenko de dos nodos para an4lisis
de vigas de diferentes esbelteces.

11



ANALISIS DE PLACAS CON MATERIAL COMPUESTO
LAMINADO

Supondremos que la placa satisface las hipétesis de la teorfa de Reissner-Mindlin.
Esta teorfa es andloga a la de vigas de Timoshenko estudiada en el apartado
anterior. Las hipotesis fundamentales de la misma son: 1) todos los puntos de una
normal al plano medio de la placa tienen el mismo desplazamiento vertical; 2) las
normales permanecen rectas pero no necesariamente ortogonales a la deformada
del plano medio, y 3) 0, = 0 (hipétesis de tensién plana) (Figura 7).

Figura 7. Convenio de signos para los desplazamientos y los giros en una placa.

Con las hipétesis anteriores el campo de desplazamientos se expresa por

U(Q::yaz) = UO(may) - zex(x,y)
v(z,y,2) = vo(z,y) — 20y(z,y) (34)

w(z,y,2) = wo(z,y)

donde uo, Vo y W, son los desplazamientos cartesianos del punto de la normal sobre
el plano medio y 05 y 6y son los giros de la normal contenidos en los planos zz e
yz, respectivamente (Figura 8).

El vector de movimientos se define por

u = |Ug, Vo, Wo, O, 0 (35)
[ )

Similarmente a lo explicado para la teorfa de vigas de Timoshenko, existen
teorias de placas laminadas mds sofisticadas que admiten una variacién lineal del
campo de desplazamientos diferente dentro de cada capa [4-9,17-21]. Por otro
lado, la cinemética de la ec.(34) puede simplifcarse m4ds aceptando que las normales
permanecen ortogonales a la deformada del plano medio (teorfa de placas delgadas
de Kirchhoff) [1-3]. La cinemética de la teoria de Reissner-Mindlin de la ec.(34) es
un buen compromiso entre estas dos teorias para anilisis de placas multilaminares.

12
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Figura 8. Campo de desplazamientos y giros de una placa.

El vector de deformaciones se obtiene a partir de las expresiones de la teoria
de la elasticidad tridimensional (despreciando e, ya que no efectia trabajo de
deformacién al ser la tensiéon o, nula) por

9 90y
Ex TELL %1;,0 ? O
v Jvg _,9%
&y " 81/6 dy 5 dy o9
U v
E = f)/’L‘y = 8—y+-8_1, = %?{JUQ"F%Z? + _Z<T;+6—:§) =
i T I I TR I e
Yaz g%—i—g—gj 0 Q% — 0,
v w
Vyz R 0 051:;0 — by
| Em Zéf
-{T1+{%) @)
donde
- [Ouy, Ov, (8uo i 81}0) T
™oz ay By Oz
s _ [ 90 08y (39I+aey) T (37)
F= 7o oy Yoy " on
. [ Ow ow ¥
e = |G -on G-

son los vectores de deformaciones generalizadas de membrana, flexién y cortante
transversal, respectivamente.

13



La ec.(36) puede escribirse como

Ex

Es = €y = éfnz + Zéf (38@)
Yy

Ec = {’sz } = éc (38b)
Tyz

Relacion tensiéon-deformacién

Consideremos una placa de material compuesto y espesor h constituida por un
apilamiento de capas ortétropas con ejes de ortotropia L, T, z y con isotropia a lo
largo del eje L (en el plano T'z). El eje L define la direccién de las fibras embebidas
en una matriz metdlica o polimera. Se supone ademds que:

- cada capa ¢ esté definida por los planos z = z; y 2 = 2,11 y 2; < 2 < 21 1.

- las direcciones de ortotropia L y T" varian de una capa a otra y se representan
por el dngulo ¢; entre el eje = global y la direccién de ortotropia L; de la capa
i.

- la ley de comportamiento de cada capa cumple la hip6tesis de tensién plana
(0z = 0) y de anisotropia en el plano (el eje z es eje de ortotropia de todas las
capas).

- el campo de desplazamientos es continuo entre capas (ec.(34)).

Las hipdtesis anteriores permiten escribir las relaciones tensién-deformacién
para cada capa i en la forma siguiente

Ox Ex

Og = Uy :Ds €y :Dses (39&)
Txy Ty

.= { Trz } =D, { Yoz } = Dce. (390)
Tyz Vyz

El convenio de signos para las tensiones se muestra en la Figura 10.

Las matrices constitutivas Dg y D, son simétricas y de tamafio 3 x 3y 2 x 2,
respectivamente y sus términos son funcién de cinco coeficientes independientes y
del d4ngulo ¢; entre el eje = y la direccién de ortotropia L; de la capa i.

Las ecuaciones constitutivas en los ejes de ortotropia L, T, z se escriben como

01 =Dje1 09 =Dogy (40)
con T T
o1 =lor,om, 707", 02 = [TL, TT2]
e1 =ler,er, 7t 2= (VL2112 "
Drr, Drpr O G 0 (41)
D; = Dpr 0 , Dy = [ OLZ G }
Sim. GLT Tz

14
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Figura 9. Definicién de las capas en una placa multilaminada.

Yy
Err Er
Dipp=—= , Drr=— , a=1-vrpup[
a a (42)
G _Ervir _ Ervrg
LT = =
a
Los cinco coeficientes independientes pueden ser bien
Drr,Drr, Drr, Gr. = G, G, (43a)
o bien .
Er, BEr,vpr <0 VT = E—TVLT>
L
Bz, = Cpr, B, [0 o, 7 Gy = < (43b)
Lz =YLT,UTz T2y GTz = 2(1 i VTZ)

15



Figura 10. Convenio de signos para las tensiones y los esfuerzos en una placa
multilaminada.

La relacion entre las matrices Ds y D, de la ecuacién constitutiva y las Dy y
D> se obtiene por [1,2]

Ds =T{DT; , D.=TID,Ty (44a)
con
02 82 CS a 3
| 2 2 -
Ti=| s c ; cs ) , To [—s c] (440b)

—2cs 2¢cs c¢“ — s

siendo ¢ = cos ¢ y s = seng.
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Como en el caso de vigas, si las propiedades del material varfan de capa a
capa, las tensiones en el plano o, son discontinuas a través del espesor.
Los vectores de esfuerzos se definen como (Figura 10):

Esfuerzos aziles

Movimientos flectores

Gr={ My y= [ zo5dz (46)

Esfuerzos cortantes

&C:{Ql‘}:/h+acdz (47)

donde h~ y h' son las coordenadas z de las superficies superior e inferior de la
placa. Sustituyendo las ecs.(39) en las (45-47) se obtiene, tras operar,

a'm :Dmém + Dmféf

a'f :f)mfém + IA)féf (48)
&c :f)CéC
donde
N ht A ht
Dyn - DS dZ y qunf = A ZDS dZ
— ,—

klchll leDclg a _ o
Sim. - Dcn con Dcij = /h B Dcij dz
(49)
Adviértase que la matriz D, incorpora tres coeficientes de correccién del
cizallamiento transversal. En una placa isétropa se acepta k19 = 0y k11 = koo =
5/6 como en vigas de seccién transversal [1,2,19,21].
En una placa constituida por n. capas ortétropas (con propiedades constantes

en cada capa) se tiene (Figura 9)

Lkt .
Dy= [ ’Dydz , Dc:[

Ne . e
(50)
A _alg 3 5
Dy =2 glej+1=24Ds i De=3 Dy
J= J=

17



donde h; = zj4q1 — 2j, Zj = %(zj+1 +2) ¥y Ds;, Dc; representan las matrices
constitutivas de la capa.

Si el material es isétropo o simétrico con respecto al plano z = 0, D ;=0
En este caso el plano zy es el plano neutro y no hay acoplamiento entre los efectos
de membrana y de flexién cumpliéndose que

om = bmém ) &f = f)féf , Oc= ﬁcéc (51)

Para material homogéneo e isdtropo

. ~ B3 ~ 5
D’nz == hDS ; Df = E‘DS 3 Dc = gth (52&)
con
1 v O
E
“7 o o0 1

Las tensiones o5 en cada capa se obtienen directamente en funcién de los
esfuerzos de (39a), (38a) y (48) por

.1 (@,
oy = D,SD; {af} (53a)
con 0 0 0
1 0 z A ~

) D, D
S=|0 100 z 0| |, Dsz[Am f”f] (53b)

00100 2 Dpn; Dy

Si Diny =0

s = Dys[Dy'6m + 2D 6] (54)

Por otro lado, pese a que la distribucién de las tensiones tangenciales
transversales 0. que resulta estrictamente de la teoria de Reissner-Mindlin, es
constante a través del espesor, los coeficientes k;; en la matriz D. corrigen en
parte este “defecto”, de manera que el campo de movimientos que resulta del
calculo, se asemeja al valor exacto de la teoria tridimensional. Utilizando dicho
campo de movimientos pueden calcularse “a posteriori” las tensiones tangenciales
o. “correctas”, que satisfacen las ecuaciones de la elasticidad.

El cdlculo de los coeficientes k;; puede efectuarse igualando las energias de
deformacién de cortante transversal resultante de la teoria de la elasticidad (Uq)
y de la teoria de Reissner-Mindlin (Uy). En un sélido eldtico se cumple que

|G
Uy :§/h— oD o0 dz (55)
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Por otra parte, de la teoria de placas de Reissner-Mindlin se tiene
1, &
U2 — 5 cDC O-C (56)
Las tensiones tangenciales transversales g, = [T22 Ty Z]T se obtienen en funcién

de las tensiones en el plano a partir de las ecuaciones de equilibrio homogéneas

oy aT:L"y + 0722

=0
ox i dy 0z
(57)
doy  OTyy  O7ys B
dy ox 0z
de donde
do. a"'a:'y
z L -
acz—/_{g? aiy}dz (58)
h Y4 2y
dy ox
con 7p; =Ty; =0 paraz=h"y ht.
Las tensiones en el plano o5 = [am,ay,'rmy]T se expresan en funcién de los

esfuerzos por la ec.(53a). Admitiendo un estado de flexién simple (g, = 0) y
Dyn; = 0 se tiene de (54)

s =2zA(2)6, con A(z)= DS(z)D]T1 (59)
Sustituyendo (59) en (58) puede escribirse
e =Deyée+ Dey A (60)
con

D :/Z z [Aq1 + Ass A13+A32sz
4 t— 2 |A3g1 + Aoz Agg + Asg

(61)
D :/Z 2 [A1;1 — A3z Az — A3y 2459 21‘131] ds
27 Ji- 21 A31—Agg Agz— Ay 2439 24y
siendo A;; las componentes de A de (59) y
s_ [0Ma _ 0Myy OMyy OMy OMy OM;])T 62)
| Oz oy ' Oz dy = Oz Oy

Sustituyendo (60) en (55) puede escribirse (despreciando las contribuciones de
los términos en ) [2]

1
Uy = §&ZHC&C (63)
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con

ht
H, — // DL D;'D,, dz (64)
.

Igualando Uy y Us se obtienen los coeficientes k;; por

H, H,
k= =1 | k=292 | kg9 == 65
11 Dcll 12 D012 22 DC22 ( )

Para una placa homogénea de espesor h (isétropa o anisétropa) D¢, = 0,

6 (h? o : 5 b
Dc1:ﬁ<z—z>1’ k12 =0, ki1 =kpp=%k y Dc=khDc conk=g¢
(66)

En este caso se recupera la clasica distribucién parabdlica de las tensiones
tangenciales transversales.

Principio de Trabajos Virtuales

El PTV se expresa en funcién de los esfuerzos y las deformaciones generalizadas

virtuales por
5AT”dA://6T dA 6
//A &0 ’ u q (67)

donde los términos tienen el mismo significado que en la ec.(20) con
(511 = [5?1'0) 51}0) 5w0) 5917 59y]T yaq= [nl‘a ”ya q, Mg, my]T

Como sucedia en el problema de vigas de Timoshenko, debido a la presencia de
Unicamente términos en derivadas primeras de los movimientos en el PTV, pueden
utilizarse elementos finitos de clase Cp [1-3].

Discretizacion en elementos finitos de placa

Consideremos la placa discretizada en una malla de elementos finitos triangulares
o cuadrildteros de n nodos (Figura 11). Dentro de cada elemento se interpolan los
movimientos de manera independiente por

(e)

Uo al
Vo n (e)
u={w p =Y Nal? = [N|,Np,- -, NoJ{ 22 § = Nal®  (68)
0, i=1 ;
0y al?
con
N; O 0 O 0
O N, O 0 O 7
Ni = 0 0 NZ 0 0 3 a,ge) = [Uoi,voiawoi,ezi,gyi} (69)
0 O 0 N; O
0 O 0 0 N;
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‘<® No os °< o‘:

Figura 11. Discretizacién de una placa en elementos rectangulares de 4 nodos.

donde N;(,7) es la funcién de forma de clase Cy del nodo i del elemento.
Haciendo uso de la ec.(68) el campo de deformaciones generalizadas se expresa
en funcién de los movimientos por

Ou, ON;
3 oz Yoi
v, oN;
Do O ON;, . ON.
Em yo "o ( dy Yo + 5z Vo;)
______ 9. rom s g tusos
e = E = o = - T Oz 9-731' .
CEY (T % =X 5, _
...... dy =1 _WL "
£ [ol7) 06 ON; N,
e _(?Em + 57) —(—W@% + - Oyi)
.............. S seentEsns s
%I;Q —0s Wlw‘% Nzevsz
g 6N
oy Oy o, — Nify,
(e)
a
a(e) ©
= [B1,By, -, By] 2 = Ba (70)
e

donde B y B; son las matrices de deformaciones generalizadas del elemento y de
un nodo, respectivamente. Esta ultima puede escribirse como

(71)

donde B,,,B # ¥ Bec son las matrices de deformaciones de membrana, flexién y
cortante dadas por

ON;
N a?v 000
ON;  ON;
oy o 0 00
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(0 0 0 =% o
B, =000 0o %% (72b)
ON; ON;
000 -% —&
0 0 9% _n; o
Bs, = g)]? ' (72¢)
_ R

Sustituyendo las ecuaciones de la discretizacién para cada elemento en el PTV
se obtiene la ecuacién de equilibrio global (25) que relaciona las fuerzas nodales
equivalentes con los movimientos de todos los nodos de la malla a través de la
matriz de rigidez. Como es usual, dicha matriz y el vector de fuerzas nodales
equivalentes se obtienen ensamblando las contribuciones de cada elemento dadas

por
e) _ / /A «, BI DB; dA (73a)

e) _ . ISR
_//A(e) NijqdA 4,7=1,2---,n (73b)

(e)

La expresion de K; i puede obtenerse como suma de las matrices de rigidez de
membrana, flexién, cortante y acoplamiento membrana-flexién, por una expresién
andloga a las ecs.(28) y (29), cambiando simplemente la integral de linea por otra
sobre el drea del elemento.

El cédlculo de las integrales del elemento se efectiia por una cuadratura de

Gauss-Legendre bidimensional como [1]

Tlp nq

K =3 3" [BTDB; [l uwpuw,
p=1g=1
Np Mg

ZZ N;q|J|]p,qwpwyg

p=1g=1

(74)

donde J es el jacobiano de la transformacién entre las coordenadas naturales del
elemento £, y las cartesianas x,y; np, ng son los puntos de integracién a lo largo
de las direcciones &, 7, respectivamente y wp y wg son los pesos asociados a cada
punto de integracién [1].

Para sortear el efecto de bloqueo debido a la excesiva influencia de los términos
de rigidez provenientes de la deformacién de cortante transversal en el anlisis
de placas delgadas, es usual subintegrar los términos de la matriz de rigidez
del elemento provenientes de la matriz B, con una cuadratura reducida [1-3].
En la Figura 12 se muestran algunos elementos de placa de Reissner-Mindlin
cuadrildteros y triangulares que presentan un comportamiento aceptable utilizando
las cuadraturas que se indican. De entre ellos el més recomendable en la prictica
es el triangular de seis modos, ya que en el resto, o bien el efecto de bloqueo
no desaparece totalmente para placas muy delgadas (cuadrildtero de 8 nodos), o
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bien la integracién reducida de los términos B, introduce mecanismos espireos
en la matriz de rigidez que pueden alterar la solucién correcta en algunos casos
(cuadrildteros de 4 y 9 nodos). Desgraciadamente, la integracién reducida no basta
para evitar el bloqueo en el sencillo elemento triangular lineal de tres nodos y, por
tanto, su utilizacién con la teoria de placas de Reissner-Mindlin est4 vetada en la
préctica [1,3].

Elemento Puntos de integracion
K, K,
X X
X
X X
22 1
X X X X X
X X X
X X X & A
3x3 2x2
O O O
X X X X X
0 O X X X
X X X X K
O O O
3x3 2x2
3 3

Figura 12. Elementos de placa de Reissner-Mindlin con integracién reducida.

Otra alternativa para eliminar el efecto de bloqueo es utilizar una formulacién
mixta, utilizando como variables los desplazamientos, los giros y las deformaciones
de cortante transversal, que se interpolan con aproximaciones diferentes dentro del
elemento [1,3]. Eliminando las variables de deformacién de cortante transversal en
funcién de los desplazamientos y los giros nodales, se llega a unas ecuaciones de
rigidez en funcién unicamente de los movimientos nodales. Las matrices resultantes
de membrana, flexién y acoplamiento membrana-flexién se evaliian como en la
formulacién explicada anteriormente, y la matriz de rigidez de cortante se calcula
utilizando una matriz de deformacién de cortante transversal sustitutiva B, en
lugar de la matriz B.. En base a esta teorfa se han desarrollado diversos elementos
de placa de Reissner-Mindlin, siendo el mds popular el cuadrildtero de cuatro nodos
con un campo de deformaciones de cortante transversal lineal. En las referencias
[1,3] se presentan los detalles de la formulacién de este elemento y de otros del
mismo tipo.
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ANALISIS DE LAMINAS PLANAS

La formulacién de ldminas planas con material compuesto laminado es muy similar
a la de placas explicada en el apartado anterior. La diferencia fundamental es que
toda la descripcién cinematica se efectia ahora en un sistema de coordenadas
locales z'y/2' (Figura 13). En dicho sistema los campos de movimientos y de
deformaciones (locales) tienen exactamente las mismas expresiones que en el caso

de placas. Asi, por ejemplo, el vector de movimientos locales se define por
T
= [uf, v, wh, O, Oy (75)

y el de deformaciones generalizadas locales por

N
8777.

g={¢& (76)

donde todos los términos tienen el mismo significado (y las mismas expresiones)
que en el caso de placas, pero estan referidas ahora al sistema de ejes locales.
Igualmente, son de nuevo véalidas todas las consideraciones efectuadas sobre la
obtencién de las matrices constitutivas del material.
El PTV se escribe utilizando la definicién local de las variables por

/ /A o 875 dA = / /A o uTd A (77)

La discretizacién en elementos finitos de los movimientos y las deformaciones
generalizadas locales se efectia por las mismas expresiones (68)-(72). La matriz
de rigidez local del elemento se calcula por

(e) ITH™ R/
K = //A(e) BD'B/dA (78)

donde (-)’ indica valores referidos a los ejes locales.

La etapa final, caracteristica del problema de ldminas, es la transformacién
de la matriz de rigidez local para ensamblar las ecuaciones en ejes globales. La
expresién de la matriz de rigidez global se obtiene por la transformacién estdndar

1]

K =L"KL  4j=1,2--n (79)
donde
A0
L= [ A ;\] (80)
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Figura 13. Definicién de ejes y movimientos locales y globales en l4minas planas.

con
Mz Aty Agrs | .
o . . I —A / —A / —)\ /
A= /\y/z )\y/y )\ylz ., A= \ 3//::: ?zy ) 1,; z] | (81)
Zx 2y >‘z’z i v €Y 'z -1

siendo A/, el coseno del dngulo entre el eje 2’ y el z, ete.
'z g y

El vector de fuerzas equivalentes nodales se calcula directamente en ejes
globales por una expresién idéntica a la ec.(73b).

La matriz L anterior transforma los cinco movimientos nodales locales
(ul, vl wh, 0p,0,/) en seis movimientos globales (uo,vo, Wwo, Oz, 0y,0,). La
apariciéon de un tercer giro nodal conduce a problemas de mal condicionamiento
de la matriz de rigidez global en nodos coplanares (nodos en los que todos los
elementos que concurren estdn situados en un mismo plano) (Figura 14). Para
sortear este problema es usual utilizar la transformacién (de desplazamientos y
giros locales a globales) inicamente en nodos no coplanares. Por otra parte, en los
nodos coplanares solo se transforman a ejes globales los desplazamientos nodales
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Nodo no coplanar

Nodo coplanar 0 Nodo coplanar

@ Nodo no coplanar

Figura 14. Nodos coplanares y no coplanares en un elemento de ldmina plana.

y se mantienen los giros en ejes locales. Esto implica tinicamente en los nodos
coplanares cambiar la matriz A de (81) por la matriz identidad 2 x 2.

En las referencias [1,3] pueden encontrarse més detalles sobre la transformacién
de ejes y matrices en elementos de l4mina plana.

Los elementos de lamina plana utilizables en la practica coinciden con los de
placa explicados en el apartado anterior. Son muy recomendables el triangulo
de seis nodos con integracién reducida de los términos de cortante transversal
y el cuadrildtero de cuatro nodos con un campo de deformaciones de cortante
transversal impuesto lineal [1].

La alternativa a la teoria de ldminas planas de Reissner-Mindlin es la teoria
de laminas delgadas de Kirchhoff, o la mds general de l4minas curvas utilizando
elementos de sélido degenerados. De todas estas teorias de ldminas y de las
formulaciones de elementos finitos correspondientes pueden encontrarse los detalles
en [1,3]. Para aplicaciones en el &mbito de los materiales compuestos consultar
[7-9,22-25].

LAMINAS DE REVOLUCION

Para completar el capitulo presentamos de forma sucinta las etapas bésicas
del calculo de una ldmina de revolucién con un material compuesto multicapa,
utilizando elementos finitos troncocénicos de dos nodos (Figura 15).

Aceptando una cinemética lineal de los desplazamientos a través del espesor,
similar a la de vigas de Timoshenko, el campo de movimientos de la seccién
meridional de la ldmina de revolucién se expresa en ejes locales z/, 2/ (Figura 16)

por

u'(s,2') = up(s) — 2'0(s)

(&', ) = u(s) &



Z,W|

o
i

, U

-

Figura 15. Discretizacién de una ldmina de revolucién en elementos
troncocénicos de dos nodos.

zZ,W *

Movimientos globales

0 N
4>

r,u

Figura 16. Definicién del campo de movimientos en un elemento troncocénico.

Los vectores de movimiento locales u’ y globales u se definen por

u = [ul, w), 0]T ;1= [ugy, wo, H]T (83)
con
cos¢ sing 0
v =Lu y L=|—-sing cos¢ 0 (84)
0 0 1

Las deformaciones locales se obtienen por [1,2,3]

N 2
€5 =[€, 5y/]T =&y + &y



con los alargamientos &),, las curvaturas é’f y la cizalladura €/, definidos por

ou 00
s -
o = IR S /RS IRANE B A T
u( cos g—wy, sin ¢ _ Bcosg S
r T

En las expresiones anteriores se ha supuesto que h < R;, con m = s, a siendo
Rs y Rq los radios de curvatura de las lineas meridional y circunferencial de la
lamina, respectivamente y h el espesor [1,2]. Obviamente, por ser el elemento
troncocénico Ry = oo.

La ecuacion constitutiva entre tensiones y deformaciones locales es (aceptando
la hipétesis de tensién plana, o, = 0)

T
oy =|oy,0y] = Diel (87a)
=[ry] = Dkl (87b)
con
d’1 Vgld’l
E E
D/s = ; dll — - dfy = - Dé = Gyt (88)

, W9 )
/ / 1 —vov 1 — vqov
I/12d2 d2 12V21 12721

en donde E7 y E9 son los médulos de Young en las direcciones principales de
ortotropia 1 = sy 2 = 0, v19 y v21 son los correspondientes coeficientes de Poisson
(con vi9FEy = v21E1) y Gy es el médulo de rigidez en la direccién transversal,
Para material isofropo

E 1 v E
D = _ [ ] __ B

s 1—22 v 1| sz 2(1 i V) (89)

Los esfuerzos locales se definen por
ht ht ht

o, :{%’C:} :/_alsdz/ ; &} 2{%1: } :/_ doldd | 6l =[Q,] :/h— ol dz
Y Yy

(90)

En la Figura 17 se muestra el convenio de signos para las tensiones y esfuerzos
locales en una lamina de revolucién.
Sustituyendo las ecs.(86) en las expresiones anteriores

o, =D & +D;nf“}
&'y =D}, &, + D)é; (91)

mf

Al A\ Al
O-C _chc
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z4

i T

X X

Figura 17. Convenio de signos para las tensiones y esfuerzos locales en una
ldmina de revolucién.

En estas ecuaciones

(92)

Para el caso de una ldmina de revolucién formada por n. capas de material
compuesto (Figura 18), las integrales de D/, D/, D/ ;Y D! se obtienen por
expresiones idénticas a las Ecs.(10) simplemente cambiando la coordenada z por

2.

El coeficiente de correccién de deformacion de cortante transversal k se puede
calcular, en primera aproximacién, como en el caso de vigas de seccién rectangular.
Se destaca que en las expresiones resultantes invervienen las expresiones de D, y
D, de cada capa y los radios de curvatura. Si h/R,;;, < 1 pueden despreciarse
los términos de curvatura. En este caso, y para material homogéneo se obtiene
k=>5/6 [2],

Se remarca también que la matriz de acoplamiento membrana-flexién seria nula
en el caso de material homogéneo o simétrico con respecto a la linea generatriz.

El PTV se escribe ahora aprovechando la simetria de revolucién como [1]
QW/Zdé’T&’r i = 27r/lc5u’Tq"r ds (93)
donde todos los términos tienen el significado usual.
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Plano o, z'

Apilamento: 90/0/90

R =0 en elementos troncoconicos

ru

Figura 18. Ejemplo de ldmina de revolucién con material compuesto multicapa.

Elementos finitos troncocénicos de dos nodos

Consideraremos la ldmina discretizada en elementos troncocénicos de dos nodos
(Figura 15). Los movimientos locales en un elemento se interpolan por

ul) U
2
u=<{uw, =Y N (§)ag(e) con a;(e) =< w) (94)
1=1
0 0

siendo NV; () las cldsicas funciones de forma unidimensionales lineales (Ec.(22)).

Las deformaciones generalizadas locales se interpolan por

é/ _B_;n_ |
A éT/n . i B (e) i B/ /(e) 95
¢ /
BC

i |
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con

rON; 7

.- 0 0
B;ni Ni(;aOS(;S B Nis:remﬁ 0
Bi=! B, {=| 0o o 0N | (o
_B_’Si_ 0 0 _Nsﬂos
.

Procediendo de la forma usual se obtiene la matriz de rigidez del elemento en
ejes locales por [1]

K\ =on /l o BE D Bjr ds (96)

En la prédctica puede evaluarse la matriz de rigidez con un solo punto de
integracion (como en el caso del elemento de viga de Timoshenko de dos nodos),

()

elimindndose de esta forma el defecto de bloqueo. La expresién resultante de K: »

es en este caso simplemente

K. = 2mi) B D'Blr]. (97)

donde (). indica valores en el centro del elemento. Como en el caso de vigas, la
expresién de (B;)c es inmediata de la ec.(95b) advirtiendo que en el centro del

elemento troncocénico de dos nodos N; = % y %ﬁ = gﬁTl))l

La transformacién a ejes globales de la matriz de rigidez sigue el proceso usual.
La expresion resultante es idéntica a la de la ec.(79) con la matriz L dada por la
ec.(84).

El vector de fuerzas nodales equivalentes del elemento en ejes globales para
fuerzas repartidas q es

#9 — o /l o Niar ds (98)

El elemento troncocénico de dos nodos con un solo punto de integracién tiene
un comportamiento excelente para andlisis de ldminas de revolucién delgadas
y gruesas. Para mas detalles sobre este elemento consultar [1,3,29]. En las
referencias [25-28] pueden encontrarse aplicaciones del MEF al an4lisis de ldminas
de revolucién con materiales compuestos.
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COMENTARIOS FINALES

Hemos visto que la formulacién de elementos finitos para calculo de vigas,
placas y ldminas con materiales compuestos laminados sigue unas pautas muy
similares. En todos los casos hemos admitido en la direccién del espesor una
cinemdtica lineal del campo de desplazamientos y de deformaciones, y una
variacién discontinua de las tensiones normales en el plano dependiendo de las
propiedades del material de cada capa. Las tensiones tangenciales transversales
se han supuesto constantes en la direccién del espesor, pudiéndose calcular su
distribucién “exacta” a posteriori en base a la teoria de la elasticidad. El error de
dicha hipdtesis para las tensiones tangenciales en la formulacién del MEF, se ha
corregido mediante la modificacién de la ecuacién constitutiva del esfuerzo cortante
transversal.

Se han obtenido en todos los casos las expresiones de la matriz de rigidez
y del vector de fuerzas nodales equivalentes de los correspondientes elementos
finitos y se han dado recomendaciones sobre los elementos més adecuados para la
practica. Se han destacado los sencillos elementos de dos nodos con integracién
reducida de un punto para los problemas de vigas y ldminas de revolucién. Para
placas y ldminas de forma arbitraria se recomiendan el elemento triangular de seis
nodos con integracion reducida y el cuadrildtero de cuatro nodos con deformaciones
impuestas lineales.
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