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SUMARIO

Este artigo trata do problema de contacto com atrito entre dois corpos em elasticidade
infinitesimal. Introduzem-se primeiramente, nas zonas da fronteira dos dois corpos candidatas
ao contacto, as condigles linearizadas relativas s componentes normais do deslocamento e da
tensdo e a lel do atrito considerada. Seguidamente apresentam-se as formulagoes classica e
variacional (P.T.V.) do problema e referem-se resultados relativos a existéncia e unicidade de
solugbes. Por tiltimo, considera-se a aproximag¢ao do problema por elementos finitos, descrevem-
se os algoritmos utilizados e apresentam-se alguns exemplos numéricos.

SUMMARY

We consider, in this work, the contact problem with friction between two elastic bodies.
First we introduce the linearized conditions for the normal components of displacement and
stress and the law of friction assumed to hold at the candidate contact areas. Then we present
the classical and variational formulations of the problem and discuss the questions of existence
and uniqueness of solutions. Finally, we consider the finite element approximation of the
problem, we describe the algorithms that were used and present some numerical examples.
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ENUNCIADO DO PROBLEMA E SUA FORMULAGCAO VARIACIONAL

Sejam dois corpos eldsticos lineares em ®2, ocupando, na sua configuragio de
referéncia, o domino @ = (Qf, Q). As fronteiras %,z = I,II, de cada um dos
subdominios (2%, supdem-se suficientemente regulares e formadas por 3 partes disjuntas

1z

%,I'% e TZ verificando:

T%Z0THUTS =TI%,

tnTyNTL=¢, z=111

Os deslocamentos u* = (uf,uj) estao prescritos em I'}), em cada zona ['% estdo
prescritas forgas de superficie e I'Z representa as partes das fronteiras dos dois corpos
que poderao eventualmente entrar em contacto entre si por efeito da solicitagio
exterior, isto é, as dreas candidatas ao contacto (Figura 1). As forgas exteriores a

que os dois corpos estdo sujeitos consistem no par (b,t) = ((b},t‘r),(b”, tn)) onde
b* = (b3,03),z = I,II, é um campo de forcas de massa e t* = (#,t3),2 = I,II, é um
campo de forcas de superficie. ‘

X0 (D, G (x 0y

A
ﬁIAzZ%zl

Figura 1. Dois corpos eldsticos em contacto.
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Supomos que os deslocamentos em I'} sdo nulos e que o contacto entre os dois
corpos se realiza com atrito obedecendo a uma lei nio linear e nio local proposta por
Oden e Pires’.

O problema do contacto com atrito entre dois corpos eldsticos lineares em regime
de pequenos deslocamentos consiste em achar o campo de deslocamentos u = (uf, u’f)
que satisfaz ao seguinte sistema de equacgdes e inequagoes:

(Ejkt kg)ss +67 =0 em Q° ¢y
ui =0 em T'p (2)
em T% (3)

4 z z __ zZ
Efj ugy i =t

uR < 5B 0, = 03(u) = oF(u")ning < 0,

on(ul = sF)Y=0 em T% (4)
uf

o7 = ~vSy(on(u*)d(Juf)—% em T% (8)
lur|

Em (1) e (3) Efy, sdo os coeficientes eldsticos dos materiais com as propriedades
habituais de simetria e elipticidade, em (3) e (4) n® representa o versor da normal
exterior a fronteira I'?,(4) representa a condigdo de contacto unilateral e (5) a lei de
atrito considerada. A primeira inequagdo em (4), isto é uf! < s£, é uma condigio
linearizada de nado-interpenetracdo e supde a existéncia duma representagio explicita
para as superficies de contacto?®. Significa que para dois pontos, um em cada uma das
fronteiras I'z, dos dois corpos, situados sobre a mesma vertical (paralela a direcgio z5),
a componente do deslocamento relativo segundo uma direc¢io normal is superficies
de contacto ndo pode ser maior que a projec¢do da distincia entre as duas superficies
segundo a mesma direcgdo. Se a configuragao de referéncia dos dois corpos for descrita
pelas coordenadas de Lagrange x%% = (29%,297), 2 = I, I, supde-se entdo que para os
pontos de coordenadas x% € 'y

o = (s, o €1, s = 1,11

para um intervalo aberto I C R, independentemente de Qf e /! e de modo que I‘é
estd acima de T'Y, isto é que

w(a8) 2 p(a31)

O intervalo I pode ser definido como o trogo do eixo dos z; que contem as
projeccoes, paralelamente & direcgdo z,, de I‘é e I‘g sobre esse eixo. Passaremos a
designd-lo por I'c, isto é, ¢ = I. Entdo ao considerarmos um ponto de abcissa
z§ € T¢ estaremos a referir-nos aos pontos (29,%(2?)) € TL e (29,47(2?)) e TY
(Figura 1). Deste modo
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uf = uf = ul!
wf=uf.n
n=n!=—_n"

35 = -(¢I - 1/’”)"2

Quanto & condigdo (5), v é o coeficiente de atrito, S, € um operador de regularizagio
para calcular uma medida ponderada da tensdo normal ¢,,(u) numa vizinhanga de raio
p de pontos na zona em contacto, ¢, é uma funcdo real continua, monétona dependente
dum parametro € > 0 tal que '

. ’ _ . ’ _
11_1}(1)966(1") =1,Vvr>0, rgrfwée(r)— 1, Ve >0

u!;:ui;—uéf, ur = u® — uin’
O factor S,(0,(u)) que representa efeitos néo-locais na superficie de contacto® é
tipicamente da forma

Su(on(u)) = [ wpll = y)(=ou(ulx))dy

onde w, é uma funcdo regular positiva, simétrica relativamente a origem e com suporte
numa bola de raio p, como por exemplo

" (T)Z{cezp (P*/(r*-p%) ,r<p
g 0 ,T2p

(c= constante escolhida de forma a normalizar o integral de w,). Finalmente a fungéo
- ¢, tem por objectivo a consideragio do comportamento elasto-plastico das jungdes que
se formam no contacto tendo-se escolhido

T—€/2 se r>¢

ge(r) = {1‘2/26 se r<e

em que € * é uma medida da rigidez dessas jungdes.

E possivel mostrar* que o sistema de equagdes de equilibrio, condi¢des de fronteira
e lei de atrito pode ser caracterizado pelo seguinte principio variacional:

Determinar um campo de deslocamentos u = (uf,u’/) num subconjunto K do
espago V de deslocamentos admissiveis tal que:

1

a(u’v - u) + jp,e(u’v) - jp;f(u’ u) 2 f(V - u)
vw=(vIvihek (6)

Um vector v pertencerd a V se:
l.vi=0em T),2=1,11
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2. vZ produz energia de deformacao finita, no sentido da norma de vZ
b

1/2
Iv*[lv- = (/ﬂz v vf,jd:c) / ser finita

I = subconjunto de V reprensentando o
constrangimento unilateral

= {(v’,v”) e (VLVID):uR.n< s em I‘c}

a(u,v) = trabalho virtual das tensdes az](u ) = ELui,
nas deformagdes €7;(v*) = (vf; + vf l)/2(dx = dzydzs)

- zfgz 7 (u7)e, (v dz

Joe(u,v) = trabalho virtual das forcas de atrito

= Jr. ”Sp("n.)d"(lvﬁ) ds
f(v)

fl

trabalho virtual das forgas exteriores

- ( Jo: b7 - vide + [, 17 - vids)

z=I

Relativamente as questées de existéncia e unicidade de solugdes para o problema
- geral de contacto com atrito entre dois corpos eldsticos lineares caracterizado pela
inequagao variacional nao linear (6) o método basico de abordagem foi sugerido por
Duvaut® utilizando um problema auxiliar, isto é, um caso especial de (6) e faz uso de
argumentos empregando um teorema de ponto fixo. Esta abordagem foi estendida ao
problema de Signorini com uma lei de atrito idéntica & usada neste trabalho por Oden
e Pires®. E possivel mostrar® que existe pelo menos uma solucio para a inequagio

variacional (6) para qualquer » > 0,p > 0 e € > 0. Se v for suficientemente pequeno a
solucao é tnica.

APROXIMAGOES POR ELEMENTOS FINITOS

O objectivo do presente trabalho é descrever métodos dos elementos finitos para
resolver a inequacdo variacional altamente nio linear que caracteriza o problema de
contacto com atrito (6).

Deste modo introduzimos o seguinte problema discreto, como uma aproximacio
por elementos finitos de (6)

Achar uy, = (u,{, Iy € v, tal que

ca(up, vip = up) + Jpe(un, vi) — Joc(un, up)+

+671 (uf ‘n — sfh)+ [(v,‘? - uf) . n]ds >

Ccn
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> f(Vh — uh) Vvi € Vi : (7)

Em (7) V), é um subespago de dimensdo finita de V obtido utilizando elementos de
4 n6s (Q,) ou elementos de 9 nds (Q2),

V= (vz’vZI)’
Vi= {vi : vkl € Qr(Q0),
Q= Uz, 1<e< E%i=1,2,r=1,2}

e tendo o constrangimento unilateral sido relaxado através da consideracdo duma
penalizagio exterior:

v [ (o on o) [vF — ufy n] s

denotando (-)* a parte positiva de ().
Note-se finalmente que (7) pode ser substituida pela equagdo variacional nao linear
aproximada

R
a(un, Vi) + I |5 ,(0n(un)8! (Juflp]) 2Lv Ry +
|ugr|

+
+5-11l(ufn - sf) v,’}n] = f(vh),¥Vh € Vi (8)

onde I} é uma regra de quadratura numérica para calcular o integral [. [ ]ds na
superficie de contacto aproximada 'cy. Assim se gn, € C%(Tcn)

. E' N
/F grds = I(ga) = 35 wign(€)

e=1j=1

onde E’ é o nimero de elementos em I'cp, N é a ordem da regra de quadratura, w§
sao os pesos e £¢ as coordenadas dos pontos na regra de quadratura.
O comportamento da aproximagdo (7) depende dos pardmentros v,¢,p, 6, e h.

ALGORITMO E EXEMPLOS NUMERICOS

O algoritmo utilizado para a resolugio da aproximagdo por elementos finitos do
problema de contacto com atrito entre dois corpos eldsticos (8) baseia-se no resultado
relativo & existéncia de solugbes para o problema continuo, seguindo-se os passos
utilizados na demonstragao do correspondente teorema e que reflectem a utilizagao
do argumento de ponto fixo*®.

Descrever-se-30 em seguida alguns exemplos numéricos executados com o algoritmo
acima indicado. O primeiro problema tratado consiste numa placa simplesmente
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q = 150KN/m2
¥ IR ARERARRAE DRI VO LR RSSO AONe
3
3
(=]
' J‘ J,
- 060m —+ S 080m—t

+ 30m— g

Figura 2. Placa sobre apoios.

apoiada, apresentando tanto a placa como os apoios, um comportamento eldstico linear
(Figura 2).

A placa estd solicitada na sua face superior por uma carga uniformemente
distribuida e apresenta um médulo de elasticidade E = 1000 kN/m? e um coeficiente
de Poisson p = 0.3. Dada a simetria do problema, discretizou-se unicamente a metade
esquerda da placa, tendo-se utilizado na placa uma malha de elementos finitos com 75
elementos bilineares de 4 nds e no apoio uma malha com 36 elementos do mesmo tipo.

Figura 3. Deformada da placa sobre apoios deformaveis para v = 0.3.

Apresenta-se na Figura 3 a deformada respectiva para um coeficiente de atrito de
v = 0.3 e nas Figuras 4, 5, 6 e 7 apresentam-se diagramas de tensdes tangenciais,
tensdes normais e deslocamentos tangenciais relativos na superficie de contacto bem
como deslocamentos verticais dos pontos da viga sobre o apoio. Nestes diagramas
apresentam-se também resultados relativos as situagdes em que o apoio é rigido
(Eapoio — 00) € ndo existe atrito (v = 0).

As principais conclusbes a tirar destes diagramas sdo:
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Figura 4. Tensdes tangenciais na superficie de contacto para v = 0.3.
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Figura 5. TensGes normais na superficie de contacto.
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Figura 6. Deslocamentos tangenciais relativos na superficie de contacto.
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Figura 7. Deslocamentos verticais dos pontos da viga sobre o apoio.

e a amplitude das tensbes no contacto diminui com a deformabilidade dos apoios,

¢ o atrito diminui a amplitude dos deslocamentos (tangenciais e verticais), ao
mesmo tempo que aumenta a area da regido de contacto efectivo, provocando
a diminui¢do do valor absoluto das tensdes normais na zona de contacto.

Os resultados obtidos sdo importantes pois permitem ter um conhecimento mais
aproximado da distribuicio das reacgdes nos apoios. Com efeito, as condigbes de
unilateralidade e atrito utilizadas no modelo matemdtico conduzem a uma avaliagio
mais correcta destes esforgos e, consequentemente, da area de contacto efectiva.

Note-se que, para o caso extremo de inexisténcia de atrito nos apoios (v = 0)
e destes serem “rigidos”, a drea efectiva de contacto tem um valor de 25% da 4rea
de contacto hipotética, enquanto que a tensio normal de contacto maxima é 9.1 vezes
maior do que seria se fosse calculada admitindo-se uma distribui¢do uniforme e 4.6 vezes
maior que a tensao maxima que se obtém supondo-se uma distribui¢do triangular. No -
Quadro I indicam-se estes resultados bem como os correspondentes as outras situagdes
estudadas.

Tes. max Tes.
er%aai etlzstca?l. % ppres.lr;;lif. ppre;. trrrilzx)f. d (em)
apoio “rigido”sem atrito 25 9.1 4.6 2.4
apoio deformavel s/ atrito 58 4.5 2.3 9.3
apoio “rigido” com atrito 58 7.1 3.5 6.2
apoio deformével ¢/ atrito 75 4.7 2.3 10.4

Quadro 1.
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Outro resultado interessante é relativo a distancia d entre a resultante das tenses
normais de contacto no apoio e a face interior do mesmo, distancia essa que permite
calcular o vio efectivo da viga (utilizado em dimensionamento). Estes valores surgem
na tdltima coluna do quadro, sendo de realgar que sio todos muito pequenos quando
comparados com o valor (1/3) 60 = 20 c¢m, sugerido no REBAP’.

O segundo caso considerado diz respeito ao problema duma viga simplesmente
apoiada sobre a qual se colocou uma segunda viga idéntica estando o conjunto solicitado
por uma carga uniformemente distribuida (Figura 8).

q = 800KN/m

.0m 1.0m

N 10.0m ”’k””
7 i

Figura 8. Placa sobre p'laca simplesmente apoiada.
Ambas as vigas tém médulo de elasticidade £ = 100 GN/m? e coeficiente de

Poisson g = 0.3. Tal como no exemplo anterior utilizou-se o elemento bilinear de 4 nos
na discretizagio do sistema tendo-se também tirado partido da simetria do problema.

Figura 10. Deformada do sistema de placas sobrepostas para v = 1.3.
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—

Figura 11. Deformada do sistema de placas sobrepostas para v = 100.

Apresentam-se nas Figuras 9, 10 e 11 as deformadas do sistema para v = 0 (flexdo
independente das 2 vigas), v = 1.3 e ¥ = 100 (deslocamento relativo entre as 2 vigas
praticamente nulo correspondente i situacdo de se estar perante uma tnica viga de
altura igual a 2 m).

4000 p=0,e=1.E3

o~
] 3000 e EXPressdo (9)
~
= 2000
=
@
(-]
=
]
1000
©
w3
-
=
3

0 +—r—r—v——+rr—— T Ty >»
o 1 2 3 4 5

distancia & extremidade esquerda (m)

Figura 12. Esforgo tangencial devido ao atrito na interface de contacto.

Na Figura 12 apresenta-se o andamento do esforco tangencial de atrito que surge
entre as 2 vigas para ¥ = 100. No mesmo gréfico aparece representada a equagao

3V
or = J5x (9)

em que V é o esforco transverso e h a altura de cada viga. O afastamento entre as duas
situacoes junto do apoio é um efeito local devido & presenga deste.

Nas Figuras 13 e 14 apresentam-se respectivamente os deslocamentos tangenciais
relativos e os deslocamentos verticais sofridos pelas superficies em contacto para os 3
coeficientes de atrito considerados.

O dltimo exemplo considerado trata da indentagdo dum pilar num terreno com
comportamento eldstico (Figura 15).
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ﬁ "~ p=0,e=1E-3

relativo

tangencial

na superficie de contacto (x1.E5)(m)

deslocamento

0 1 2 3 4 5
disténcia 4 face esquerda (m)

Figura 13. Deslocamento tangencial relativo.

A

p=0¢e=1E3

(x1.ES)(m)

deslocamentos

0 1 2 3 4 5

distdncia ao apoio esquerdo (m)

Figura 14. Deslocamento vertical dos pontos situados sobre a interface de contacto.

H 6.0m A 4.0m - 6.0m —¥

3.0m —% m&

L

Y]

4.0m

e d .0 ——] .M 3.0m —%

Figura 15. Indentagio de um pilar num terreno.
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Figura 16. Deformada de indentagdo de um pilar num terréno.

Neste exemplo utilizou-se, para o terreno, uma malha com 15 elementos
biquadrdticos de 9 nds tal como mostra a Figura 16.

Por forma a indentar o pilar no terreno, for¢ou-se o seu topo a um deslocamento
(afundamento + rotagdo) definido por

y = 0.10 + 0.001z

isto é, a extremidade esquerda do topo do pilar desce 0.1 m e a direita 0.096 m.

O terreno possui 3 camadas com diferentes caracteristicas eldsticas: a camada
superior e a inferior tdm um médulo de elasticidade E = 2.E+6 kN/m? e um coeficiente
de Poisson p = 0.3, enquanto que a camada intermédia, mais rigida, tem um médulo
de elasticidade £ = 5F 4 6 kN/m? e um coeficiente de Poisson u = 0.3.

O pilar tem um mdédulo de elasticidade E = 1F + 8 kN/ m? e um coeficiente de
Poisson ¢ = 0.3, estando representada na Figura 16 a malha deformada (deslocamentos
aumentados 10 vezes) para uma situacdo em que os pardmetros relativos a lei de atrito
tém os seguintes valores:

p=01,e=1E-4 e v=0.3

Nas Figuras 17 e 18 estio representadas as varia¢des da tensio normal e da tensio
tangencial para varios valores do parametro p. A medida que p aumenta verifica-se um
decréscimo no valor das tensdes maximas. ‘

Nas Figuras 19 e 20 apresentam-se as tensdes tangenciais e os deslos:amentos
tangenciais relativos na interface de contacto para diferéntes valores de €. A medida
que € cresce o valor de |op| decresce e consequentemente a regiio onde |or| atinge o
seu maximo ¢ mais pequena.




E.B. PIRES Y P. PROVIDENCIA

w4 g=1.E-4,p=00]

—t— e=1E4,p=01
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tangenclals de atrito (kN/m2)

w“ -40000 1
2 60000 . T - T . >
0.00 1.33 2.66 3.99

distancia a face esquerda (m)
Figura 17. Variagdo de tensao tangencial na interface de contacto.
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Figura 18. Variagao de tensdo normal na interface de contacto.

A e g=1E-1, p=0.1
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-60000 T T v T T ™
0.00 1.33 2.66 3.99
distancia a face esquerda (m)
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Figura 19. Variagao de tensao tangencial de atrito com ¢ na interface de contacto.
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Figura 20. Variagdo dos deslocamentos tangenciais relativos com ¢ na interface de
contacto.
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