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Resumen

Basandose en el principio de minima energia de deformacién se ha obtenido el reparto de carga entre los
distintos puntos en contacto entre dos cuerpos, utilizando dos instrumentos de minimizacién de la energia:
las condiciones de Kuhn-Tiicker y los Multiplicadores de Lagrange. Se ha deducido una expresiéon matricial
directa y sencilla, sin recurrir a los algoritmos iterativos habituales. Mediante este método se ha determinado
el reparto de carga entre filetes de un tornillo.

METHOD FOR THE DETERMINATION OF THE LOAD DISTRIBUTION BETWEEN TWO
BODIES WITH SEVERAL CONTACT POINTS

Summary

A matricial formulation of the deformation energy of two bodies touching each other in several points has been
developed. Based on the minimal deformation energy principle, the load distribution among the different
contact points has been obtained, using two energy minimising methods: the Kuhn-T1icker conditions and
the Lagrange’s multipliers. A simple, direct matricial expression has been deduced without appealing to the
usual iterative algorithms. Through this method, the load distribution among the fillets of a screw has been
determined.
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INTRODUCCION

El estudio del contacto entre elementos mecanicos es de vital importancia para el analisis
del fallo de éstos. La importancia es mayor cuando se trata de elementos transmisores de
potencia, como engranajes, tornillos, etc., ya que en estos casos el contacto no se produce
habitualmente en un punto, sino que se distribuye en distintas areas. Estas dreas se pueden
discretizar a efectos de calculo en puntos.

El conocimiento de la distribucién de la carga total en puntos de aplicaciéon de ésta es
necesario, por una parte, para el anglisis estructural del componente (se puede provocar
su rotura en un punto distinto de donde se aplica la carga), y por otra parte, para el
andlisis tensional del contacto, pues al conocer la fuerza localizada en un punto con unas
caracteristicas determinadas -de geometria, materiales y lubricacién- se puede estudiar el
fallo a fatiga, desgaste, “scuffing”, etc.

La obtencién de la distribucién de carga ha sido tratada de varias maneras en la biblio-
grafia: o bien se ha enfocado hacia el problema estructural y de contacto conjuntamente, o
bien se han separado ambos estudios previa obtencién del area de contacto para determinar
después la distribucion de carga en ésta.

El algoritmo simplex fue aplicado por Conry et al' para determinar de manera numérica
la distribucién de presiones en el contacto plano entre dos superficies curvas. Después de
discretizar la curva de presién en cargas puntuales, obtuvieron que la solucién coincidia con
la distribucién eliptica de Hertz. Este método es el mas usado en la actualidad para resolver
problemas de distribucién de fuerzas, sin embargo, es iterativo y complejo, necesita valores
iniciales y puede dar lugar a problemas de convergencia.

Existen diversos procedimientos para el cdlculo de la presién de contacto entre com-
ponentes mecdanicos, en concreto de los dientes de engranajes. El método de Ritz es un
método aproximado que se basa en suponer que la solucién al problema tiene una forma
analitica con unos parametros ajustables. Estos pardmetros se escogen de forma que hagan
la energia elastica minima. Su precisién depende de que las funciones a ajustar sean las
adecuadas. Yau et al.? hicieron una modelizacién de la deformacién del diente de engranaje,
tomando como funciones a ajustar los modos de vibracion de una placa en voladizo, obte-
niendo un modelo que llaman “Shear Plate Model”. Este modelo tiene la ventaja de que
es tridimensional a la vez que reduce notablemente el tiempo de ordenador respecto a otros
métodos.

Estos métodos de célculo de la distribucién de fuerza han tenido su maxima aplicacion
en el campo de los engranajes, ya que estos son unos elementos de diseno muy frecuentes y
a la vez lo suficientemente complejos para ser objeto de un estudio detenido.

El método mas usado para el calculo tensional en dientes de engranajes es el Método de
los Elementos Finitos (MEF), el cual posee gran robustez y flexibilidad. El método ha sido
aplicado por muchos autores como Wilcox,®> que modelizé los dos dientes en contacto con
elementos de contacto en la superficie de ambos, obteniendo en un solo paso las tensiones
estructurales y las de contacto. Para que este método sea fiable se requiere un mallado muy
fino, sobre todo en las proximidades del punto de contacto en ambas piezas; al introducir
elementos de contacto en la superficie de los dientes, el proceso de resolucién se alarga al
convertirse en un problema no lineal, el cual se complica atin mas al tratar el problema
tridimensional.

Para el calculo de la distribucién de fuerzas también se puede proceder separando el
problema estructural del de contacto. En un trabajo realizado por Zhang et al.* se usé el
TCA (Tooth Contact Analysis)® como preprocesador. Se habla por primera vez de matriz
de flexibilidad para determinar la energia de deformacién y, aplicando una correccién del
algoritmo simplex desarrollada por Conry et al.,' se obtuvo el vector de fuerzas que hace
minima la energia de deformacién. Este método tiene la ventaja de que la resoluciéon por
el MEF se realiza una vez (aunque solucionando muchos estados de carga) calculdndose los
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desplazamientos posteriores por interpolacién de resultados, evitando volver a utilizar el
MEF.

Recientemente Litvin et al.% han usado el MEF para hallar matrices de flexibilidad de
varios dientes en contacto. Por este procedimiento se halla el error de transmisién y las
elipses de contacto durante el engrane para cargas pequenas. La deformacion de los dientes se
obtiene calculando previamente la distribucion de la carga a lo largo de la linea de contacto,
mediante la metodologfa Simplex de Conry et al.' Después se aplica la distribucién calculada
en un modelo de elementos finitos, obteniéndose de este modo las tensiones subsuperficiales
a lo largo de la zona de contacto, las tensiones en la base del diente y las deformaciones del
diente bajo grandes cargas que se usaran para recalcular los errores de transmisién.

Lo interesante de ese trabajo es el resultado, dada la complejidad de las herramientas
empleadas. La distribucién de carga obtenida dio un valor a la fuerza maxima de 1,5 veces el
valor de la media, localizada alrededor del punto medio de la linea de contacto, lo cual esta
lejos de la suposicién de distribucion uniforme de carga que utilizan las normas de célculo
ISO" y AGMA.®

Para hallar la deformada del diente de un engranaje recto, la norma ISO” propone
un modelo de rigidez del diente descrito por Henriot® el cual tiene una expresién simple.
Recientemente, Cai'® ha propuesto una mejora al modelo ISO de rigidez del par de dientes
en contacto. Ambos modelos tratan de establecer una funcién de rigidez del conjunto total
de dos pares de dientes conjugados. La utilidad que se le ha dado ha sido principalmente
en el campo del estudio de vibraciones, y no en el calculo estructural o de contacto.

Estos métodos no son en absoluto triviales y en la mayoria de los casos tienen que
incorporar algoritmos excesivamente complejos para alguien no especialista. Ademas, el
planteamiento y resolucién requiere una gran inversién en tiempo de preproceso, de re-
solucién y de interpretaciéon de los resultados. Por todas estas razones, las investigaciones
han ido enfocadas hacia la resolucién de problemas parciales facilmente interpretables y
hacia la mejora de eficiencia computacional en tiempo y en equipo invertido.

De aqui surge la necesidad de desarrollar un método que, si bien pueda contener
alguna simplificacion, presente la robustez y flexibilidad necesarias para poder desarro-
llarlo facilmente y resolver un amplio rango de problemas del contacto entre componentes
mecanicos. En el presente articulo se ha desarrollado una metodologia que cumple con esas
condiciones. Para ello se partird de la determinacién de la energia total de contacto entre
dos cuerpos, para después minimizarla y obtener la distribucién de carga. Gran parte de la
eficacia de esta metodologia se debe a la formulacién matricial del problema energético.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El contacto entre dos cuerpos se produce normalmente en dreas de superficie cuyas
dimensiones cambian dependiendo de la fuerza que ejercen los cuerpos entre si. Estas areas
son elipses en el caso de que las dos superficies sean curvas. Cuando la elipse de contacto
tiene una dimensién que predomina sobre la otra, se puede aproximar esa superficie a una
linea de contacto en la que cada punto se puede estudiar bajo la hipdtesis de deformacion
plana.

En muchos componentes mecanicos, como los engranajes, se procura que la carga se
reparta sobre una linea cuya longitud no aumente al aumentar la fuerza de contacto y
cuyo ancho dependa de la fuerza que actiie en cada punto de la linea. Ademads, en estos
casos existe un predominio de las deformaciones estructurales frente a las deformaciones
superficiales en los puntos en contacto, con lo que a la hora de estimar la energia del sistema
se pueden despreciar las deformaciones locales frente a las estructurales.

La linea de contacto se puede discretizar a su vez en cargas puntuales equidistantes,
quedando el problema reducido a calcular la distribucién de fuerzas entre los distintos
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puntos de contacto entre dos cuerpos. Habitualmente se conoce la fuerza total que dos
cuerpos estan ejerciendo entre si. Esta fuerza se distribuird entre los distintos puntos de la
linea de contacto de forma que la energia total de deformacién eldstica sea minima.

La obtencién de la distribucién de carga pasaria por desarrollar una expresiéon de la
energia de deformacién del sistema y minimizarla, obteniendo el reparto de carga entre
los distintos puntos de discretizacion. En este articulo se ha seguido este procedimiento
utilizando el método de las condiciones de Kuhn-Tiicker y, ademds, el método de los
multiplicadores de Lagrange cuya utilizacién, por ser més conocido, puede ayudar a entender
mejor la metodologia usada. Por los dos métodos se llega a la misma ecuacién matricial a
partir de la cual se puede despejar de forma directa el vector de fuerzas.

El objetivo de este trabajo ha sido la obtencién de la ecuacién matricial, de forma que
se pueda trabajar directamente con ella para resolver un amplio rango de problemas de
contacto. Para ello, el articulo se ha dividido en las siguientes secciones:

- Obtencién de una expresién de la energia de deformacién de un sistema formado por
dos cuerpos con varios puntos en contacto y la formulacion de este problema en forma
matematica.

- Minimizacién de la energia eldstica de deformacién usando dos métodos: las condiciones
de Kuhn-Tiicker y el método de los multiplicadores de Lagrange.

- Utilizacién de los resultados obtenidos para deducir una expresion matricial, con la que
se obtiene directamente la distribucion de fuerzas.

- Demostraciéon de su utilidad mediante la resolucién de un problema de reparto de carga
entre filetes de un tornillo de potencia.

ENERGIA DE DEFORMACI()N EN EL CONTACTO ENTRE DOS
CUERPOS ELASTICOS

El modelo de cuerpo elastico escogido para explicar los conceptos utilizados es el de la
viga en voladizo de seccién variable. Su equivalencia al comportamiento del diente recto de
engranaje se ha utilizado en otros trabajos'! y se puede suponer vélida para desplazamientos
pequenos. También se puede suponer que el comportamiento elastico es lineal, es decir, la
magnitud de los desplazamientos y las tensiones en cada punto son proporcionales a la carga
aplicada. Esta nueva suposicién implica que el material es elastico y que las deformaciones
son pequenas.

La energia de deformacién U es funcién cuadratica de la fuerza aplicada F; y la rigidez
del elemento mecanico k; (Apéndice I).

U= %ka(x) (1)

Si dos vigas contactan en un punto y en ese punto actiian la una contra la otra con
una fuerza unidad, tal como se muestra en la Figura 1, los desplazamientos en ambas vigas
vendran dados por la rigidez de cada una. La suma de ambos desplazamientos dard como
resultado la rigidez del par de vigas.

La Figura 2 muestra como evoluciona la energia de deformacion total para una carga
unidad. Su forma coincide con la de la suma de las rigideces de ambos cuerpos cuando estdn
en contacto en un sélo punto. La energia total de deformacién serd por lo tanto igual a la
suma de las energias de deformacién de los dos cuerpos y se denomina habitualmente como
rigidez de contacto. Esta energia sera

U= %(Fiél + Fidy) = %Fﬁ(/ﬁ (z) + ko(h — ) (2)

donde 61 y 9, son las flechas respectivas en los puntos de contacto.
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Figura 1. Sistema de dos cuerpos eldsticos con un punto en contacto

Figura 2. Evolucién de la rigidez en funcién de la localizacién del punto de contacto

Cuando el contacto entre los cuerpos se produce en dos puntos, la energia ya no depende
unicamente de las propias rigideces, pues el desplazamientos del punto donde actia una
fuerza también depende del valor del esfuerzo aplicado en el otro punto. A la flecha de la
viga en el punto = cuando actiia una fuerza unidad en el punto z; se le va a llamar 6(x, x;).

Cuando actian dos fuerzas sobre una viga, F; en x1 y F» en x,, el desplazamiento total
en xr; y en T, sera

dr1 = F10(z1, 1) + F20(21, 22)

(3)

dra = F16(z2, 1) + Fa0(z2, 22)

Si el contacto se produce en dos puntos, a partir del valor de las fuerzas aplicadas, se
podra obtener la expresion de la energia total de deformacién de la viga U

2U, = Fy (F101 (x1, 1) + F301 (21, 22)) + Fa (F161 (22, 21) + F2d1 (22, 22)) (4)

donde el subindice 1 de U; y é; denota la viga 1.
La ecuacion (4) se puede expresar de forma mads clara utilizando la notacién matricial

= (Rr ) ] [0 ®

Cuando los dos cuerpos estan en contacto en dos puntos, la energia total de deformacién
es igual a la energia de deformacién de un cuerpo mas la del otro. Teniendo en cuenta que:

- Fy y F; son iguales para los dos cuerpos por el principio de Newton de accién-reaccion.

- Si la ecuacién de la eldstica de la segunda viga &5, (¢, (;) viene expresada en coordenadas
locales (, se realizard un cambio de coordenadas para expresarla en las mismas coorde-
nadas que d1, que se tomaran como coordenadas globales, con lo que se podré operar con
las dos elasticas en el mismo sistema de referencia.
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La energia total de deformacién sera

_ _ 1 O (x1, 1) + 0a(x1,21)  01(x1,22) + 0a(z1,22) | | FA
U=Uit+l= 2 [FlFQ] [51(3«“2,1‘1) + 0a(2, 1) 01(x2, @) + do(22, 22) (6)

lo que se suele expresar de forma mas simplificada

1 €11 Ci2 Fy
U=-F, F 7
IR ]{ el 1B (7)
y generalizando para muchos puntos en contacto
1
U= S [FI'[C][F] (8)

en donde

cij =Y Olwizy); k=1,2 (9)
k

En este punto cabe hacer dos observaciones:

- Por el teorema de reciprocidad de Raleigh-Betti se tiene que c¢;; = ¢;;, con lo que la
matriz de coeficientes es simétrica.

- Si se admite que el desplazamiento de cada punto se produce tinicamente por la fuerza
que actia en dicho punto, la matriz [C] (matriz de los desplazamientos) es diagonal,
por lo que no hace falta el conocimiento de la eldstica en cada estado de carga para la
elaboracién de [C], sino tnicamente de la rigidez de cada punto.

Por el principio de minima energia, la configuracién final de tensiones y deformaciones
de un sistema sera tal que su energia interna alcance un valor minimo estacionario; ya que,
en virtud el teorema de Menabrea, un sistema hiperestatico adquiere la configuracién final
de fuerzas y deformaciones que haga minima la energia de deformacién elastica.

De acuerdo con ello, en el caso del contacto entre dos cuerpos eldsticos en varios puntos,
el vector de fuerzas se puede hallar minimizando la funcién de energia U, sujeta a las
restricciones de que la fuerza total es igual al valor dado y que no existe adhesién entre las
superficies, y por lo tanto, todas las fuerzas deben ser positivas.

La formulaciéon matematica del problema tendria el siguiente enunciado:

minimizar Z Z fici; f;
i

Zfi:F (a) (10)
fi=0 (b)
1=1...n

Las incégnitas de este problema son las fuerzas puntuales f;. La restriccién (a) de la
ecuacién (10) se deduce de que la fuerza total con que actia un cuerpo contra otro F' es un
dato de partida y que las fuerzas puntuales tienen todas la misma direccién. La restriccion
(b) de la ecuacién (10) se basa en que en el contacto no hay fuerzas de adhesién o atraccion,
ya que antes de que hubiera traccion dejaria de haber contacto.

La formulacion del problema se ha realizado considerando dos sélidos con varios puntos
en contacto, aunque en realidad se trata de areas de contacto. En el caso de elementos
transmisores de potencia como engranajes, tornillos, etc., estas dreas se simplifican por
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lineas de contacto cuando hay una dimensién que predomina sobre la otra y, a su vez, se
pueden discretizar estas lineas de contacto en una sucesién de cargas puntuales con el fin
de simplificar los céalculos.

METODOS DE MINIMIZACION DE LA ENERGIA DE DEFORMACION

Para la resolucién matemadtica del problema planteado en la ecuacién (10) existen varios
métodos. La funcién objetivo es cuadratica, lo que hace que no se puedan aplicar las técnicas
de programacion lineal que son las mas extendidas para resolver problemas de optimizacién.
Las rutinas tipicas de programaciéon cuadratica tienen el inconveniente de ser iterativas y
laboriosas y pueden surgir problemas de convergencia. También existe la posibilidad de
linealizar el problema como hizo Vijayarangan et al.!? para solucionar el contacto entre
cuerpos. Uno de los métodos adoptados ha sido el de asemejar el problema al tipificado de
Kuhn-Tiicker mucho més general y suficientemente conocido. Otro método ha consistido
en la aplicacién del método de los multiplicadores de Lagrange. Ambas técnicas ya fueron
usadas para modelizar el contacto en procesos de compactacion pulvimetalirgica por Cante
et al.,'® pero definiendo el problema de forma integral.

Método de las condiciones de Kuhn-Tiicker

El problema senalado anteriormente es equivalente al conocido como problema de Kuhn-
Thiicker,'* por lo tanto, sus soluciones son equivalentes y bastard con solucionar el problema
de Kuhn-T1icker, de cardcter mas general, una vez establecidas las condiciones de necesidad
y suficiencia para la equivalencia del problema. El enunciado del problema de Kuhn-Tiicker
viene dado, segtin la versién de Reklaitis,'* por la ecuacién siguiente

minimizar f(zx)
sujeto a gi(x) >0 j=1...J (11)
hi(z) =0 E=1...K
x=A{x1,29,...,2n}

La equivalencia entre este enunciado y la ecuacién (10) se hace patente introduciendo en
el problema de Kuhn-Tiicker las siguientes sustituciones

T =f;
f(z) =U{f}= Z ficiz fi
a)=f J=N 12
hi(z) =) fi—F K=1

Este problema, conforme a la teoria de Kuhn-T1icker, equivale a encontrar, ademéds del
vector Xy, los vectores uix s, v v1xx que cumplen las condiciones de las expresiones (13)
siguientes, siempre que se cumplan las condiciones de necesidad y suficiencia senaladas en
el Apéndice II.

Vi(x)— Z u;Vgi(x) — Z v Vh(x) =0
Jj=1 k=1 (13)

u;g;(x) =0

u; >0
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Haciendo las sustituciones en el problema equivalente y operando las condiciones (13),
resulta que las u; son nulas, quedando el siguiente sistema de ecuaciones

2fici + Zcijfj —v=0
77 (14)

Y fi—F=0

No se ha encontrado ningtn significado fisico a v, siendo un simple operador para calcular
la solucién.

Al hacer la equivalencia de Kuhn-T1icker han aparecido las variables ¢;; y v, aumentando
el niimero de ecuaciones pero también igualando su ntumero al ntmero de incégnitas, y
eliminando las inecuaciones.

Lo usual en la solucién de la mayoria de los problemas de Kuhn-Tiicker es que la
equivalencia no salga tan sencilla lo que obliga, como en los ejemplos presentados por
Reklaitis,'* a solucionarlos por tanteo. Las condiciones de necesidad y suficiencia se verifican
en este caso, como se aprecia en el Apéndice 11, lo que significa que la solucién tnica que
resuelve el problema es la auténtica, es decir, que las f; de la solucién del sistema de
ecuaciones (14) constituyen la verdadera distribucién de fuerzas que resuelven el problema
entre dos cuerpos en contacto.

El tipo de fuerza puntual es singular al dar tensiones infinitas en el punto de aplicacion
de la carga, pero lo que interesan son las deformaciones estructurales y no las locales, por
lo que el modelo se puede considerar valido. A su vez, si el nimero de puntos cargados
es suficientemente elevado, la solucién se aproxima més a la verdadera. Asignando a cada
fuerza puntual un area, se obtiene la distribucién de presiones sobre la superficie de contacto.

Método de los multiplicadores de Lagrange

Se presenta ahora una versién del problema solucionado por el método de los multipli-
cadores de Lagrange. En el cdlculo de la distribucién de carga por este método, el sistema
de ecuaciones final es idéntico al que resulta de la formulacién por las condiciones de Kuhn-
Tiicker.

Partiendo del problema mostrado en la ecuacién (10) se pueden sustituir las inecuaciones
de la restriccién (b) introduciendo valores a; como incégnitas, quedando el problema definido
de la forma

minimizar Z Z fici; f;6
J

i

M fi=F  (a) (15)

donde con las a; se han introducido n variables y n restricciones, eliminando las inecuaciones.
La funciéon a minimizar, siguiendo el método de los multiplicadores de Lagrange, tendra la
forma

U= ficifi— A (Z ﬁ—F) =2 Alfi—a)) (16)

i=1 j=1
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Siguiendo el método, se procede a hacer estacionaria la funciéon U

0fi i
ou
ou 2
o =0=—(fi —aj) (19)

g—g:O:(ZfiF) (20)

De (18) se deduce que todos los \; son nulos, con lo que de (17) y (20) se obtiene un
sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas, que proporciona los valores de f; y de
. Este sistema de ecuaciones coincide con el proporcionado por las condiciones de Kuhn-
Thicker, obtenido anteriormente, que de igual modo se puede representar en forma matricial,
pues las ecuaciones son lineales, con lo que el sistema que queda es equivalente al dado en
la expresién (14) con sélo sustituir v por A.

Habitualmente, el multiplicador de Lagrange A suele tener un significado fisico concreto.
En este caso no se ha encontrado, siendo un simple operador necesario para hallar la solucién
del problema.

Se puede percibir que los valores de las f; proporcionados por el método de los multi-
plicadores de Lagrange son todos positivos, pues antes de que una fuerza f; fuera negativa
dejaria de haber contacto. Sin embargo, matematicamente podria ocurrir que a,; fuera un
numero complejo. Una demostracion intuitiva de que esto no ocurre es que, para que la
energia fuera minima y la fuerza total sea constante, una fuerza negativa f; supondria que las
fuerzas positivas tendrian que aumentar, con lo que la energia del sistema total aumentaria,
con lo que se incumpliria el principio de minima energia.

De todas formas, al estar demostrado matematicamente que las condiciones de Kuhn-
Tiicker se cumplen, se puede extender esta conclusiéon al método de los multiplicadores de
Lagrange, pues los resultados son los mismos.

METODO PROPUESTO

Las soluciones al reparto de carga dadas por las condiciones de Kuhn-Tiicker y por los
multiplicadores de Lagrange expresadas en (14) tienen su forma matricial del siguiente modo

1 1 e 1 1 0 fi F
2c1; ¢z ... Ci(n—1) Cin -1 fo 0
Co1 2022 e SN Cop, -1 f3 = 0 (21)
Cpl  eee e 2¢,, —1 v 0

La matriz cuadrada de la ecuacién (21) se obtiene directamente a partir de la matriz de
desplazamientos [C], anadiendo la primera fila y la dltima columna y multiplicando por dos
los términos de la diagonal principal. En adelante se le va a llamar matriz de desplazamientos
modificada [C*] y tiene unas dimensiones de (n+ 1) x (n + 1).

De la expresion (21) se puede despejar el vector de fuerzas f;, invirtiendo la matriz de
desplazamientos modificada [C*]. El sistema de ecuaciones no es homogéneo y la matriz
diagonalizable, con lo que la solucién consistente en el vector de fuerzas f; serd unica.
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Para la obtencién de los valores de la matriz de los desplazamientos [C] se puede recurrir a
un método analitico, como se ha realizado en el ejemplo ilustrativo que se ha expuesto al final
del trabajo, o mediante el método de los elementos finitos (MEF). Este iltimo método se
puede aplicar directamente, modelizando simultaneamente los dos componentes en contacto
mediante los elementos de contacto, de los que suelen disponer los distintos cédigos, pero esto
requiere una gran capacidad computacional y mucho tiempo de cédlculo, pues el problema no
es lineal. Otra posibilidad es utilizar el MEF para hallar la matriz de los desplazamientos
de cada uno de los elementos, solucionando los dos problemas correspondientes a los dos
sélidos en contacto por separado. Se combinan ambas matrices y se opera para obtener
la matriz de los desplazamientos modificada [C*], pudiendo a partir de la ecuacién (21)
obtener directamente el vector de fuerzas f; sin necesidad de recurrir a elementos no lineales
de contacto y consiguiendo una mayor precisién al haber resuelto cada uno de los elementos
por separado, permitiendo usar un mallado mucho més fino en cada caso.

El vector solucién de las ecuaciones (21) y (22) es la primera columna de la inversa de
la matriz de coeficientes multiplicado por F'.

El método presentado es simple y econdémico:

- La restriccion sélo aumenta la matriz final en una fila y una columna.
- Solo se necesita el cdlculo de una columna de la matriz inversa. Esto evita una gran
cantidad de operaciones al ordenador.

Por el método de diagonalizacién de Gauss-Jordan, el aumento de la matriz complemen-
taria seria sélo en una columna con el valor F' en la primera fila y cero en el resto, en lugar de
anadir tantas como filas hay en la matriz original. Con esto se tienen n*(n — 1) operaciones
algebraicas menos que usando el método de diagonalizacién completo, siendo n la dimensién
de la matriz a invertir

Cuando se tienen diferentes zonas de contacto cuyos desplazamientos son independien-
tes entre si (ej. cuando dos o més pares de dientes de engranaje estdn en contacto si-
multdneamente), la matriz [C*] tiene muchos ceros, pues el desplazamiento producido en
los puntos de una zona de contacto no influye en el desplazamiento de otra. Las ecuaciones
matriciales tendrian una forma como la que sigue

1 107 ({/h F
€, o ... 0 —=1||{fh 0
0 [C ... 0 -1 ov=X0 (22)
0 [C]N -1 (¥ 0
siendo [C]y, [C)a,...[C]n las matrices de desplazamiento correspondientes a cada zona de

contacto, con la diagonal duplicada.
Cuando la matriz de los desplazamientos [C] es diagonal (¢;; = 0 cuando ¢ # j), de la
ecuacion (21) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

2F

v= T (23)
1

fi= i (24)
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De esta tltima expresién se deduce que cuanto menor es ¢;;, mayor es la fuerza soportada
por el punto ¢, por lo que se podria decir que en la linea de contacto entre dos cuerpos cuya
evolucién de la rigidez tiene el minimo en un punto intermedio (como la linea discontinua de
la Figura 2), la distribucién de fuerza tendra un méximo en el punto donde esta el minimo
de rigidez conjunta.

Ejemplo ilustrativo

Se ha escogido un ejemplo sencillo que muestra la utilidad del método. EI problema
elegido consiste en determinar el reparto de carga entre los filetes de un tornillo de potencia.
Este tornillo de potencia tiene cuatro espiras que se han modelizado como cuatro dientes
circulares que estan equidistantes a lo largo del tornillo, como se aprecia en la Figura 3.
La seccién circular del tornillo es Ay, la seccién de la tuerca a mover es A, y la distancia
entre espiras es la longitud de paso P. La fuerza total aplicada F' es igual a la suma de las
reacciones en cada uno de los dientes I}, Fy, F3 y Fy. En el cdlculo de la rigidez de cada
punto de contacto se desprecia la deformacion del diente frente al alargamiento del tornillo
y de la tuerca en la direcciéon de su eje de giro.

F
]
! l
2 ; N\
3 -
4 N

Figura 3. Configuracién de un tornillo de potencia
La deformacién de un sélido elastico de secciéon uniforme viene dado por

F

Al i Al (25)
En el caso del tornillo, la deformaciéon de un diente Al; sera la suma de la deformacion
de cada uno de los tramos hasta el punto de aplicacion de la carga. La deformacién tomada
en el tornillo a la altura del punto 1 es 0, porque la fuerza F' en el tornillo se considera
aplicada a la misma altura del punto de contacto del diente. En el punto 2 la deformacién
del tornillo sera proporcional a la fuerza total y a la distancia deformada segun la siguiente

expresion

F-F

Al, = P7F2+F3+F4

= P 26
E A, E A, (26)

En el punto 3 sera la suma de la del punto 2 més la compresion en el tramo 2-3, sometido
a una fuerza es F5 + F)

Ak:&+ap+ﬁ+&+mpzﬁ+ﬂﬂ+ﬂ)

E1A1 ElAl ElAl

P (27)
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De este modo se puede determinar el desplazamiento de cada uno de los puntos en el
tornillo y en la tuerca cuando se ejerce una fuerza total F', tal como se muestra en la Tabla I.

Punto Tornillo Tuerca
1 0 (F13 4 F»2 4 F3)P/Ey A,
2 (Fo+ F5+ Fy)P/E1A;  |(2F) + 2F, + F3)P/Ey A,
3 (Fo+2F3+ 2F,)P/E A, | (Fy+ Fy+ F3)P/EyA,
4 (Fy + 2F3 + 3F3)P/E Ay 0

Tabla I. Desplazamientos en los puntos de contacto en funcién de las fuerzas

La energia total de deformacién sera la suma de los productos de la fuerza que actia en
cada punto por su desplazamiento, tanto en el tornillo como en la tuerca. Arreglando los
términos, queda la siguiente formulacién matricial

3 2 1 0

Es A Ez Az EzAs F
2 2 1 L1 1 r
E:P[Fl F, Fj F4] E21A2 E21A2 _i_E11A1 EllAl +E22A2 Elel F2 (28)
ExAs  ExAs | E1A;  E2A; | E1A1 EiAs 3
0 1 2 3 Fy
E1 Ay E1 Ay E1 Ay

El problema se resuelve minimizando la funcién anterior sujeta a la restricciéon de que la
fuerza total sea igual a F' y que cada una de las fuerzas sea positiva. El problema queda
entonces resuelto aplicando la expresién (21), de donde se puede obtener la fuerza que
soporta cada filete del tornillo.

1 1 1 1 0 T
3 2 1
Ay FaAy FaAy 0 -1 3 F
2 92 2 1 1 1 1 1 Fy 0
E>As EsxAs + Eq1Ay Eq1Aq + Ez Az E1 Ay - F3 P= 0 (29)
1 1 1 1 2 2 F. 0
E2A2 E2A2 E1A1 2 <E2A2 + ElAl) ElAl _1 U4 0
1 2 3
L 0 EL A, E1 A, 2E1A1 _1_

Mediante la obtencién de la primera columna de la matriz invertida se tiene la porcion
de fuerza que soporta cada filete. Este método también se puede aplicar al estudio del
reparto de carga a lo largo de la linea de contacto en engranajes helicoidales, mediante la
adecuada discretizacién, como hizo Estrems et al.,'%!7 y a otras muchas aplicaciones, como
la determinacion de aprietes en la sujecion de piezas a maquinas herramienta, etc.

CONCLUSIONES

Los métodos usados para la determinacién de la distribucién de carga entre dos cuer-
pos con varios puntos en contacto habitualmente son muy costosos en requerimientos de
hardware y software y en la mayoria de los casos se tienen que resolver con algoritmos ex-
cesivamente complejos para alguien no especialista. Ademads, su planteamiento y resolucién
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requiere una gran inversion en tiempo de preproceso, de resolucién y de interpretacién de los
resultados. En este articulo se ha desarrollado un método que, si bien tiene alguna simpli-
ficacidn, presenta la robustez y flexibilidad necesaria para poder implementarlo ficilmente
y resolver un amplio rango de problemas del contacto entre componentes mecénicos, con la
suficiente aproximacion.

Se ha realizado una formulacién matricial de la energia de deformacién de dos cuerpos con
varios puntos en contacto entre si. A partir del principio de minima energia de deformacion
se ha obtenido el reparto de carga entre los distintos puntos en contacto, utilizando dos
métodos de minimizacién de la energia: las condiciones de Kuhn-Tiicker y el mas conocido
de los multiplicadores de Lagrange.

Las soluciones obtenidas por ambos procedimientos son equivalentes y se les ha dado una
formulacién matricial que posee las siguientes ventajas:

- La solucién se obtiene de modo directo, a partir de un sistema de n ecuaciones con n
incognitas.

- Al solucionar el sistema de ecuaciones se realizan n?(n — 1) operaciones menos que la
inversion habitual de Gauss-Jordan, ya que la matriz de términos independientes sélo
tiene un elemento no nulo.

Por ultimo se ha mostrado un ejemplo ilustrativo, en el que el procedimiento se aplica
para determinar el reparto de carga ente filetes de un tornillo de potencia.
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APENDICE I: RIGIDEZ DE UNA VIGA EMPOTRADA EN UN EXTREMO

Se define la rigidez K; de la viga en un punto P como el desplazamiento del punto P donde
se aplica la carga y en la direcciéon de ésta cuando el valor de la misma es la unidad. Si se
representa graficamente la rigidez respecto de la distancia de P al empotramiento, se obtiene una
curva creciente K como la mostrada en la Figura 2. Al ser un material eldstico y los desplazamientos
pequenos, el desplazamiento en un punto serd proporcional a la carga aplicada, pues se trabaja dentro
del ambito lineal.

§ = Fik(z) (30)

La energia de deformacién de la viga serd igual al producto de la fuerza por el desplazamiento
en el punto de aplicacién de la carga, y dividido por dos si se supone el proceso de aplicacién es
cuasiestdtico, con lo que al sustituir la ecuacién (30) resulta que la energia de deformacién U es
funcién cuadratica de la fuerza aplicada.

1 1

Si dos vigas contactan en un punto y en ese punto actian la una contra la otra con una fuerza
unidad, tal como se muestra en la Figura 1, los desplazamientos en ambas vigas vendran dados
por la rigidez de cada una. La suma de ambos desplazamientos dard como resultado la rigidez del
par de vigas. Al venir las rigideces en funcién de la distancia desde el punto de carga hasta el
empotramiento, en una de las vigas se hara una traslacién del origen de coordenadas de forma que
la nomenclatura usada en las expresiones coincida con las entidades de acotacién de la Figura 1.

APENDICE II: CONDICIONES DE NECESIDAD Y SUFICIENCIA

La solucion del sistema de ecuaciones cumple las condiciones de necesidad y suficiencia de Kuhn-
Tiicker, para la resolucién del problema (10). La condicién de necesidad tiene la siguiente expresién

fg.hecC
Vg,Vh independientes (32)
I} solucién
con lo que
= 3 {v} y {u} [{z}, {v},{u}] = solucién (33)

El problema que aqui se plantea, se trata un problema del continuo real, por lo que al hacer las
equivalencias se obtiene, por un lado, que las funciones son continuas, como se puede observar en las
equivalencias descritas en la Ecuacién (12); por otro, que los gradientes independientes, dado que
son constantes e iguales a la unidad en todos sus componentes; y por ultimo, que la incégnita existe,
pues el problema es real.

La condicion de suficiencia se expresa del siguiente modo

f(x) convexa
gi(x) céncava
hi(z)  lineal
{z} solucién

= {z} minimode f(x) (34)

Todas estas condiciones las cumple el problema de modo evidente si se observan las transformadas
(12), por lo que la solucién del problema (10) dado por el sistema de ecuaciones matricial (21) es la
oOptima.
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