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Resumen

Se presenta una formulacién en multiescalas del método de elementos finitos capaz de estabilizar el compor-
tamiento de elementos mixtos en problemas de elasticidad y de plasticidad incompresibles en deformaciones
infinitesimales. Esta formulacion esta basada en el concepto de las subescalas ortogonales y se aplica a
elementos con interpolaciones de desplazamientos y presién continuas. La formulacién permite eludir la
condicién de estabilidad de Babuska-Brezzi y ofrece como principal ventaja la posibilidad de utilizar in-
terpolaciones lineales en elementos mixtos triangulares y tetraédricos, muy convenientes en aplicaciones de
interés practico. Una de las contribuciones mas relevantes de esta formulacién es la eficacia y originali-
dad de la aproximacion propuesta al pardametro de estabilizacién. En este articulo se explican tanto las
consideraciones empleadas en el planteamiento como los principales aspectos de implementacién. Final-
mente, mediante ejemplos de simulacién se muestra el buen comportamiento de los elementos obtenidos en
comparacién con las formulaciones estdndar y la del elemento Q1PO.

STABILIZED FORMULATION FOR TRIANGULAR AND TETRAHEDRAL FINITE ELEMENTS
IN INCOMPRESSIBILITY PROBLEMS WITH INFINITESIMAL STRAINS

Summary

In this paper, a multi-scale finite element formulation to stabilize the behaviour of mixed elements in
incompressible elasticity and plasticity problems with infinitesimal strains is presented. The formulation is
based in the concept of orthogonal sub-scales and it is applied to elements with continuous interpolations for
displacements and pressure. The formulation allows to circumvent the Babuska-Brezzi stability condition
and offers as main advantage the possibility of using linear interpolations in triangular and tetrahedral mixed
elements, which is very convenient in practical applications. The main contribution is the efficiency and
originality of the proposed approximation for the stabilization parameter. In the paper, both the derivation
and the main implementation aspects are explained. Finally, simulation examples are offered to demonstrate
the satisfactory behaviour of the proposed elements, when compared with the standard formulation and the
Q1PO0 element.
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INTRODUCCION

El método de los elementos finitos ofrece en general buenos resultados en una gran
variedad de problemas en la ingenierfa. Sin embargo, se encuentran importantes dificultades
en la aplicacién del método en diversas aplicaciones de interés practico, notablemente en pro-
blemas en medios incompresibles, donde la formulacién estdndar en desplazamientos ofrece
pésimos resultados. En mecéanica de sélidos el comportamiento incompresible en régimen
eldstico se presenta en materiales elastémeros y en sdlidos porosos htumedos saturados.
Por otro lado, en régimen plédstico presentan comportamiento practicamente incompresible
los metales en el transcurso de la fluencia. De hecho, la hipdtesis comun a los modelos de
plasticidad J2, de amplio uso en la simulacién numérica de metales, es que las deformaciones
plasticas se desarrollan de manera isocérica. Es necesario entonces conocer las limitaciones
del método, conocer las causas que originan estos inconvenientes y desarrollar formulaciones
capaces de brindar resultados satisfactorios, incluso en estos casos.

Al plantear un problema mediante el método de elementos finitos se adopta un espacio
de funciones de prueba, concretamente funciones de interpolacién nodal, con la finalidad
de aproximar la solucion correspondiente al medio continuo. En esencia lo que se hace es
convertir un problema de infinitos grados de libertad en un problema discretizado, cuya
solucién tiene un nuimero finito de grados de libertad. El método de elementos finitos
permite encontrar la mejor aproximacion a la solucién dentro del espacio de funciones de
prueba. Es decir, se resuelve un problema con restricciones adicionales y, por lo tanto, la
solucién es mas rigida que la real. En ciertas situaciones el espacio de funciones de prueba
resulta demasiado pobre e incapaz de aproximar el comportamiento del medio continuo.
Como consecuencia de ello, la solucién del campo de desplazamientos ofrecida por el método
de elementos finitos, que en general es infraestimada, en casos extremos podria llegar a ser
cercana a la nula. A este fenémeno se le denomina bloqueo. Al abordar aplicaciones en
medios incompresibles, los elementos finitos de bajo orden de interpolacion de la formulacién
estandar en desplazamientos presentan este defecto, que se caracteriza por la dramética
subestimacién de las deformaciones y por la imposibilidad de calcular la tensién media,
también conocida como presion.

En la literatura que aborda este problema en la mecanica de sélidos se pueden encontrar
varias estrategias basadas en formulaciones mixtas o en la formulaciéon de deformaciones
mejoradas (“enhanced asssumed strains”, EAS). La formulacién EAS plantea la incorpo-
racion de modos de deformacién adicionales a los elementos estandar, de acuerdo con ciertas
condiciones, con la finalidad de eliminar el fenémeno de bloqueo tanto en problemas de in-
compresibilidad como en problemas de flexion'®1?. Por otro lado, la formulacién mixta
u/p considera la presién como variable independiente adicional, introduce de esta manera
mayor flexibilidad y ofrece un marco natural para el desarrollo de elementos para proble-
mas en medios incompresibles. Sin embargo, las formulaciones mixtas estan restringidas
por la condicién de Babuska-Brezzi', que establece los requisitos de compatibilidad entre
las funciones de interpolacion de los campos involucrados para garantizar que la respuesta
en presién sea estable. Esta condiciéon descarta los elementos de igual orden de interpo-
lacién, en particular los elementos u/p con interpolaciones lineal/lineal. Por otro lado, la
formulacion EAS tiene importantes limitaciones, puesto que adolece de ciertas inestabili-
dades numéricas. Ademads, esta formulacién y las que se derivan de ella no son aplicables a
elementos triangulares o tetraédricos lineales!”, que son de gran interés practico por su bajo
coste computacional y su versatilidad para la generacién de mallas sobre configuraciones
geométricas realistas. Estas ventajas han motivado la propuesta de formulaciones mixtas
estabilizadas adecuadas a este tipo de elementos?2:20:15:14

Las técnicas de estabilizacion han alcanzado gran desarrollo en el contexto de la mecanica
de fluidos, debido a la necesidad de solucionar las dificultades numéricas que se presentan en
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diversas aplicaciones. En particular, el método de las subescalas propuesto en este ambito
por Hughes!'? ofrece un marco general, en el cual se encuentra explicacién fisica a varias de
estas técnicas. La idea fundamental es concebir la solucion del problema en dos escalas: una
resoluble en el espacio de elementos finitos y otra, denominada subescala, con la finalidad
de considerar adecuadamente el efecto de la componente de la solucién que no se puede
captar en la solucion de elementos finitos. En mecanica de sélidos, Hughes ha aplicado este
método a problemas de localizacién®!°. En la referencia 10 la subescala se define mediante
funciones y parametros ad hoc, de manera similar al método de deformaciones asumidas de
mejora (EAS). En el contexto de la mecdnica de fluidos, Codina ha propuesto el método
de las subescalas ortogonales®, un método ingenioso y preciso que se enmarca en el método
general de las subescalas.

Motivados por la similitud de las ecuaciones que gobiernan respectivamente el problema
de Stokes en mecanica de fluidos y el problema de incompresibilidad en elasticidad lineal,
los autores del presente trabajo han aplicado el método de las subescalas ortogonales como
una técnica de estabilizacién en el contexto de la mecanica de sélidos*. La efectividad
y robustez de la formulaciéon han motivado la extensiéon de su aplicacién a problemas no
lineales, tanto desde el punto de vista del modelo constitutivo como del rango de las defor-
maciones. En la referencia 21 se ha desarrollado la formulacién de elementos estabilizados
lineales triangulares y tetraédricos en mecénica de sélidos, aptos tanto para incompresibili-
dad elastica como para elasto-plasticidad J2, en deformaciones infinitesimales y en grandes
deformaciones. En las referencias 5 y 2 se presentan aplicaciones de la formulacion en el
rango de las deformaciones infinitesimales elastoplasticas J2.

En el presente articulo se presenta una sintesis de la formulacion de estos elementos en el
contexto de las deformaciones infinitesimales, en la que cabe resaltar la propuesta de aproxi-
macién al pardmetro de estabilizacion. En la siguiente seccién se presenta la formulacién
mixta u/p del problema de incompresibilidad inducido por el modelo de plasticidad J2.
Mas adelante se presentan el planteamiento correspondiente en multiescalas, la aplicacion
del método de estabilizaciéon de las subescalas ortogonales al problema y algunos aspec-
tos de la implementacion de los elementos propuestos. Finalmente se comprueba el buen
comportamiento de los elementos propuestos mediante diversas simulaciones numéricas en
comparacién tanto con la formulacién estandar como con la formulacién mixta correspon-
diente al elemento Q1P0.

FORMULACION MIXTA PARA PLASTICIDAD J2

Antes de presentar la formulacién es conveniente introducir previamente la notacién
estandar bésica. Sea la regién del espacio ocupada por un cuerpo €2, un dominio abierto en
R™im  donde ngim es el nimero de dimensiones del espacio, €2 su clausura, y su contorno
I, tal que I' = 99, U0 y 0Q, NI = 0. El espacio de funciones cuyo cuadrado es
integrable en Q es L2 (Q) y H'(f) es el espacio de funciones cuyas primeras derivadas
pertencen a L? (Q). Se utilizan caracteres en negrita para las respectivas contrapartes
vectoriales de estos espacios. Los productos internos L? en Q y 99 se denotan por (-,-) y
(+,-)9q respectivamente. En lo sucesivo se entenderd la ortogonalidad con respecto a este
producto.

Forma fuerte

El problema mecédnico cuasiincompresible se puede formular considerando la tensién
media o presién p como variable independiente, adicional al campo de desplazamientos u.
En funcién de estas dos variables, el tensor de tensiones o se define como

o = pl+s(u) (1)
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donde s(u) =dev (o) es la componente desviadora del tensor de tensiones y p = #tr (o)
la presién. La expresién del tensor de tensiones en (1), desacoplada en componentes
volumeétrica y desviadora, es la opcién natural a emplear en esta formulacion. El tensor de
deformaciones se puede expresar como

1
€= gevl + dev [¢] (2)
en funcién de sus componentes volumétrica €, = tr (¢) y desviadora dev [¢], respectivamente.
Las ecuaciones constitutivas correspondientes se pueden expresar como

P = K&y (3)
s(u) = 2pudev[Viu —eP| = 2udev [¢9] (4)

donde ¢, es la parte volumétrica de las deformaciones, ¢ y &P la deformacién elastica y
pléastica, respectivamente, p el médulo de cizallamiento y x el médulo de compresibilidad
del material. Segin se establece en (4), la relacién entre los médulos de las tensiones
desviadoras y las deformaciones desviadoras eldsticas es lineal en funcién de p, es decir,

sl
2= v 1] (5)

La hipétesis comiin a los modelos de tipo J2 es que la deformacion plastica es isocérica,
es decir la parte volumétrica de las deformaciones plésticas es nula, €} = 0. Por lo tanto

gp=tr(e) =V -u=tr (e (6)

La forma fuerte del problema, con las condiciones de borde correspondientes, se puede
plantear como: hallar los campos de desplazamientos u y presion p, dada la fuerza de
volumen prescrita b, tales que

V:-s+Vp+b = 0 en (7)
Viu——-p = 0 en () (8)

u =0 en 08, (9)

oc-n =t end (10)

donde se ha reemplazado la expresion de las tensiones o dada en funciéon de u y p por la
relacién constitutiva (1). Obsérvese que la formulacién es vélida, tanto en el caso com-
presible como en el limite incompresible. En particular, en el caso incompresible, es decir,
cuando k — 00, la ecuacién (8) se transforma en

V-u=0 en (11)

Las ecuaciones asociadas al problema se pueden expresar en forma compacta en un
arreglo como

LU)=F (12)
donde U := [u, p]t es el vector de incéngnitas y
. _ | VP —=V-s(u)
L£(U) —[ —%p—i-v-u ] (13)

J—“::[g} (14)
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Forma débil

Considérense U := [u, p]t EWoy W = [w, q]t € W) los vectores de incégnitas y
funciones de ponderacion o variaciones admisibles, respectivamente; el espacio de funciones
Wo = Vox @, donde Vy y Q son los espacios de los desplazamientos y presiones. Utilizando
la notacién compacta definida en (12), la forma variacional del problema (7)-(8) se puede
escribir como

(£ (U), W) = (F, W) YW € Wy (15)

Mediante la integracién por partes se obtiene la correspondiente expresion compacta del
problema en forma débil como

R(U,W)=0 YW € W (16)

donde
(Vew,s) + (V- w,p) +1(w)

R(U,W) = (¢, V -u) — (¢, 1p)

(17)

donde se ha definido el operador [ (w) := (w,b) + (w,t) 5+ Los espacios Vo y Q quedan
definidos por los requisitos de integrabildad de las ecuaciones en (15), respectivamente,

Vo={w e H' () | w=0en0Q,} y Q =L*(Q) (18)

Discretizacién

El planteamiento canénico por elementos finitos implica definir una particién regular
del dominio Py, (€2) en nepy, subdominios €2, y construir los correspondientes espacios de
dimensién finita asociados a esta para las aproximaciones. Estos espacios son: V, € V, Oy,
€ Qy Wy =V, xQp. Las funciones en V), son continuas, mientras que las funciones en Qp,
no necesariamente. Asimismo los correspondientes polinomios de aproximaciéon pueden ser
de diferente orden. De esta manera en notacién compacta el problema discretizado consiste
en hallar U, € W), o tal que

R (U, W,)=0 YW, € Wi (19)

La formulacién mixta permite evaluar la presién como una variable independiente. Esta
flexibilidad adicional con respecto a la formulacién irreducible en desplazamientos no es
ilimitada; existen restricciones de compatibilidad entre los campos de interpolaciéon de las
formulaciones mixtas fuera de las cuales no cabe esperar de estas un buen comportamiento.
Concretamente, para garantizar la respuesta estable de la presién en esta formulacién mixta
se debe verificar la condicién de Babugka-Brezzi'. Las interpolaciones de desplazamientos y
presién de igual orden, en particular la interpolacién lineal /lineal, no cumplen esta condicién
y como consecuencia no ofrecen un buen comportamiento. Con la finalidad de eludir esta
condicién y obtener una adecuada respuesta de la presion, los métodos de estabilizacién
modifican la forma débil (19) e introducen términos dependientes de la malla, generalmente
sin sustento fisico claro.

FEn la siguiente seccion se plantea el problema en el marco del método de las subescalas,
aplicado como técnica de estabilizaciéon con el objetivo de obtener elementos mixtos con
interpolaciones lineal/lineal con comportamiento estable.
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FORMULACION EN MULTIESCALAS

Planteamiento en multiescalas

La solucién de un problema por el método de elementos finitos consiste en buscar en
un espacio de funciones de dimensién finita W, o C Wy una aproximacion a la solucién de
un problema en un medio continuo. La idea fundamental que introduce el método de las
subescalas es que al definir una malla de elementos finitos quedan establecidas dos escalas
o niveles de resolucion, una que corresponde a la malla y serd captada mediante la aproxi-
macién de elementos finitos y otra més fina, que corresponde a la parte que no se logra captar
mediante la malla, que se denominard subescala (“sub-scale” o “sub-grid scale”)!%!3. De
acuerdo con este punto de vista, si bien se admite que existe una componente, no resuelta de
la solucién que no se puede captar, se deberia al menos aproximar de alguna manera el efecto
de la subescala sobre la componente que se resuelve numéricamente. Diversos problemas de
estabilidad numérica tendrian como origen el no considerar los efectos de las subescalas en la
escala de la malla de elementos finitos. El objetivo del método de estabilizaciéon es mejorar
el comportamiento de la formulacién teniendo en cuenta una aproximacién adecuada de
estos efectos.

En este contexto, al considerar que ademas de la componente aproximada por la solucién

de elementos finitos Uy, € W), existe una componente no resuelta U, la solucién exacta se
puede expresar como

U=0U,+ U
donde _
u uy, u
= 2
—— —— = —
U U, O

La componente Uy, se puede entender como la proyecmon de la solucién exacta sobre el
espacio de elementos finitos, mientras que la componente U e W donde W se denomina
espacio de las subescalas. De esta manera el espacio en que se busca la solucién exacta del
problema se concibe como

W = W,aW

Es decir, W es un espacio complementario a Wy, en W, en el que se buscan las subescalas
de la solucién. Esta es la clave del método de las subescalas, en cuyo marco se disenan los
elementos finitos propuestos.

El planteamlento en multiescalas del problema expresado en (15) se escribe como hallar

Up,eWyry U c W tales que

R (Uh + G,Wh> =0 YW, € Who (21)

R (Uh + G,Vv) ~ 0 YW e W (22)

A partir de la ecuacién (21) se obtendra una relacién aproximada entre la subescala U

y la solucion por elementos finitos Uy, con la finalidad de considerar los efectos de U en la
ecuacién correspondiente al espacio de elementos finitos (20).

En este trabajo el método de las subescalas se emplea especificamente como técnica de
estabilizacién de la formulacién mixta con la finalidad de obtener elementos mixtos u/p
con interpolaciones lineales y continuas que ofezcan comportamiento estable. La condicién
de Babuska-Brezzi, que descarta los elementos con estas interpolaciones, indica que la
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interpolacion del campo de desplazamientos debe ser mas fina para garantizar estabilidad.
Esto sugiere que para lograr una formulacién estabilizada el refinamiento de la solucién
U = Uy, 4+ U es indispensable especificamente en el campo de los desplazamientos. Como
se comprobard mediante los resultados obtenidos en las simulaciones, el refinamiento en el
campo de desplazamientos es suficiente para lograr una formulacion con comportamiento
estable. De acuerdo con lo anterior, en este trabajo no se considera la subescala en el campo
de la presion y se adopta p = 0.

Consideraciones acerca de las subescalas y el flujo plastico

Si se tiene en cuenta que el efecto de las subescalas es de orden” 1 ~ O (hQ), se puede
introducir en la formulaciéon una aproximacién a la componente desviadora de las tensiones
s (u) mediante un desarrollo en serie de Taylor alrededor de uy, en el que se han de con-
siderar despreciables los términos de orden del cuadrado de las subescalas y mayores, es
decir,

s (wp+1) = sp, (Wp) + Tslyy, : VU+O (W)

donde Es|u:uh es el tensor constitutivo tangente desviador evaluado en u = uy. Este ten-
sor relaciona las tensiones desviadoras y las deformaciones totales. El producto tensorial
ES’u:uh : V*®u representa un incremento s de las tensiones desviadoras por efecto de las
subescalas. Desde este punto de vista las subescalas se pueden considerar como una per-
turbacion superpuesta a uy. El producto tensorial anterior involucra en forma efectiva sélo
la componente desviadora de las deformaciones debido a que el tensor €5 es desviador. Es
decir 8§ = Cslyy, : VU = Cf,,, : dev[V*u]. El incremento de tensiones desviadoras
correspondiente a las deformaciones desviadoras totales asociadas a las subescalas se puede
estimar de manera sencilla si se hace una aproximacion al médulo de Es|u:uh en funcion
de 2u, que segin (4) representa la relacion entre tensiones desviadoras y la componente
elastica de las deformaciones desviadoras. Efectivamente, a partir del valor de 2u dado por
(5), la relacién entre las tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras totales se
puede estimar mediante el coeficiente 2u*, calculado como

Is| ey, o)
[dev [Veulll |y, — ldev[Voul]l [y,

El coeficiente 2", que podria denominarse moédulo de cizallamiento efectivo, se puede in-
terpretar en la curva de tensiones desviadoras y deformaciones desviadoras como el médulo
secante en u = uy, tal como se puede apreciar en la Figura 1. Este coeficiente 2u* re-
presenta el efecto del flujo plastico en la relacién entre las tensiones desviadoras y las
deformaciones desviadoras totales, por lo tanto debe considerarse cuando se desarrolle el
régimen plastico. Cuando se desarrolla el flujo plastico, las deformaciones desviadoras to-
tales, particularmente las plasticas, crecen con respecto a las tensiones desviadoras en forma
sustancialmente mayor que en régimen eldstico, por consiguiente, este efecto se debe consi-
derar en la aproximacion. Sélo si las deformaciones plasticas son relativamente pequenas en
comparacién con las eldsticas, se pueden obtener resultados aceptables y comportamiento
estable de la presion utilizando simplemente el médulo de cizallamiento p. En fase de carga
o descarga elastica el médulo de cizallamiento debe tomarse igual al valor eldstico, es decir
igual a p. De esta manera el médulo de cizallamiento es

o= * (24)

' 7 en carga o descaraga elastica
7 si se desarrolla flujo plastico
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Figura 1. Gréfico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras en
modelo elastoplastico con plasticidad J2

Con estos resultados el producto tensorial Es|u:uh : dev [V*u] se puede aproximar como
Cslyy, : dev[Vu] =5 = 24/dev [V°1]

De esta manera, si bien es cierto que s (-) es no lineal, es posible descomponerla en la
suma de dos contribuciones. Por un lado sp (uy), proveniente del efecto inducido por el
campo estdndar de elementos finitos y por otro's, correspondiente al efecto de las subescalas,
es decir,

s (up+1) & sp, (up) + 5 (up,u) (25)

Descomposicion en escala de malla y subescalas

De acuerdo con lo anterior la expresién (15) se puede separar en

R (U, W,) + R (ﬁ,wh) = 0 YW, € Wi (26)
R(Uh,Vv) +R(I~J,W) -0 VYWeWw (27)

Debe resaltarse que el objetivo es obtener una estimacién de los efectos de las subescalas,
cuya evaluacién numérica en las ecuaciones de balance sea viable, y no necesariamente

calcular el valor mismo de U. De acuerdo con esto en el desarrollo se consideran los efectos
de las subescalas sélo en el interior de cada elemento, es decir las integrales en los contornos

de los elementos se consideran nulas. De este modo R (U, Wy) vy R <I~J, Wh> se pueden

expresar, respectivamente, como

| (VPwassp)gr + (Vowypn) o — (wn)
R (UnWa) = [ (0¥ - — 1),y ] (28)
R(fj,wh> _ [(VSW@?@% [)Z/Su])Q/:| (29)
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donde se ha introducido la notacién (-, -)q, := Y 07" (-, -)q_ . Obsérvese que la ecuacion (26)
expresa el balance de momentum, o ecuacién de equilibrio, y la ecuacién de la deformacién

volumétrica, planteadas en el espacio de elementos finitos W), o; el término R (ﬁ, Wh> en

esta ecuacion representa el efecto de las subescalas en la solucion por elementos finitos. La
integracién por partes de este término con la finalidad de reducir el orden de derivacién
sobre u da como resultado

(30)

R (ﬁaWh) = [ — @V - (2prdev [Viwn]))g ]

— (ﬁ, VQh)Q/

A partir de la ecuacién (27), definida en el espacio VNVO, se obtiene mediante integracion
por partes

— (W,V - (2¢/dev [V*U])) ) = (W,V - sp 4+ Vi + b) gy (31)

Esta expresién relaciona a través de proyecciones sobre el espacio Wy la subescala u
con el residuo de la ecuacién de balance de momentum r, = V - s, + Vpy, + b. Es necesario
considerar en (30) alguna aproximacién, como la siguiente en cada elemento

- 2u/dev Vo]l 24" [ |[a] 1~
IV - (24 dev [Vom)| o, i o ) = = Il (32)
a partir de la cual queda definido el parametro 7. como
ch?
Te = 200 (33)

en funcién de la longitud caracteristica del elemento he, el médulo p' y una constante
¢ a determinar mediante experimentos numéricos. El pardmetro 7. definido en (33) se
denomina pardmetro de estabilizacion. Como se puede observar, queda definido en funcién
del coeficiente 1/, que refleja el efecto del flujo pldstico en las deformaciones desviadoras (23).
Este pardametro se emplea en la siguiente seccién para aproximar el valor de las subescalas
u a partir de (31). Esta aproximacion al pardmetro de estabilizacién en funcién del médulo
de cizallamiento efectivo es una contribucién original??. En el caso de elementos lineales
con un sélo punto de integracion por elemento el valor de 7. es inico por cada elemento.

El asunto que queda pendiente es obtener la aproximacién a las subescalas. En el
marco general del método de las subescalas caben diversas posibilidades para definir la
aproximacion a las subescalas, incluso la definicién de funciones especificas. En principio
el espacio Wy podria ser cualquier espacio complementario al espacio de elementos finitos.
La alternativa adoptada en este trabajo se presenta en la siguiente seccién.

LAS SUBESCALAS ORTOGONALES

Entre las diversas posibilidades del método general Codina® propuso como espacio na-
tural para la bisqueda de las subescalas el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos.
Esta definicién da origen a una formulacién ingeniosa y precisa denominada método de las
subescalas ortogonales. De acuerdo con este planteamiento se adopta como aproximacién
para el espacio de las subescalas

VNVO ~W A W1 (34)

donde W1 es el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos; por lo tanto, Ue Wy
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De acuerdo con este planteamiento, en (31) el término del lado derecho representa
la proyeccién del residuo de la ecuacion diferencial sobre el espacio ortogonal al espacio
de elementos finitos W), 1, que se denota P,1 {r;}. Teniendo en cuenta la aproximacién
introducida en (32) y la definicién (33), se obtiene a partir de (31) en cada elemento

u=71. P, {Vpy+V-s,+b} en (35)

Es decir u es la proyeccién del residuo rj, sobre el espacio ortogonal al espacio de elementos
finitos en cada elemento, ponderada por el pardmetro 7.. En elementos lineales, como en
este caso, las segundas derivadas de funciones de elementos finitos, tales como V - (s;,) que
aparece en (35), son nulas. Ademads, se considera que b se aproxima mediante elementos del
espacio de elementos finitos y, por lo tanto P, (b) = 0. De esta manera la aproximacién a
la subescala en cada elemento es

ﬁ = Te (Vph — Ph {Vph}) (36)

donde Pj,: se ha calculado como P, = {-} — P, {-}, {-} es la identidad de una variable y
Py, {-} la proyeccion de la variable sobre el espacio de elementos finitos.

Si se inserta esta aproximaciéon en (30), y dado que para elementos lineales (u,V -
(24 dev[Vewy]))q. = 0, se obtiene

- 0
W, ) = n
R (U’ ") [ = el e (Van, Vpp — Iy )q, 37)

donde I}, = P}, {Vpy} es la proyeccién del gradiente de presion sobre el espacio de elementos
finitos Wy,. I, € 7;, = H' (Q) es una variable continua entre elementos adicional a las
variables involucradas en la formulacién mixta u/p y se calcula como

(Von,nn) — (Mp,np) =0 Yy €Ty (38)

Finalmente, la versién estabilizada propuesta para resolver el problema elastoplastico
incompresible en deformaciones infinitesimales mediante elementos lineales triangulares o
tetraédricos es hallar [uy, pp, Hh]T € Von X Qp x Ty, tales que

(szh, Sh) + (V . Wh,ph) —1 (Wh) = 0 Vwy (39)
1 Nelm

(CJh, V-u, — EPh) =Y 7 (Van,Vpr —I)g, = 0 Vg (40)
e=1

(Von,nn) — (Ip,mn) = 0 Vo (41)

Obsérvese que en esta formulacién surge un término adicional en la ecuaciéon de la
deformacién volumétrica (40) Y07 7. (Vgn, Vpn — I, ) denominado término de estabi-
lizacién. La ecuacién de momentum (39) se puede resolver tal como en la formulacién mixta
u/p. Se advierte también que, de acuerdo con las consideraciones adoptadas, en todas las
ecuaciones del desarrollo aparece el valor total de la sub-escala, no el incremental. Esto sim-
plifica el procedimiento de cdlculo en comparacion con otras opciones en las que, a partir de
la linealizacién de la ecuacién de equilibrio o del tensor de tensiones, se obtiene una aproxi-
macién al valor incremental de 1. La desventaja que en principio supone la introduccién de
una variable adicional en el problema es minima si se emplea una implementaciéon robusta
y eficiente, tal como se describe en la siguiente seccion.
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ASPECTOS DE IMPLEMENTACION

La inclusién de una variable adicional en la formulacién del problema hace poco préactica
la solucién monolitica del sistema de ecuaciones. Obsérvese que no es posible condensar
la variable IT; en cada elemento, puesto que esta es una variable continua. Por otro lado,
el problema plastico implica la no linealidad del sistema de ecuaciones, por lo tanto la
solucién de (39)-(41) se efecttia mediante procedimientos de tipo incremental-iterativo. En
este marco existen diversas alternativas para calcular la proyeccién ITj, y reducir el impacto
de esta variable adicional en el coste computacional de esta formulacién. La idea bésica
consiste en desacoplar la proyeccién IIj, y resolver el sistema uy/pp. A partir de esta idea
existen diversas posibilidades de concatenar los algoritmos de célculo.

La estrategia adoptada en este trabajo consiste en resolver simultaneamente las ecua-
ciones de balance de momentum y de deformacién volumétrica, (39) y (40), respectivamente,
en t = t("*1 . En las iteraciones para hallar el equilibrio correspondiente a este paso de
tiempo se mantiene el valor de la proyecciéon del gradiente de presién Il en ¢t = ) Con
este valor de II} las ecuaciones del sistema que se resuelve en el paso de tiempo n + 1 son

(szhash (uTl’i)) + (V ' Wh,PZH’i) " (wy) = 0 (42)
oV 1 Pl %ﬂ - (th vyt Hn) — 0 (43)
hs h K h st e ) h h Q.

Una vez resuelto este sistema de ecuaciones se evaliia la variable HZH en funcion del
valor convergido del gradiente de presién como

(Vo mp) — (TP, o) =0 (44)

Si se emplea la matriz de masa aglutinada, esta ecuacion se transforma en un sistema
trivial. Esta estrategia ha demostrado ser muy eficaz desde el punto de vista computacional
sin perjudicar la robustez y precisién del método.

SIMULACIONES NUMERICAS

La eficacia de la formulacién propuesta se muestra a continuaciéon en un conjunto de
simulaciones numéricas. Se consideran modelos de elastoplasticidad J2 tanto con régimen
eléstico compresible como con régimen elastico incompresible. En todos los ejemplos se ha
tomado un valor ¢ = 1 para la constante de la (33).

Para la solucién del sistema no lineal de ecuaciones, que resulta de la discretizacién
espacial y temporal de la forma débil del problema estabilizado, se emplea el método de
Newton-Raphson combinado con un procedimiento de busqueda lineal (line-search). En las
simulaciones se ha empleado el programa de elementos finitos COMET COupled MEchanical
and Thermal analysis), desarrollado en el Centro Internacional de Métodos Numéricos en
Ingenierfa (CIMNE)3. Como pre y post-procesador se ha utilizado GiD, también desarrolla-
do en el CIMNE!". Los resultados obtenidos con la formulacién propuesta se comparan con
los correspondientes a la formulacién estandar en desplazamientos, la formulacion mixta
estandar y los elementos Q1P0.
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PROBLEMA DE COMPRESION 2D NO HOMOGENEA EN DEFORMACION
PLANA

Este test tiene por objetivo mostrar la necesidad de considerar el efecto del desarrollo del
flujo plastico en el calculo del parametro de estabilizacion. Se trata de un test de compresion
no homogénea en deformacién plana en el cual el comportamiento del material se repre-
senta mediante un modelo constitutivo elastopldstico J2 con régimen elastico compresible
y régimen de plasticidad perfecta. Los parametros del modelo son: médulo de elasticidad
E = 1,96 x 10° MPa, coeficiente de Poisson v = 0, 3 y limite de fluencia oy = 150 MPa. En
la Figura 2 se muestran las caracteristicas geométricas del test. El bloque de 0,60 x 0,20
m se somete a compresién mediante la aplicaciéon de un desplazamiento § = 0,012 m en la
zona central de 0,20 m de su parte superior. Los desplazamientos horizontales son nulos en
toda la superficie superior. En la base, los desplazamientos verticales se prescriben nulos y
los desplazamientos horizontales son libres.

El dominio se discretiza empleando una malla de cuadrildteros Q1P0 de 341 nodos y
300 elementos. Las mallas de triangulos P1 6 P1P1-S son mallas no estructuradas de 357
nodos y 632 elementos. El desplazamiento prescrito total se aplica en 30 pasos.

ARy

e
| |
. = '

Figura 2. Compresién no homogénea en deformacién plana. Datos geométricos:
L=0,60m, h=0,20m,a=0,20myd=0,012m

En las Figuras 3 y 4 se muestran las distribuciones de deformacién plastica equiva-
lente y presién, respectivamente, correspondientes a los elementos triangular estandar P1,
cuadrilatero Q1PO0 y dos tridangulos P1P1-S, uno de ellos sin considerar el efecto de desarrollo
del flujo plastico en el calculo del pardmetro de estabilizacion y el otro con la aproximacién
propuesta en este trabajo (33) y (23). En cuanto a las distribuciones de la deformacién
pléstica, en la Figura 3a se puede observar la pobre respuesta que ofrece el elemento P1. En
cambio en las distribuciones mostradas en las Figuras 3b, 3c y 3d se observa la localizacién
captada por los elementos P1P1-S; sea que se considere o no el efecto del flujo plastico
en el calculo del parametro de establizaciéon y por el elemento Q1P0. Con respecto a las
distribuciones de presion, en la Figura 4a se aprecia claramente el efecto de bloqueo del
elemento triangular estdndar P1. Puesto que el material tiene comportamiento compresible
en régimen eldstico, la situaciéon de incompresibilidad que origina el bloqueo en este caso
es atribuible al desarrollo de deformaciones pldsticas, que son isocéricas de acuerdo con la
hipétesis de los modelos de plasticidad J2. La Figura 4b muestra la distribucién de presién
que ofrece el elemento P1P1-S con el cédlculo del pardametro de estabilizacién en régimen
plastico en funcién de la aproximacién del médulo de cizallamiento efectivo. La Figura 4d
muestra la respuesta obtenida por el elemento Q1P0, similar a la obtenida por el elemento
propuesto. Tal como se aprecia ninguna de las respuestas sufre el efecto de bloqueo. La
Figura 4c muestra la distribucién de presion que ofrece el elemento P1P1-S, cuando no se
tiene en cuenta el efecto del flujo plastico en el parametro de estabilizacion. Como se puede
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observar, la respuesta que se obtiene es fisicamente inadmisible. Se constata mediante estos
resultados la necesidad de considerar el efecto del flujo plastico en el calculo del parametro
de estabilizacién. Asimismo se aprecia la efectividad de la aproximacién propuesta en este
trabajo.

(c) (d)

Figura 3. Compresién no homogénea en deformacién plana. Distribuciones de
deformacién pléstica equivalente correspondiente a: a) elemento trian-
gular estdndar P1, b) y ¢) elemento P1P1-S con y sin correccién del
moédulo de cizallamiento en el pardmetro de estabilizacién, respectiva-
mente, d) elemento Q1P0
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(d)

Figura 4. Compresién no homogénea en deformacién plana. Distribuciones de
presién correspondiente a: a) elemento triangular estdndar P1, b) y ¢)
elemento P1P1-S con y sin correcciéon del médulo de cizallamiento en
el pardmetro de estabilizacién, respectivamente, d) elemento Q1P0
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Problema de cizallamiento 2D

A continuacién se presenta un problema de cizallamiento en 2D en deformacion plana.
Se emplea un modelo constitutivo elastoplastico con régimen de plasticidad perfecta J2
y régimen elastico incompresible. Ya que la formulacion estdndar y la formulaciéon del
elemento Q1P0 no admiten el valor limite del coeficiente de Poisson, este se ha fijado en
v = 0,499. Las demés propiedades son: moédulo de elasticidad £ = 10 MPa y tension de
fluencia oy = E/1000. Se ha considerado el régimen de plasticidad perfecta con la finalidad
de apreciar con claridad la definicién de las cargas limite y el desarrollo de los mecanismos
de falla.

La Figura ba muestra las caracteristicas geométricas del problema, especificadas en
funcién de la longitud a = 5 m. Se aplica una carga mediante una placa rigida (se ha
considerado un espesor de 1 m); el andlisis se ha realizado aplicando la carga en 50 pasos.
La figura muestra también las mallas empleadas en el andlisis: 5b malla no estructurada
de 843 elementos triangulares lineales (463 nodos) y 5¢ malla estructurada de 20 x 20 +
20 elementos cuadrildteros Q1P0 (462 nodos). Como se aprecia en la Figura 5b, el pre-
procesador utilizado tiende a generar mallas no estructuradas de tridngulos con direcciones
predominantes a -30°, 30° y 90°.

AT AT LIV,

Figura 5. Cizallamiento 2D: a) configuracién geométrica, b) malla no estruc-
turada de tridngulos, ¢) malla estructurada de cuadrilateros

La Figura 6 muestra la grafica carga vs. desplazamiento del punto de aplicacion para
las mallas de elementos a) triangulares estandar en desplazamientos P1, b) mixtos estdndar
P1P1, ¢) de la formulacién propuesta P1P1-S y d) cuadrildteros Q1P0. Cabe destacar
que la formulacién propuesta y el elemento Q1P0 captan correctamente la carga limite
correspondiente al régimen plastico, mientras que la formulacién mixta estdndar revela un
valor ligeramente mayor y la formulacién estdndar en desplazamientos exhibe claramente
el efecto de bloqueo tanto en régimen elastico como en régimen plastico.

La Figura 7 muestra la distribucion de deformacion plastica equivalente una vez desarro-
llado completamente el flujo plastico y permite apreciar el mecanismo de falla (desplaza-
miento vertical de la carga § = 0,05 m). Se obtienen resultados muy buenos y similares con
el elemento propuesto y con el Q1P0. Por otro lado, los resultados que brinda el elemento
triangular estdndar se ven fuertemente influenciados por el patréon de la malla, lo que no
permite captar correctamente las deformaciones plasticas y el mecanismo de falla.

La Figura 8 presenta la distribucién de presién obtenida al final del proceso de defor-
macién con cada uno de los elementos. En la Figura 8a se observa el fenémeno de bloqueo
del elemento estandar, mientras que la Figura 8b presenta la inestabilidad de la respuesta
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del elemento mixto estandar. En la Figura 8c se puede apreciar el efecto estabilizador de
la formulacién propuesta, cuya respuesta es similar a la del elemento Q1P0 mostrada en la
Figura 8d.

140000 P1P1 ——— 4

120000

100000 i

il
/

80000

60000 / /
40000 //I

20000

REACTION-Y [N]

0
0 0.005 0.01 ©0.015 0.02 0.025 ©0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

DISPLACEMENT-Y [m]

Figura 6. Cizallamiento 2D: grafica carga vs. desplazamiento

(d)

Figura 7. Cizallamiento 2D: distribucién de deformacién plastica equivalente con
elementos: a) triangular estdndar P1, b) mixto estdndar P1P1,
¢) propuesto P1P1-S, d) Q1P0

(c) (d)

Figura 8. Cizallamiento 2D: distribucién de presién con elementos:
a) triangular estdndar P1, b) mixto estdndar P1P1,
¢) propuesto P1P1-S, d) Q1P0
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Problema de cizallamiento 3D

La versién 3D del problema anterior se presenta en la Figura 9a. Las dimensiones se
han especificado en funcién de la longitud ¢ = 5 m. La Figura 9b muestra la malla no
estructurada de elementos tetraédricos lineales (9 533 nodos, 50 080 elementos) utilizada
en el andlisis. Para la comparacién con el elemento hexaédrico Q1P0 se utiliza una malla
estructurada de 20 x 20 x 20 4 20 elementos (9 503 nodos) no mostrada.
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Figura 9. Cizallamiento 3D: a) configuracién geométrica, b) malla no estruc-
turada de tetraedros

La Figura 10 muestra el grafico de carga vs. desplazamiento del punto de aplicacién
para cada caso. Cabe destacar también en este caso que la formulacion propuesta y el
elemento Q1P0 captan correctamente el limite de carga en régimen plastico.
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Figura 10. Cizallamiento 3D: grafica carga vs. desplazamiento
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La Figura 11 muestra la distribucién de deformacién pléastica efectiva una vez desarro-
llado completamente el flujo plastico (desplazamiento vertical de la carga § = 0,05 m). Se
puede apreciar una vez mas el correcto resultado obtenido con la formulacién propuesta,
en este caso con una malla no estructurada de tetraedros, y la similitud de la respuesta
obtenida con la malla estructurada y regular de elementos hexaédricos Q1PO0.

(a) (b)

Figura 11. Cizallamiento 3D: distribucién de deformacién pléstica equivalente con
elementos: a) P1P1-S propuesto, b) Q1P0

CONCLUSIONES

Se ha propuesto una nueva formulacién de elementos finitos en multiescalas para elasti-
cidad y plasticidad incompresibles en deformaciones infinitesimales, aplicable a elementos
de tipo triangular y tetraédrico. Esta formulacion se ha desarrollado en el marco del método
de las sub-escalas ortogonales y elude la condicion de estabilidad de Babuska-Brezzi sobre
las formulaciones mixtas; se ha logrado de esta manera obtener elementos u/p lineal/lineal
con comportamiento estable. La formulacién incorpora ademas de las variables de la formu-
lacién mixta u/p estdndar la proyeccién del gradiente de presiéon como variable adicional.
Se ha propuesto un esquema explicito para resolver esta variable y se ha obtenido un
algoritmo robusto y preciso, adecuado para aplicaciones ingenieriles en 2D y 3D. Las simu-
laciones numéricas muestran que la formulacién propuesta estd libre tanto del efecto de
bloqueo como de inestabilidad en la presién y que los resultados obtenidos son comparables
con los correspondientes a los elementos Q1P0. Se ha propuesto una aproximacién para
estimar el efecto del flujo pldstico en el parametro de estabilizacién en funcién del médulo
de cizallamiento efectivo; ésta es una contribucién original que ha mostrado ser eficaz. El
elemento tetraédrico lineal desarrollado es de gran interés practico para su utilizaciéon en
aplicaciones realistas por su versatilidad en la generacién de mallas sobre configuraciones
complejas. Esta es una ventaja de los elementos propuestos con respecto a los elementos
Q1P0 y a los elementos de la formulacién de deformaciones de mejora (EAS) y los que
se derivan de ella. Cabe destacar también que los elementos propuestos captan correcta-
mente la distribuciéon de deformaciones plasticas localizadas y los mecanismos de falla sin
influencia apreciable del patrén de la malla.
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