Solucion numeérica de la ecuacion de adveccion empleando
mallas estructuradas sobre regiones planas irregulares
utilizando un esquema de diferencias finitas

G. Tinoco Guerrero

F. J. Dominguez Mota*

J. G. Tinoco Ruiz*

*Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, U.M.S.N.H

Diciembre, 2015

Resumen

Hoy en dia nos encontramos con el problema de resolver las ecuaciones de cuerpos de agua poco profun-
das en regiones irregulares; estas ecuaciones son muy importantes para poder modelar el comportamiento
de liquidos que tengan la caracteristica de que su extension es mucho mayor que su profundidad. Uno de
los bloques importantes para lograr resolver estas ecuaciones, es la ecuacién de adveccion. En este tra-
bajo, se proponen algunos esquemas para aproximar la soluciéon de la ecuacion de adveccién en regiones
irregulares en el plano, utilizando una variacién del método de diferencias finitas en mallas convexas y

estructuradas.

1 Introduccion

Consideremos el problema de obtener una a-
proximacion en diferencias finitas a la solucién
del problema de adveccion
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donde €2 es un dominio plano simplemente cone-
x0 y 0f) es un poligono de Jordan orientado de
manera positiva, de tal manera que 02 = S;U S,
donde S y Sy estan conectados.

En especial, a nosotros nos interesa aproximar
la solucion en regiones {2 que cumplan con ser
irregulares, no rectangulares y no simétricas, pa-
ra las cuales es necesario generar mallas convexas
minimizando un funcional adecuado. Los funcio-
nales arménicos y de area [1, 2], implementados

en UNAMalla [3], pueden ser usados para gene-
rar mallas estructuradas de una gran variedad de
dominios simplemente conexos en el plano.

2 Esquema de Lax-Wendrofft
propuesto

Para aproximar el operador lineal basico de
segundo orden

L = Augy + Bugy + Cuyy + Duy, + Euy + F (1)

en el punto p, utilizando aproximaciones a los va-
lores de u en algunos puntos vecinos py, ..., p, de
po, utilizamos un esquema de diferencias finitas
en pg, el cual se puede escribir como la combina-
cion lineal

Ly =Tou(po) + Tiu(pr) + ... + Tpulp,).  (2)
Consideramos que este esquema es consistente si

[Lulp, — Lo — 0



cuando py, ..., p; — po [4]. Utilizando los primeros
seis términos de la expansion en series de Taylor
hasta segundo orden, de la condiciéon de consis-
tencia se obtiene el sistema
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Debemos notar que el sistema definido en (3)
tiene 6 ecuaciones y ¢ + 1 incognitas, por lo que,
en la mayoria de los casos, resulta estar mal deter-
minado, y una manera de resolverlo es utilizando
minimos cuadrados. Si consideramos tnicamen-
te las tdltimas 5 ecuaciones de (3), obtenemos el
sistema de ecuaciones reducido

Axy Az, El D(po)
Ay, - Ay, ? E(po)
(Azy)? (Az,)? = | 24() |, (4)
Ar Ay ... Az,Ay, B(po)
(Ay)? .. (qu)2 fq 2C (po)

Este nuevo sistema puede resolverse utilizando la
factorizacion de Cholesky de sus ecauciones nor-
males para conseguir los valores de I'y, ..., I';. Des-
pués, para calcular I'y utilizamos la primera ecua-
cion del sistema (3)

FOZ—Fl...—Fq—f—F(po). (5)

De esta forma obtenemos el conjunto de coefi-
cientes necesarios para definir el esquema (2) [5].
Para poder aplicar esta aproximacion al esquema
de Lax-Wendroff para la ecuaciéon de adveccion
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después, sustituimos las derivadas parciales en el
desarrollo en serie de Taylor
LIU(AL)? + ...

u(z,t+ At) = u(x, t) + LAt + 128

lo que arroja [6]
_ Ouy du
u(z,t + At) = u(x,t) + [—At (a%ba—y) +
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Observemos que el esquema definido por las ecua-
ciones (4) y (5) se puede aplicar al operador

At (adt+b2) + A (2% + 20028 +5724)
los coeficientes I'y, ..., I'; obtenidos definen el es-
quema modificado de Lax-Wendroff

q
up ™ = ul + Z Ty(ug, ..., ug)uy, (7)
1=0

donde k representa el nivel de tiempo.

El esquema (7) puede ser usado tanto en ma-
llas estructuradas como en mallas no estructura-
das. Como nosotros estamos interesados en ma-
llas estructuradas, podemos aprovechar la estruc-
tura légica dada por el par de indices en la malla
G = {pij|l1 <i<m,1<j <n}y utilizaremos
un parche “upwind”que utiliza, para cada nodo
de la malla, tres de sus vecinos, (fig 1) para ob-
tener,

k41
Uy

= ub + Toupf + Dyl + Toub + Tyub,  (8)
donde uf ; es la aproximacion a u en el punto ¢, j
de la malla en el nivel de tiempo k, con 1 < 7 < m,

1<j<n,0<Ek.

Figura 1: Parche “Upwind”.



Otra eleccion posible es elegir, para cada nodo
de la malla, 5 de sus vecinos (fig. 2)
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(3,n)

Figura 2: Diferentes sténciles del esquema de seis pun-
tos.

lo cual, para cada uno de los casos nos arroja

k+1

3 Pruebas Numéricas

Para las pruebas numéricas fueron seleccio-
nadas dos regiones irregulares, se denotan como
MIC y UCH. Todas ellas fueron escaladas y tras-
ladadas al rectdngulo [0, 1] x [0, 1]. Para estas re-
giones se generaron mallas con 21 y 41 puntos por
lado, utilizando el software UNAMALLA (fig. 3).
Las siguientes funciones fueron seleccionadas pa-
ra las pruebas como las condiciones inicial y de
frontera en Ss

MIC: u<x7 v, t) — 0726((7(170,470,315)27(y70,2570,3t)2)/,01)’
UCH: u(a:, v, t) _ 0726((7(170,4570,315)27(y70,570,3t)2)/,01)’

el intervalo de tiempo [0, 1] se dividié uniforme-
mente en 2023 subintervalos. Utilizando estos va-
lores, ambos esquemas de Lax-Wendroff fueron
aplicados en las mallas generadas.

Figura 3: Mallas de 41 x 41 para las regiones MIC y
UCH respectivamente.

En un tiempo dado k, los valores de las nor-
mas de los errores cuadraticos son calculados co-
mo la funcién de la malla

||€k||2 = Z(Ufy - Uz'lfj)QAi,j ;
i,]

donde Ufj y uf ; son el valor aproximado y el valor
exacto, respectivamente, de la solucion calculado
en el elemento 7, j, y A; j es el drea del poligono
definido por {Pi11;, P;j+1, Pi—1j, Pij—1}. En las
tablas (1) y (2) se muestran las comparaciones de
los errores cuadraticos calculados para cada uno
de los esquemas, calculados en diferentes niveles

de tiempo .

Tiempo  MIC6-41 MIC4-41 MIC6-81 MIC4-81
0.2 9.94689E-04 3.37870E-03 2.51720E-04 1.79819E-03
0.4 1.90578E-03 5.72534E-03 4.95780E-04 3.21863E-03
0.6 2.74889E-03 7.47673E-03 7.33288E-04 4.39042E-03
0.8 3.52592E-03 8.90078E-03 9.63062E-04 5.42054E-03

1 4.18341E-03 1.00509E-02 1.17664E-03 6.32403E-03
1.2 4.58228E-03 1.09010E-02 1.35114E-03 7.03036E-03
1.4 4.30207E-03 1.03554E-02 1.25441E-03 6.75443E-03
1.6 2.62256E-03 5.19720E-03 8.43889E-04 3.15201E-03
1.8 8.54396E-04 2.81098E-03 2.45275E-04 1.72499E-03

2 3.47884E-04 1.47913E-03 1.19442E-04 8.87659E-04

Tabla 1: Errores en mallas de
puntos y de 6 puntos.

MIC con esquema de 4



Tiempo UCHG6-41 UCH4-41 UCH6-81 UCH4-81
0.2 7.18202E-04 2.11223E-03 1.82321E-04 1.09235E-03
0.4 1.45774E-03 3.63714E-03 3.80097E-04 1.96817E-03
0.6 2.21738E-03 4.80409E-03 5.93608E-04 2.68195E-03
0.8 2.87029E-03 5.62231E-03 7.89542E-04 3.19847E-03

1 2.69085E-03 6.05978E-03 7.90683E-04 3.52662E-03
1.2 2.08307E-03 4.28012E-03 5.93355E-04 2.36662E-03
1.4 5.52660E-04 1.34209E-03 1.71576E-04 8.26164E-04
1.6 2.42048E-04 7.73178E-04 6.84829E-05 3.72653E-04
1.8 4.05732E-05 1.87926E-04 7.67959E-06 5.47649E-05
2 2.60173E-06 2.72907E-05 2.23069E-07 3.57997E-06

Tabla 2: Errores en mallas de UCH con esquema de 4
puntos y de 6 puntos.

4 Conclusiones

Como es descrito en [7] el esquema modifica-
do de Lax-Wendroff definido en la ecuacién (8)
es una opcién simple y econémica de aproximar
la solucién de la ecuacion de adveccion en algu-
nas regiones planas irregulares utilizando mallas
estructuradas. Sin embargo, la geometria de la
region sigue representando un problema muy im-
portante ya que no siempre se pueden cumplir las
condiciones para lograr estabilidad en el método.
Sin embargo, el esquema de seis puntos descri-
to logra superar algunos de estos inconvenientes,
describiendo un esquema mucho mas estable que
obtiene resultados numéricos mas precisos que el
esquema de cuatro puntos.
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