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Resumen

En el presente articulo se estudia la precisiéon del elemento BST en anélisis de inestabilidad inicial, con
objeto de predecir la carga de colapso de paneles metélicos esbeltos. Los resultados obtenidos se comparan
con soluciones exactas y las de otro elemento tradicional, el BCIZ.

Este elemento se presenta como una herramienta de gran utilidad para el diseno de paneles metéalicos esbeltos.
En estos se debe tener en consideracién el comportamiento no lineal geométrico y mecéanico, las tensiones
residuales e imperfecciones geométricas. Para la determinacién préactica de la carga colapso de paneles
metdlicos la mayoria de las normas recomiendan emplear un andlisis de inestabilidad inicial y la férmula
de Winter. Este andlisis de cargas criticas se puede abordar haciendo uso de tabulaciones, el método de la
banda finita o el método de los elementos finitos. Se ha seleccionado este dltimo por permitir ajustarse a
distintas condiciones de contorno y tipos de carga.

Palabras clave: placa, elementos finitos, BST, carga critica, modo de pandeo, carga de
colapso.

INITIAL INSTABILITY ANALYSIS OF PLATES USING THE ROTATION-FREE ELEMENT
(BST)

Summary

This paper presents the critical load analysis with the basic shell triangle (BST). The results are compared
with the exact solutions and with the BCIZ element. This finite element is a useful tool for the design of steel
plates. To obtain the collapse load the current design codes take into account the nonlinear geometric and
material behaviour, the geometric imperfections and residual stress, using the effective width of the plate
given by Winter, to do so a critical load analysis must be performed.
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INTRODUCCION

Las piezas metélicas de pared delgada y seccién abierta pueden presentar tres tipos de
modo de pandeo: local, por distorsién y global (flexién, torsién o flexo-torsién). En la
practica para la determinacién de las cargas criticas por inestabilidad local y distorsién
se establecen hipdtesis simplificadoras para tener en cuenta la interaccién entre las placas
que conforman la seccién. La interaccién ha sido estudiada por diversos autores*™!! Las
normas de metdlicas Espatiola (EA-95) y Europea (EC-3) actuales desprecian de hecho la
interacciéon entre elementos y no hacen mencién al pandeo por distorsiéon.

Con objeto de poder determinar estas cargas criticas de forma general se suele emplear
el método de la banda finita’ y el de los elementos finitos'® este iltimo resulta ser mucho
mas adecuado por ajustarse de forma mas eficaz a cualquier tipo de condicién de contorno
y carga.

En el presente articulo se determina la precisién del elemento sin rotaciones BST® para
realizar analisis de cargas criticas y modos de pandeo en paneles metélicos esbeltos.
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Figura 1. Pandeo local. Perfil tubular, seccién cuadrada

Las normativas vigentes establecen esbelteces de los paneles a partir de las cuales resulta
necesario comprobar el fendmeno de abolladura. El EC-3 denomina a este tipo de secciones,
que pueden sufrir fenémenos de inestabilidad local “Clase 4”. En el EC-3 se determina la

carga de colapso de paneles haciendo uso del ancho eficaz (Figura 2), el ancho de la placa
b

que capta de forma efectiva la carga, mediante la expresién de Winter by = 3 (1 — %) si
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Figura 2. Concepto de ancho eficaz
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CALCULO LINEAL BST Y BCIZ
A continuacién se presenta el planteamiento energético para el estudio del célculo lineal

en paneles, particularizando los desarrollos para los elementos BPT y BCIZ. Las matrices
de rigidez necesarias se obtienen con el Maple V.

Potencial total

El potencial total suma del interno (Energia de deformacién) més el externo es
V=U+U.,.
Para el estudio del equilibrio y la estabilidad se obtiene el incremento de potencial

1 1 1 1
AV =6V + 55%/ + 5531/ +... =tV (d,d,) + §t252V(d, d,) + §t353V(d, dy) + ...

El potencial interno en la geometria de equilibrio viene dado por

Uzz///%O'&dV:Ulm—f—Ulf

que en funcién de los esfuerzos sera®

1
Uim = ﬁ//[l\fa:z + Ny? —2uNxNy + 2(1 + p)Nxy?®] de dy
6
Uis = oTE //[Mx:v2+Myy2—2,uMamMyy—|—2(1—|—u)Mmy2] dz dy

y sustituyendo los esfuerzos por sus expresiones en funcién de las derivadas de los movimien-
tos, se obtiene

D,, ou\’ v\’ oudv 1—p (Ou Ov ? Eh
Uip = —2= — — 2Up——+ —— | — + — dzdy, D, =
2 //[((%) +<8y> T Mooy T 2 <5y+8w> o 1—p?

Dy rw\? (Pw\® . 0w dw ow _ ER
ui=5 [/ [(&c) *(aw) 2 g gy TR M) (ax8y> R T

El potencial externo de las cargas distribuidas sobre la superficie viene dado por

U, = —//(pmu—i—pyv + p,w)dzdy

Comportamiento de membrana

Se han desarrollado muchos elementos triangulares para describir el comportamiento de
membrana de elementos superficiales planos, entre ellos cabe destacar los siguientes: CST
(Constant strain triangle) y el LST (Linear strain triangle).
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Elemento CST
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Figura 3. Grados de libertad asociados al comportamiento de membrana (los ejes z,y,z
forman un triedro ortonormal dextrégiro)

Interpolando el campo de movimientos en el interior de cada elemento en funcién de los
movimientos de los nodos d = Na®, es decir
Uy
U1
{U}: & 0 & 0 & 0 Uz
v 0 & 0 & 0 & ()
Us

U3

donde & € [0,1], para k = 1,2 y 3, son las coordenadas naturales, definidas por

&k ar + brx + cy)

= ﬁ(
siendo
(bl Co — b201)

2
Desarrollando la expresién de la variacién del potencial en cada elemento, queda

a1 = TolYs — TaYo; b1 =Y —Ys; C1=T3—T2 y A=

D,
6Vmembrana27 //[2u’xu;f+2U’yv;}’+2u(u“”v;y—|—v’yuf)—|—(1 — ) (U 4+0") (uf +v," )] d dy—

—//(pmup + pyv,)dx dy

e _ aeTyere e eTpe
5Vmembrana - ap Kmembranaa - ap fmembrana

siendo a;, el vector de desplazamientos nodales perturbado y £¢ el vector de fuerzas exteriores
equivalentes actuantes sobre el elemento.

Comportamiento de flexion

Se han desarrollado muchos elementos triangulares para describir el comportamiento de
flexion de elementos superficiales planos. Entre ellos cabe destacar los siguientes: BCIZ
(Bazeley, Cheung, Irons y Zienkiewicz), DKT (discrete Kirchoff triangle), TQ,, Q¢ L., (des -
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plazamientos w con interpolacion cuadrética, giros con interpolacién cuadratica y defor-
macién angular con interpolacién lineal), T'L,,QyL. , Morley triangle, BPT (basic plate
triangle). A continuacion se desarrollan los dos elementos que se van a comparar el BCIZ y

el BPT.

FElemento BCIZ

El elemento BCIZ es triangular con tres grados de libertad por nodo: el desplazamiento
perpendicular al plano del elemento y los giros de ejes x,y {w;, 6z;,0y;}. En total hay nueve

grados de libertad en cada elemento.

WS{ 3
e
wl rd EE
/ @ @
Gy

Figura 4. Grados de libertad asociados al comportamiento de flexién en el elemento BCIZ
(los ejes z,y, z forman un triedro ortonormal dextrégiro)

El campo de movimientos para este elemento es d = Na® —

w = {¢11; D215 D315 D125 D225 D325 D135 P23; ¢33}{w1;w2; ws; 9x1;9x2;9x3;9y1;9y2;9y3}T

Las funciones de interpolacion, utilizando las coordenadas naturales son

p11 =&+ El& + E& — L6 — L&
2 1 2¢2 1
$12 = b3 <f1§2 + 551§2§3> — by <§3§1 + 55152§3>

¢13=c3 (5352 + %&&fg) —C2 (fz}ff + %§1§2€3>

El resto se obtienen por permutaciones ciclicas de los subindices.
Desarrollando la expresién de la variacién del potencial en cada elemento queda

Df lxx , lxx lrx / lxx x Iz
5Vﬂex=7//[2w wy 2w w2 (w T w Y - w ™ w ) F4(1 — p)w™ 4w ] dady-

_//pzwpdxdy

e _ aeTyre e eTpee
6Vﬁexion - ap Kﬁexiona - ap fﬁexion
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La matriz de rigidez del elemento se suele expresar como
K° :///BTDBdV

Flemento BPT

Este elemento tiene un grado de libertad por nodo, en total 3 grados de libertad por
elemento {w;, we, w3}. El campo de movimientos, utilizando las coordenadas naturales, es

w = §rwy + §ws + §3ws

Figura 5. Grados de libertad asociados al comportamiento de flexién en el elemento BPT
(los ejes z,y, z forman un triedro ortonormal dextrégiro)

El campo de curvaturas k del elemento es & = Lw, siendo k = [Ky, KyKuy)
8w 82w Pw | _ 41 -
[— 522 " o52 "25e0y | = Lw, que se puede expresar de forma débil como

//AWT[K,—Lw]dAzo

siendo W; unas funciones de peso.
Wy 0 0
W == 0 W2 O
0 0 W;

que toman los valores 1 6 0 en funcion de que el punto pertenezca al elemento, o esté fuera
del mismo. Integrando la expresién débil por partes se obtiene

// ndA:/ TVwdr
A, I,

n, 0 dw
0 ny] y Vw= { % } v I' el contorno del elemento, resultando
Ny Ny 9y

w00 o {G -
Ae Jr. R

Ny —Ny

siendo T =
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Como Vw en el contorno tiene un valor distinto para cada uno de los elementos que
concurren, se utiliza como valor de Vw a la media de los elementos que comparten el mismo
contorno.

Con referencia a la Figura 5, el elemento e;, de nodos {i,j,k} = {1,2,3}, tiene los
elementos adyacentes es {1,4,2}, e3{2,5,3} y e4{3,6,1}.

Como cada lado pertenece a dos elementos y estos presentaran giros distintos, se prome-
dian los giros de cada elemento:

L (b, by by 51+1 by, by, b ‘w”‘l
2A., \a1 2 ¢ ) wi 2A., \€a €2 ¢ ) wi

En el lado ¢ — j

dw
(] -os
Oy Jij

En el lado j — k

ow
{B] -os
oy J j-k

En el lado k — i

ow w w
5= 1 by by b ! 1 be b b 6
oz _ 1 b2 03 6 b1 03
{—‘?w} =05 [2A <C1 C2 63> <w2> oA <06 ¢ 03> <w1
Oy ) k—i €1 er \ Ws €4 ez \ Ws
Por otra parte, las normales a los lados del elemento son

1 (w2 —y) 0 1 [~y —y2) 0
T12=L—12< 0 (xZ_xl)); T23:L_23< 0 (ws—xz))

(552 - »Tl) *(yz - yl) (553 - $2) *(93 - yz)

1 <_(y1 —y3) 0 >
Ty = — 0 (1 — x3)

L (1 —23)  —(y3— 1)

1 bi by b3 gl n 1 bs bs by gs
2Ael Ci Co C3 o /wi 2A€3 Cs C3 Co e U)z

Finalmente se obtiene el vector curvaturas como

0,5L Ju 0,5L 9w 0,5L g
kS = A12T12{g_i} + A23T23{g_i} + A31T31{g_$}
€1 Oy i—j €1 Oy j—k €1 oy k—1

Si se trata de un elemento extremo, es decir, que no comparta algin lado con ningin
elemento, el giro en ese lado vendra definido completamente por el giro del elemento cuya
curvatura estamos calculando. En cuanto a las condiciones de contorno y maés informacién
sobre el elemento BPT se puede encontrar en las referencias 5y 6.

Una vez determinada la variacién del potencial debida al comportamiento de flexion y
al comportamiento de membrana, se obtiene la suma de ambos para cada elemento

P 0 ove

membrana

5V€ _ 5‘/6 _|_ 5V€ — aeT K?iexion 0 ae _ aeT fgexion
- membrana flexion — D e

membrana
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ANALISIS DE INESTABILIDAD INICIAL BST Y BCIZ

En este apartado el elemento superficial plano estd solicitado por unos esfuerzos de
membrana primarios N, , N,,, Ny, que han generado unos movimientos (u,v,w) cuyo
efecto se desprecia. Se determinan las ecuaciones que rigen el equilibrio asociada a unas
cargas adicionales (p.,py,p.) v la estabilidad. Se supone que las cargas (p,,p,,p.) y los
movimientos (u,v,w) son magnitudes muy pequenias, mientras que los esfuerzos primarios
son magnitudes finitas.

En estas condiciones, el potencial interno y el externo debido a las cargas (p.,py,p:)
se escribe igual que en el apartado anterior, mientras que sélo se anotan los términos
cuadraticos del potencial externo asociado a los esfuerzos primarios.

1 ow\’ ow ow ow\ >
vo=5 |/ [Nm () v () (5) + (5) ] drdy

La existencia de los esfuerzos primarios N,,, N,,, V., modifica la expresiéon del incre-
mento de potencial al pasar de la geometria de equilibrio a la perturbada d 4 dd, en los
términos

t
AU, = 3 //(QNxow“wf + 2N,y (wiw" + w'w)?) 4+ 2N, w'w,’)dz dy+

tQ
T3 //(Nxow“i + 2N, wwl + Nyyw'2) da dy

U, = //(Nxo Ww + Ny, (wyrw" + ww?) + Nyww,?) dz dy

Las ecuaciones de equilibrio se obtienen imponiendo la condicién 6V = 0 e integrando
por partes, resulta las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de contorno. Las ecuaciones
son

D d*u 9*v 1—,u<av 8u>]:_pm

" [% +M0w8y * 2 0zxdy * 8—y2

D @4_ 82u+1—u 0’u +@ .
" Oy? ’u(‘)x(?y 2 oxdy Oy )| Py

0*w o*w o*w 0*w 0*w 0*w
‘Df <8$4 + 28x26y2 + 8y4) + <N$O% + Nyoa_yz + 2waoax—ay> =D

Las dos primeras ecuaciones coinciden con la de equilibrio lineal de las lajas y la tercera
ecuacién es la que define el equilibrio inicial de las placas delgadas solicitadas por esfuerzos
primarios de membrana N,,, N,,, N,,, fue deducida por Bryan'.

Para el andlisis del equilibrio inicial por elementos finitos se determinard dV en cada
elemento

e e
membrana membrana

e e e
oVeE = eT Kﬂexion + ngometrica 0 e __ neT fﬂexion
= ap 0 a ap

y se impone la condicién de equilibrio global 0V = > §Ve =0
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Para estudiar la estabilidad del equilibrio, se emplea la segunda variaciéon del potencial
5%V, que viene dada por los términos cuadraticos en ¢ del incremento de potencial AV

1-—
62V D // |: 1x2 +vly2 _|_2Iuvlyulm + ( 5 :LL) (u;y +U;)z)2 dl‘dy+
+ Dy //[w’”i + w'yyi + 2pw w4 2(1 — u)w“‘yi] dz dy+
/ Ngmw"”“’2 + 2Ny, wy wy + N, w’yz) dz dy

Aplicando el criterio de Trefftz §[6*V] = 0, para lo que anotamos la segunda variacién
del potencial total de la forma

_ y "yy //a::L’ //zy
—/ F(x,up, vy, wy, wy w0y 0wy wp ™ w) ™ wy ™) da dy

y escribiendo directamente las ecuaciones de Euler, se obtiene

OF 9 OF 0 OF _ [0%u, v,  (1—p) (v, Ouy\|
du  dwou, ogou, P |G Trasay T2 \away T oy )] 0
oF 0 OF 0 OF [ 0w 0’u (1—p) [ 0*u 0’v
e I P P P p\| _
oo dzov. oyou, P | TFazay T2 <8x8y T o )} 0

OF 0 OF 0 OF 0 OF o oOF 0° OF

ow  Ozrdw, 3y8wy+%8w7m +8x8y8w_w+8—y"‘8w7yy
D, 8wp+26wp +8wp . Na +Na +2Nw08wp —0
0xdy

:0—)

ox* 0x20y:  Oy* *0 Ox2 Y Oy

Para estudiar la inestabilidad inicial con elementos finitos se debe determinar la segunda
variacién del potencial §2V¢ de cada elemento. Se puede escribir como

2 2y7e 2y7e 2y7e
6 V= 5 Vmembrana + 5 Vﬂexion + 6 vaeometrlca

siendo

1-—
62Vn61embrana = D // |: /xQ /y2 + 2/'6 /y /x ( 92 M)( ;y+v/x) dx dy aETK;embranaa;
8*Viion = Dy // rwe? »t w'yy + 2pw w4 2(1 — p)w rzy? Sldrdy = aETngxm a;

52 Vgeeometrlca = //(N 2 + 2Nzy0 w/:rw/y + N U) ) d.T dy = aeTngometncaa;
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La matriz Kgeometrica Para el elemento BCIZ

dois
dy
doia doss . dois d¢ss
KG_// o T R R A
d¢ss
dy
¢>
. déin deas
+2N,y, : {dy dy} ds
de¢ss
dz
y para el elemento BPT
dN, dNy
dz dy
_ dN, dN;  dN, de dN, dN; dN,  dNs
KG - / NmO dx dz dz } +N dy dy dy dy } +
dN; dN;
dz dy
dN,
dz
dN, dN; dN, dNs
+2wao dx { dy dy dy } dS
dNg
dz
ﬁ]_ [}
2A 54
— ba b1 by bs L2 £ 2
KG_/ N, 2A 24 24 2A}+Ny0 2A {2A 2A }+
b £3
b3
2A 2A
b1
2A
ba £ Cc2 ca
+ 2wao 2A 2A 2A 2A dS
bs
2A

La segunda variacién del potencial en cada elemento se puede expresar como

52V8 _

(&
membrana

e
|:Kﬂcx10n + Kgcomctrlca 0 ae
P

v la de la estructura serd la suma de la de sus elementos
PV => Ve

Se producira la inestabilidad, aplicando criterio de Trefftz, cuando 6(6°V) = 0, lo que

equivale a que

(SQV = Z a‘;)T |:Kﬁexion + ngometrlca Ke 0 a; =0

membrana

para alguna perturbacién.
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COMPARACION BST VS BCIZ

A continuacién se presentan tres ejemplos en los que se estudian los modos de pandeo
y cargas criticas de paneles. El comportamiento de membrana se modeliza con el elemento
CST y el comportamiento de flexién con los elementos BPT y BCIZ. El elemento BPT
presenta la ventaja, de que sélo maneja como grados de libertad a los desplazamientos
transversales de los nodos, observandose que proporciona una estimacién muy buena de las
cargas criticas y de los modos de pandeo.

Ejemplo 1. Cargas criticas de una placa cuadrada solicitada por esfuerzos
primarios de membrana

Ejemplo 1.1

En la Figura 6 se representa una placa de acero 600 x 600 x 8 (mm) solicitada por un

. . ., fs N ’E T2
x _ _ us 1
esfuerzo primario de compresion. La carga critica es =< = o, = 4—12(1_“2) [ b] En la
tabla adjunta se compara la solucién analitica con la que proporciona el programa CRIT

trabajando con diversos elementos y mallas (Figura 7).

u=0 pX pX
7 — —
u=0 — X |-
oE: O - —
w=0 en contorno .
Restricciones cinemdticas Carga aplicada

Figura 6. Definicién geométrica del Ejemplo 1.1

Elemento y Tensién de compresién o NGDL
malla 600 x 600 x 8 (mm)

kp/cm? Error
BPT 10 x 10 1239 8 % 81
BPT 15 x 15 1268 6 % 196
BPT 20 x 20 1290 4 % 320
BCIZ 10 x 10 1317 24 % 323
Analitica 1349 0 % —
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Figura 7. Malla 10 x 10; malla 20 x 20

Figura 8. El primer modo de pandeo pier, = 1290 kp/cm?

Ejemplo 1.2
En la Figura 9 se representa una placa de acero de 600 x 600 x 4 (mm) solicitada por

un esfuerzo primario de corte. La carga critica es N%l = 0 = 9,34% [%]2 . Enla
tabla adjunta se compara la solucién analitica con la que proporciona el programa CRIT
trabajando con diversos elementos y mallas. En la Figura 10 se representa el primer modo

de pandeo con el elemento BPT.

pxy
i " |
1
1 |
! -
X , val
u= ) |
¥ |
u=0 1
w=0 en contorno S
Restricciones cinematicas Carga aplicada

Figura 9. Definiciéon geométrica del Ejemplo 1

Elemento y Tension de compresion 7 NGDL
malla 600 x 600 x 4 (mm)

kp/cm? Error
BPT 10 x 10 808 2,66 % 81
BPT 15 x 15 787 0% 196
BPT 20 x 20 7805 0,8 % 320
BCIZ 10 x 10 750 -4.7 % 323
Analitica 787 0% -
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¢
ol

Figura 10. Primera carga critica

CONCLUSIONES

Se ha presentado la aplicacion del elemento sin rotaciones BST para realizar analisis de
inestabilidad inicial con el propdsito de obtener la carga de colapso de paneles metélicos.

De los resultados obtenidos se puede concluir que presenta un comportamiento excelente
a nivel cualitativo ante esfuerzos de compresién y corte incluso empleando mallas con pocos
grados de libertad y mejorando claramente los resultados obtenidos con el elemento BCIZ.
A nivel cuantitativo se observa que frente a cargas de compresién el error cometido en la
carga critica con 300 grados de libertad es del orden del 2 % casi la mitad del que se obtiene
con el BCIZ para el mismo ntimero de gdl. Frente a cargas de corte el comportamiento
resulta ser incluso mejor, ya que para 200 gdl se alcanza un error muy préximo al 0 %,
mientras que con el BCIZ el error resulta ser casi de un 5 %.

De los resultados obtenidos se puede concluir que este elemento debera ser tenido en
cuenta a la hora de realizar estudios inestabilidad inicial. Estos estudios seran exigidos en
un futuro préximo por los eurocédigos para determinar de forma precisa la carga de colapso
de los elementos de clase 4, teniendo en cuenta la interaccion entre los elementos que forman
la seccién y el pandeo por distorsion.

En futuros trabajos se obtendra la precisién de este elemento para determinar las cargas
de colapso de paneles esbeltos, teniendo en cuenta imperfecciones geométricas, tensiones
residuales y el comportamiento tanto no lineal geométrico como no lineal mecéanico.
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