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SUMARIO

Neste trabalho, procura-se analisar a performance de alguns métodos diretos e iterativos,
em termos do nimero de operacdes e espago de memoria, empregando-se estruturas de dados
em colunas ascendentes e esparsa para a matriz do sistema de equagbes. Apresenta-se uma,
revisdo destes métodos e das classes implementadas em C++. Finalmente, problemas eldsticos
definidos em dominios bi e tridimensionais sdo empregados, visando efetuar uma comparacio
entre os métodos abordados.

COMPARATIVE ANALYSIS OF DIRECT AND ITERATIVE METHODS
FOR SOLVING SYSTEMS OF EQUATIONS

SUMMARY

In the present work, the performance of iterative and direct methods is investigated, both in
terms of allocated memory and number of operations, using skyline and sparse data structures
for the system matrix. A review of these methods along with the classes implemented in
C++ is also presented. Finally, two and three-dimensional elastic problems are considered for
comparison among the methods.
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INTRODUCAO

Em geral, na aplicacdo do Método de Elementos Finitos (MEF) para a solugdo
de problemas de engenharia, é necessario resolver um sistema de equagdes da seguinte
forma

Au=Db (1)

onde a matriz A yxy € em geral simétrica e positiva-definida (SPD); uyx1 e byx1 séo
o0s vetores das incdgnitas e termos independentes, respectivamente.

Para resolver o sistema (1), pode-se empregar métodos diretos e iterativos. No
primeiro caso, a solucao é obtida através de um numero determinado de operacoes,
modificando-se os coeficientes da matriz A. J4 os métodos iterativos, a partir de uma
solugdo inicial u(®, realizam iteracdes sucessivas até que se atinja a solucio dentro de
uma precisdo especificada. Ambas as técnicas possuem vantagens e desvantagens'.

Tradicionalmente, os métodos diretos tém sido empregados para sistemas de ordem
moderada devido a maior eficiéncia computacional dos mesmos. No entanto, a medida
que se aumenta o nimero de equacoes, os métodos iterativos tornam-se competitivos
tanto em rela¢do ao nimero de operagdes para a solu¢ao de (1) quanto ao espago de
armazenamento para a matriz A.

Uma outra técnica empregada na resolucao de sistemas de equagoes sdo 0s métodos
Multgrid??, os quais proporcionam uma maior taxa de convergéncia dos métodos
iterativos. A motivagdo deste trabalho foi desenvolver um estudo dos métodos diretos
e iterativos mais empregados, visando sua comparacdo com algoritmos Multgrid?.
Observa-se, por exemplo, que a aplicacdo de estimadores de erro e técnicas adaptaveis,
eleva sensivelmente a ordem do sistema de equagles, fazendo com que a eficiéncia na
solugdo de (1) seja de fundamental importancia.

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados da aplicagido de métodos diretos
e iterativos para a solucdo de sistemas de equagoes obtidos da aplicacao do MEF a
problemas eldsticos lineares. Estes resultados estdo na forma do custo computacional
e espaco de memoria.

Inicialmente, discutem-se estruturas de dados para o armazenamento da matriz
A»*®  implementadas através de classes da linguagem C++4%%. Posteriormente,
apresenta-se um resumo baseado em'**%"® gobre os métodos direto de Gauss,
estaciondrios (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR e SSOR) e de aceleragdo polinomial
(Chebyshev e Gradiente Conjugado). Finalmente, aplicam-se estes métodos para
problemas eldsticos bi e tridimensionais, discutindo os resultados obtidos.

ESTRUTURAS DE DADOS PARA A MATRIZ
DO SISTEMA DE EQUACOES

Visando alcangar eficiéncia na solucdo do sistema de equagdes (1), torna-se essencial
empregar estruturas de dados adequadas para a matriz A. Deve-se procurar armazenar
o nimero minimo de elementos necessarios para a resolugéo de (1) através de um método
direto ou iterativo, reduzindo assim nio apenas o espago de memdria, mas também o
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nimero de operagoes. Neste trabalho, foram adotados os armazenamentos em colunas
ascendentes e esparso, estando as estruturas de dados ilustradas na Figura 1 para um
exemplo simples.

Colunas ascendentes:
maxa = [1 247 10 15]

10 30 50 0 90 a=1[10203040 050 60 0 70 80 0 0 0 90]
20 0 70 0
A= 40 0 0
sim. 60 0 Esparsa:
80 diag =157 89 10]

a = [10 30 50 90 20 70 40 60 80]
col=[123524345]

Figura 1. Estruturas de dados para matrizes em colunas ascendentes e esparsa

No caso de colunas ascendentes, tem-se os vetores a e maxa, respectivamente,
para os elementos da matriz e os indices de a correspondentes aos termos da diagonal
principal. Este ultimo vetor contém N + 1 posicoes e a diferenca entre os elementos
i+1lei(i=1,...,N) fornece o nimero de elementos m; da coluna 7. Por sua vez, a
altura da coluna ¢, denotada por mgj , ¢ dada por mZU = m; —1, ou seja, ndo se considera
o elemento da diagonal principal.

Para matriz esparsa, utiliza-se o Armazenamento Comprimido por Linhas®*. Este
esquema é bastante simples e armazena estritamente apenas os elementos nao-nulos da
matriz. S30 necessirios um vetor a para os coeficientes, outro denominado col com
os indices das colunas, além do vetor diag, andlogo ao maxa, com os indices de a
dos termos da diagonal principal da matriz. Uma das desvantagens deste formato é o
enderecamento indireto para o acesso aos elementos de uma linha.

Observa-se que o uso de métodos iterativos com matrizes esparsas ndo requer a
renumeragao 6tima das equacoes. No entanto, para colunas ascendentes de forma geral
e métodos diretos em matrizes esparsas é fundamental determinar uma numeracgao
Otima, visando reduzir a demanda de memdria e processamento. No caso de colunas
ascendentes, empregou-se o algoritmo de Cuthill-Mckee®>!°. J4 para matrizes esparsas,
utilizou-se a técnica de grau minimo!2,

Denota-se por m a altura média das colunas para a estrutura em colunas
ascendentes ou o nimero médio de elementos por linha na parte superior da matriz
esparsa. Da mesma maneira, m? denota a altura da coluna i ou o ntimerc de elementos
na matriz esparsa, desconsiderando o termo da diagonal principal. Estas constantes
estdo relacionadas por m = YN myY /N + 1.

Verifica-se que para as duas estruturas de dados consideradas, necessitam-se,
respectivamente, N + YN, m¥ = Nm e (N + 1)/2 posicoes de memdria com precisio
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dupla para os vetores a e maxa/diag. Para matriz esparsa, tem-se ainda o vetor col de
ntmeros inteiros ocupando a metade do armazenamento de a, ou seja, Nm/2 posigdes.

Neste trabalho, uma operacdo de ponto flutuante (flop — floating operation) serd
entedida como uma multiplicagao/divisao seguida geralmente de uma adigao/subtragao.

METODO DIRETO DE GAUSS

No método de Gauss, as equagdes do sistema sao modificadas em passos sucessivos
até que a solucdo seja encontrada’. Para isso, a matriz simétrica A é fatorada como

A =LDL? (2)

sendo L triangular inferior com diagonal unitiria e D uma matriz diagonal.

Substituindo (2) em (1) e denotando w = DL u, chega-se ao sistema triangular
inferior Lw = b cuja solugdo ¢ obtida por um processo de substitui¢do a frente.
Conhecido o vetor w, a solugao u de (1) é determinada por uma substituicao para
trds, ou seja, LTu = D~ lw.

A fatoracio de A é realizada em N passos através das colunas ou linhas, ambas
conduzindo ao mesmo resultado. No entanto, a primeira forma ¢ mais conveniente
para armazenamento em colunas ascendentes, enquanto a decomposi¢ao por linhas é
empregada para matrizes esparsas.

Uma forma de estimar o nimero de operagoes para a fatoracdo de A e os processos
de substituicdo estd dada em’, considerando o pardmetro mf] definido anteriormente.
Para a fatoracio sio necessarias 3 mY (m¥ + 3)/2 multiplicagdes e 3 m{(mV +1)/2
adigdes. J4 nas substituigdes empregam-se N + 2} mZU multiplicagoes e 2> m;
adi¢oes. Devido a definicio anterior de operagdo de ponto flutuante, tem-se um total
de N + Y mV(mY + 7)/2 operagdes para a solugdo via método de Gauss. No que se
refere ao espago de memoria, além da matriz A, necessitam-se mais [N posigoes para o
vetor b.

Na fatoracio de A, ocorre em geral preenchimento (fill in), ou seja, elementos
nulos tornam-se diferentes de zero devido & eliminacdo de termos nas linhas e colunas
de A. Em colunas ascendentes, o preenchimento estd confinado no perfil da matriz,
estando todos os elementos alocados no inicio da fatoragdo. Ja para matrizes esparsas,
a fatoracao inclui novos termos ndo previstos inicialmente. Para isso, aplica-se antes
da fatoragio, o processo denominado Gauss simbélico, o qual determina os termos que
se tornardo nao-nulos, permitindo, entdo, alocar espago para estes novos elementos®”.

METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS

A partir de (1), define-se uma expressdo geral para os métodos iterativos
estacionarios ou bésicos da seguinte forma®

u™b = Gu™ +k n=0,1,2,... 3)

onde G =I-Q'A e k = Q 'b sdo, respectivamente, a matriz de iteracdo do método
e um vetor conhecido, sendo Q a matriz de particdo do método.
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Assumindo que A é nao-singular, tem-se que 1 é solugdo do sistema associado
(I-G)u = k, se e somente se i € a unica solugdo de (1), ou seja, i = A~'b. Um método
iterativo na forma (3), cujo sistema relacionado tem solucéo unica @ coincidente com
a solugdo de (1), é denominado completamente consistente. Sendo {u™} a sequéncia
de iteragoes determinada por (3), esta propriedade implica que se u(® = @ para algum
valor de (n), tem-se que u(®»*t) = u**2 = .. = 4. Além disso, se {u™} converge
para algum vetor G entdo @ = u.

Por outro lado, um método iterativo é convergente se para qualquer vetor inicial
ul®, a sequéncia de aproximagcoes u® u® ... definida por (3) converge para ii. A
condicio necessaria ¢ suficiente para a convergéncia é dada a partir do raio espectral
de G, ou seja, S(G) < 1*8.

A convergéncia na iteragdo n é medida a partir do vetor de erro e = ul® — g
Tomando-se uma norma adequada ||-||, tem-se que ||e™]] < [|G™||||®@]]. Assim, ||G"||
fornece uma medida da redugio da norma do erro apds n iteragoes.

No entanto, ndo é necessario que os métodos definidos por (3) sejam convergentes,
de acordo com a definigido anterior. Exige-se apenas que os mesmos sejam simétricos.
Para isso, deve existir uma matriz nio-singular W tal que a matriz W(I — G)W~!
seja SPD. Se o método iterativo (3) é simétrico, entdo as seguintes propriedades sao
validas®: os autovalores de G sdo reais; o maior autovalor algébrico M (G) é menor que
1; os autovetores de G definem uma base para o espago vetorial associado.

A seguir serdo apresentados os métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR e
SSOR. Para isso, expande-se a matriz A como

A=D-C,-Cy (4)

onde D, C; e Cy sdo, respectivamente, as matrizes diagonal, triangular inferior e
superior de A.

Método de Jacobi

Dada uma solucio inicial u(®, o método de Jacobi (JAC) consiste em obter para
cada passo 4 a respectiva incégnita u; (i = 1,...,N). De forma geral, tem-se para a
iteragdo (n + 1)

N
aﬁuﬁnﬂ) =b; — Z aij u§~n) i1i=1,...,N (5)
J=1(j#4)

Observa-se que a ordem na qual as incégnitas sdo atualizadas é irrelevante. Por isso,
este algoritmo é denominado como método de deslocamentos simultdneos. Observa-se
que a convergéncia do método de Jacobi s6 é alcangada para casos onde a matriz A é
fortemente diagonal dominante*.

Para colunas ascendentes, uma implementacdo eficiente do método de Jacobi é
efetuada considerando o algoritmo ao longo das colunas de A. No entanto, independente
do tipo de armazenamento, sdo necessarios, além de A, os vetores u®, ut) ¢ b,
resultando em mais 3N posi¢coes de memodria. Por sua vez, o nimero de operagoes por
iteragdo é N(2m — 1).
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Método de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel (GS) é andlogo ao anterior, diferenciando-se pelo fato
que as componentes j4 atualizadas da aproximacdo u™ so empregadas a medida que
sao calculadas. Logo

i—1 N
aiiuz(nH) =bi - Z aia‘“gnﬂ) - Z az‘j“;n) (6)
j=1 j=i+1

Neste método cada componente uz(-nﬂ) depende daquelas determinadas

anteriormente, sendo a aproximacdo u(®*D funcio da ordem na qual as equacdes so
examinadas. Desta maneira, o algoritmo GS é conhecido como método de deslocamentos
sucessivos, enfatizando a dependéncia no ordenamento das equagoes. No que se refere
& implementagdo, o espaco de memdria e o custo por iteragdo sao os mesmos do método
de Jacobi.

Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sdo efetivos na redugdo das amplitudes das
componentes de alta frequéncia da aproximacdo u™, sendo portanto adequados em
métodos multigrid®.

Método de Sobre-relaxagao

No método de sobre-relaxacdo (SOR), emprega-se um pardmetro de relaxagio w,
visando acelerar a taxa de convergéncia das aproximacgoes. Assim, de maneira geral
tem-se

1—1 N
aiiugnﬂ) =w|b— Z aijU§n+1) - Z az-ju;n) + (1 - w)auugn) 1=1,...,N (7)
j=1 j=i+1

Verifica-se que para w = 1, obtém-se o método de Gauss-Seidel; para w < 1 e
w > 1 tem-se, respectivamente, sub e sobre-relaxacéo. E possivel ainda selecionar w,
de tal forma que a taxa de convergéncia seja sensivelmente superior aquela obtida nos
métodos de Jacobi e GS. Para problemas elipticos, toma-se w = 1,8 como valor 6timo.
Pode-se empregar algoritmos adaptaveis para determinar w, utilizando estimativas para
a taxa na qual a iteracdo corrente estd convergindo*®.

A implementagdo deste método é andloga ao caso anterior, devendo-se considerar
apenas as multiplicacdes por w a cada passo, implicando num custo de 2Nm operagoes
por iteragao.

- Método de Sobre-relaxacdo Simétrico

O método de sobre-relaxacio simétrico (SSOR) é definido pelas seguintes equagdes

i1 N
gl = w (bz‘ > aij“;(in+1/‘2) -2 az‘juﬁ;”)) + (1 - w)aiuy” (8)

i=1 j=i+1
i=1,...,N



ANALISE COMPARATIVA DE METODOS DIRETOS E ITERATIVOS 129

i—1 N
g™ = w | b; — 3 aiju§n+1/2) -3 aiju§n+1) +(1 - w)agut? .
j=1 j=i+l (9)

i=N,...,1

(n+1/2) (n+1/2)
1 Jerey uN

Posteriormente, determinam-se ug\?ﬂ), cees u&nﬂ) usando SOR de modo reverso.

Para A SPD, demonstra-se que o método SSOR converge para todo 0 < w < 2,
sendo a convergéncia relativamente insensivel para valores neste intervalo. A principal
aplicag@o do algortimo SSOR é como pré-condicionador para métodos iterativos com
matrizes simétricas. Tomando-se um mesmo valor 6timo para w, a taxa de convergéncia
do SSOR ¢ inferior ao SOR*, sendo o custo de cada iteragdo duas vezes superior, ou
seja, 4Nm.

Inicialmente, calculam-se u aplicando-se o método SOR a (8).

ACELERACAO POLINOMIAL

Os procedimentos de aceleragao polinomial visam aumentar a taxa de convergéncia
dos métodos iterativos basicos discutidos anteriormente. Para isso, determina-se uma
nova sequéncia de aproximagoes tomando-se combinagGes lineares dos vetores obtidos
nas iteragoes.

Suponha que o método basico seja completamente consistente, simétrico e descrito
por

w) = Gw™® +k n=0,1,2,... (10)

Para acelerar a convergéncia das aproximagdes w(™) | toma-se uma nova sequéncia
u(® dada pela seguinte combinagio linear

n n
u® = Z On i w®  com Z on; =1 n=0,1,2... (11)
i=0 i=0

A partir dai, demosntra-se que o erro na n-ésima iteracido pode ser escrito como

€™ = Qn(G)e® (12)

onde Qn(G) = anol+ 051G+ ... + @, ,G™ é um polindmio matricial. Tomando-se
Qn(z) = g + an1z + ... + 0 p2" como o polindémio algébrico associado a Q,(G)
observa-se que Q,(1) = 1.

Devido a forma da equagdo (12), o procedimento definido por (10) e (11) é
denominado método de aceleragdo polinomial. No entanto, através de (11), verifica-
se um alto custo computacional em termos de processamento e armazenamento. Para,
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contornar este problema, basta tomar os polindémios @, (z) dados pela seguinte relagio
de recorréncia®

Qo(z) =1 Qi(z) =mr—-m+1
Qn+1(2) = pne1(n12 + 1 = 4 1)@n(z) + (1 = pg1)@n-1(z) n2>1

onde v; e p; sdo nameros reais. Além disso, observa-se que @Qp(l) =1 Vn > 0. A
partir dai, demonstra-se que as aproximacoes u(nt1) podem ser determinadas através
da relacdo com 3 termos

u® = 4 (Gu® + k) + (1 — y)u®

13

u ) = Pn+1{7n+1(Gu(n) +k)+(1- ’Yn+1)u(n)} +(1 - pn—l)u(n_l) n=>1 1)

Existem vérias sequéncias de polinémios {@,(z)} satisfazendo (13), como por
exemplo aquelas associadas aos métodos de Gradiente Conjugado e de Chebyshev.
No método de Gradiente Conjugado, procura-se determinar a sequéncia {Qn(z)}
minimizando a norma de energia do erro [[e™][s. Por sua vez, no algoritmo
de Chebyshev, toma-se {Q,(z)} tal que o raio espectral S(Qn(G)) seja pequeno.
Vérias outras técnicas de aceleracao nao-polinomial dos métodos bésicos podem ser
empregadas, como por exemplo os algoritmos multigrid®?.

ACELERACAO DE CHEBYSHEV

O polindmio de Chebyshev de ordem 7 ¢ dado pela expressdo recursiva®'®

To(w) =1 T {w) =w Trni1(w) = 20T, (w) — Th—1(w) (14)

Para minimizar o raio espectral S(Qn(G)), definem-se pardmetros de iiteragé,o
depedentes dos autovalores extremos m(G) e M(G) da matriz de iteragdo G.
Demonstra-se que o tnico polindmio P, (z) minimizando S(@Q,(G)) é dado por®

T (e micr) 1)

T (e

Pn(x) =

No procedimento 4otimo de aceleracio de Chebyshev, as aproximacoes sao
determinadas pela seguinte relacao de recorréncia

u™t = 5, {76 + 4™ 4w P 4 D (16)
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onde 8™ = Gu™ + k — u™ = ut1) — u() ¢ denominado vetor de pseudo-residuo,
obtido resolvendo-se o sistema Q6™ = b — Au™. Na expressao anterior, ¥ € pni1 S0
dados por

-1 -1
pL=1 py= <1 - %52> Pl = (1 — 352;3“) n>2
- 2 _ M(G) - m(G) (7
TTo (@) - MG 7T 2-m(G) - M(G)

O termo 6timo é empregado devido a utilizagdo dos autovalores m(G) e M(G)
da matriz de iteracdo G. Como em geral, estas constantes nado estdo disponiveis,
pode-se aplicar um algoritmo adaptavel visando melhorar estimativas iniciais para os
autovalores extremos de G8. Neste trabalho, calculam-se estas estimativas através do
algoritmo de Lanczos'.

Considerou-se a aceleragdo de Chebyshev aplicada ao método SSOR, denotado
por CHSS. A implementacio estd baseada em', necessitando 5N posi¢des de memoria
adicionais para os vetores e N(4m + 1) operagdes por iteragdo.

METODO DE GRADIENTE CONJUGADO

Seja o funcional quadratico f(u) = 3(u,Au) — (b,u) +c (b € R?, c € R).
Como A é SPD, observa-se que o problema de minimizar f é andlogo & solugao do
sistema de equagdes (1). Assim, tem-se uma classe de métodos iterativos cujo objetivo
¢ determinar um minimo local de um funcional quadratico. A solucio iterativa deste
problema de minimo possui a seguinte forma geral®

u(n+1) — u(n) + Tnd(n) n = 0, 1, 2, N (18)

sendo d(™ uma direco de busca e 7,, um escalar, selecionado de tal maneira a minimizar
f(u) ao longo da linha passando por u(™ na direcio d™.

Supondo que f € C'(R"™), demonstra-se que dentre todas as direcdes d num ponto
u, aquela onde f decresce mais rapidamente, na vizinhaca de u, é dada pelo gradiente
de f?

d=g(u)=-Vf(u)=b-Au (19)

Os procedimentos para a determinagdo de 7, sdo conhecidos como algoritmos de
busca. No caso de um funcional quadratico, 7, pode ser obtido de forma simples, ou
seja

(d™), g(n)y
=05 2
™= T dm, Ad™) (20)

O método de Gradiente Conjugado (GC) define a direcdo de busca como

d(n+l) = —g(n+1) + ﬂnd(n) n = 0’ ]-) 2’ v (21)
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sendo d® = —g® ¢ g;,6y,... constantes determinadas de tal forma a minimizar o
erro ||e™)]|4 a cada iteragio. Demonstra-se que os pardmetros (3, sio dados por*

B (g(n-{-l),Ad(n))
b =@, Aam) (22)

Multiplicando (18) por A, subtraindo b em ambos os lados da equagio e
substituindo (19) no resultado, obtém-se a relago

gt = g 4 7 Ad™ (23)

Os parametros (3, e 7, podem ainda ser reescritos como"?®

(gD, gty - (gln) glm)
E,e™) "7 (@, Ad0) 24

A partir destas equagoes, a forma computacionalmente mais conveniente do método
de gradiente conjugado, com u(® dado e d® = —g(® pode ser resumida em’

ﬂnz

(g™,g™)
@™, Adm)

gt = g 4 7 Ad™ (25)
(g(n+1) , g(n+1))
ﬁn =
(g™, g™)
dt) = _gntl) 4 g gt

Tn =

Em relagdo ao espaco de memdria do algoritmo anterior, deve-se armazenar um
total de 4 vetores, equivalentes a 4N posicoes de memdria. No que se refere ao niimero
de operagoes, tem-se 0o produto Ad, 2 produtos internos e 3 férmulas de recorréncia,
respectivamente, com (2m — 1)N, 2N e 3N operagoes, totalizando N(2m + 4) por
iteracao.

Método de Gradiente com Pré-condicionamento

A taxa de convergéncia do método de Gradiente Conjugado depende do nimero de
condicio espectral k(A)'. O objetivo da técnica de pré-condicionamento é minimizar,
ao invés de f, o funcional quadrético f(v) = %(v, Av) — (b, v) + ¢ de tal forma que
k(A) < K(A), aumentando assim a taxa de convergéncia do método.

O funcional f é obtido tomando-se uma matriz nao-singular E e a tranformagao
v = ETu, a qual substituida na expressio para f resulta em f, com A= E'AE T,
b = E b e ¢ =c. Observa-se que C = EE7 é positiva-definida, sendo denominada
matriz de pré-condicionamento.
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Pode-se aplicar o algoritmo de GC ao funcional f , definindo o método de GC com
pré-condicionamento transformado pois a sequéncia de aproximagdes v converge para
v = A !'b. Para se obter a solucao do problema original efetua-se a transformagéo
u=ETv,

Logo, a partir de (25), a versdo pré-condicionada do método de gradiente nio-
transformado é dada por!

(g™,g™)
(A, Ad)

h(+D) = C-1g(n+D)

Tn =

(g(n—H)’ h(n+l))

Pn = (g™, h(n)
dtl) = _p(vtD) 4 g g™

Se C possui a propriedade tal que x(A) < x(A), logo a versido pré-condiciona-
da apresenta uma taxa de convergéncia maior que a versdo original (25). Observa-se
ainda em (26), a presenga da matriz C e nao de E. Assim, como qualquer matriz
positiva-definida C possui varias fatoragdes do tipo C = EET, pode-se tomar a matriz
de pré-condicionamento na classe de matrizes positiva-definidas.

Uma matriz de pré-condicionamento adequada deve possuir as seguintes
propriedades: x(A) < k(A); os termos de C devem ser determinados de forma répida;
a resolucao do sistema Ch(”“) = g(®*1) deve ser mais eficiente que a solugdo de (1).

Consideram-se como pré-condicionadores a matriz diagonal D, assim como
as matrizes de particdo dos métodos SSOR e Gauss-Seidel simétrico’® dadas
respectivamente por

C= (%D - CL> (éD) - (éD — CL) ) C=(2D - Cp)(2D)'(2D — Ccpn)T (27)

sendo Cj, a matriz triangular inferior de A indicada em (4).

A partir da versdo transformada do método de GC, obtém-se uma variante
pré-condicionada bastante eficiente'. Neste caso, tem-se (2m + 7)N operagbes por
iteragdo e 5N posi¢oes de memdria para os vetores auxiliares. Os métodos com pré-
condicionamento serdo indicados por GCD, GCSS e GCGS respectivamente para os
casos de matriz de pré-condicionamento diagonal, SSOR e GS simétrico.
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CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Como visto anteriormente, os métodos iterativos produzem uma sequéncia de apro-
ximacdes {u(™} convergindo para a solugdo @ de (1). Assim, torna-se fundamental
estabelecer critérios de convergéncia visando terminar o processo iterativo. Um bom
critério de parada deve possuir as seguintes caracteristicas*: identificar quando o erro
(™) ¢ suficientemente pequeno; parar se o erro nio estd decrescendo ou se a taxa de
decaimento é muito baixa; limitar a quantidade méaxima de iteragoes.

Deseja-se parar as iteracdes quando a magnitude do vetor €™ for pequena. No
entanto, é impossivel empregar €™ como critério de parada. Assim, geralmente
procura-se limitar o erro € em funcéo do residuo rD. Para comparar a performance
dos métodos iterativos abordados, adotou-se o critério de convergéncia baseado na
norma relativa do residuo ||r(™||3, ou seja

|Au —blls

M|, =
r =

<¢ (28)

Visando uniformizar os resultados, selecionou-se a precisao &, de forma que o erro
relativo entre as solucdes direta de Gauss uy e iterativa u;; fosse no maximo 0,1 %, ou
seja

el = M= vills g g (29)
|lugliz
Observa-se que s3o necessdrias 2Nm operagbes para o cédlculo do critério de
convergéncia (28), sendo equivalente a uma iteracdo do método. Para reduzir este
custo, pode-se verificar a convergéncia a cada 5 ou 10 iteragoes. No entanto, para
os métodos de gradiente conjugado (GC, GCD, GCSS, GCGS), o gradiente em cada
iteracao corresponde ao préprio residuo. Assim, tem-se o custo do critério apenas para
os métodos de Jacobi, GS, SOR e CHSS.

CLASSES IMPLEMENTADAS

Para implementar as estruturas de dados e os algortimos discutidos anteriormente,
empregou-se a linguagem C++°. Desenvolveram-se as classes Symmetric, Symme-
tricSkyline e SymmetricSparse, respectivamente para matrizes simétricas, em colunas
ascendentes e esparsa’. As técnicas de Gauss e iterativas sdo métodos destas
classes. Logo, dado um arquivo com os dados de uma malha, é possivel determinar
a topologia da matriz, inicializar os seus elementos e selecionar o algoritmo a ser
empregado, especificando pardmetros tais como o nimero maximo de iteragdes, critério
de convergéncia, precisdo, dentre outros.
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Estas classes foram incorporadas a um ambiente orientado por objetos com
ferramentas para geracao de malhas, andlise por elementos finitos e visualizagao de
resultados'®

ESTUDO DE CASOS

A Tabela I resume o nuimero de operagoes € o espaco de memoéria dos vetores
auxiliares para todos os métodos discutidos anteriormente. O pardmetro N;; indica o
numero de iteragdes para a convergéncia no caso dos algoritmos iterativos.

Observa-se que as expressoes na Tabela I consideram apenas o nicleo principal dos
métodos. A demanda computacional real é superior aquela indicada devido a fatores
como gerenciamento de memdria, expressoes condicionais, sincronismos, dentre outros.
No entanto, estas relagdes sdo significativas para efeito de uma andlise comparativa
dos métodos, além do que o célculo do nimero de operacoes a partir destas expressoes
independe da implementagio adotada para os varios métodos. Deve-se ressaltar ainda
que nao estdo contabilizados os custos de renumeracdo de nds, do procedimento de
Gauss simbdlico em matrizes esparsas e do calculo das estimativas dos autovalores
extremos através do algoritmo de Lanczos no método CHSS.

Método Operagoes Memoéria
Gauss N+ ml(m? +7)/2 N
Jacobi NyN(2m — 1) 3N
GS NuN(2m — 1) 3N
SOR 2N;:Nm 3N
SSOR 4Nz Nm 3N
CHSS NaN(dm + 1) 5N
GC N N(2m + 4) iN
GCD NuN(2m + 5) 5N
GCSS NuN(@2m +7) 5N
GCGS NuyN(2m +7) 5N

Tabela I. Niimero de operagdes e espago de memdria dos vetores auxiliares para os
métodos direto e iterativos considerados

Para avaliar o desempenho dos vérios algoritmos apresentados, considerou-se
primeiramente os 3 problemas planos ilustrados na Figura 2, tomando-se 4 malhas de
elementos triangulares de 6 nés para cada um destes casos. No cilindro vertical, tem-se
uma estrutura axissimétrica sem singularidades; a placa com furo é um problema de
estado plano de tensao com singularidade moderada; e finalmente o exemplo de fratura,
constitui-se novamente num caso de estado plano, mas com uma forte singularidade.
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Figura 2. Problemas planos analisados: cilindro vertical, placa com furo e fratura
(E=21x10%v=0,3)

Cilindro vertical

< dz dir ot 1ie
Nés | Elems | Eqgs | mgy | NElemsgy, | mgy, | NElemsgy, | mgs | NElems,

531 244 1020 | 69,4 70739 30,7 31327 11,2 11397

1595 760 3116 | 134,1 417803 47,9 149306 11,5 35931

3069 | 1482 6036 | 183,3 | 1106335 o7,7 348535 11,7 70395

5293 | 2578 | 10452 | 242,7 | 2536176 67,9 709156 11,7 122733

Placa com furo

Nés |Elems | Eqs |mgy | NElemsy, |mdy | NElemssy |mie | NElemst

533 248 1020 | 62,3 63581 34,4 35073 11,3 11481

1558 745 3034 | 111,5 338319 45,9 139123 1,5 35034

3172 | 1537 6226 | 153,1 952947 55,6 345996 11,7 72714

5078 | 2477 | 10014 | 214,1 | 2143473 65,3 654376 11,8 117678

Fratura

Nés | Elems | Eqs | mgy | NElemsg, |md™ | NElems® | mé | NElemst,

563 260 1078 | 70,4 75838 31,8 34297 11,2 12060 -

1538 735 3002 | 112,3 337056 44,1 132369 11,5 34650

3202 | 1547 6284 | 160,0 | 1005527 59,3 372732 11,7 73209

5216 | 2539 |10282 ) 211,0 | 2169416 66,2 680468 11,7 120600

Tabela I1. Atributos das malhas dos 3 problemas planos

A Tabela II apresenta as principais caracteristicas de cada uma das malhas: nimero
de nds; nimero de elementos; niimero de equagoes; Mk, NElemsg, = altura média das
colunas e nimero de coeficientes da matriz em colunas ascendentes com renumeracio
pelo algoritmo de Cuthill-Mckee; mgi’z",, NElemng, = ndmero médio de elementos por
linha e nimero total de coeficientes na matriz esparsa com renumeragao pelo algoritmo
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de grau minimo; mf;ts‘;,, NElemsig‘;, = namero médio de elementos por linha e nimero
total de coeficientes ndo-nulos na matriz esparsa para os métodos iterativos.

Observa-se que na geracido das malhas procurou-se apenas aumentar o nimero de
equagoes. Assim, ndo se aplicou nenhum procedimento adaptivel visando obter uma
malha 6tima para a analise de cada um dos problemas. Para os métodos iterativos,
tomou-se como solugdo inicial u(® = 0.

Aplicaram-se os seguintes métodos na andlise destes 3 problemas: Gauss, SOR,
CHSS, GC, GCD, GCSS e GCGS. Obteve-se uma grande quantidade de resultados,
tais como nimero de iteracdes para convergéncia, ntmero de operagdes, espago de
memodria, normas do residuo e erro relativo®. Neste trabalho, faz-se um resumo de
todas as simulagoes, procurando ressaltar os aspectos mais importantes. Considera-se
em detalhes apenas o problema de fratura estando as malhas adotadas para este caso

ilustradas na Figura 3.

PR

Figura 3. Malhas geradas para o problema de fratura

- A Tabela III apresenta, para os métodos iterativos, o nimero de iteragdes para
convergéncia em cada uma das 4 malhas dos problemas analisados, empregando-se
uma precisdo £ = 1073, Apenas em alguns casos indicados, usaram-se outros valores
de £, com o objetivo de satisfazer a condigao (29).

Na Figura 4, tem-se para o problema de fratura o nimero de operagoes em MFlop
para as técnicas iterativas e método de Gauss skyline e esparso para as 4 malhas. Foram
ajustadas retas da forma y = C'z® em escala log-log para cada um dos métodos, estando
os coeficientes angulares « indicados na Tabela III. A Figura 5 ilustra o comportamento
do residuo do critério de convergéncia para a primeira malha da Figura 3.
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Cilindro vertical

Método 1 2 3 4 o
Gauss - esparsa - - - - 1,83
Gauss - skyline - - - - 2,08

SOR 116 337 677 1121 2,00

CHSS 101 175 257 348 1,55

GC 124 193 265 355! 1,47

GCD 102 162 187 245 1,38

GCSS 75 111 165 220 1,48

GCGS 57 91 102 132 1,36
Placa com furo

Método 1 2 3 4 «a
Gauss - esparsa - - - - 1,68
Gauss - skyline - - - - 2,07

SOR 2871 10452 17831 3040° 2,03

CHSS 127 228 317 4811 1,58

GC 138 247 351 448 1,563

GCD 129 203 285 429 1,52

GCSS 64 142 204 257 1,62

GCGS 73 109 157 236 1,51
Fratura

Método 1 2 3 4 o

Gauss - esparsa - - - - 1,78
Gauss - skyline - - - - 1,96
SOR 369" 1139 2242° 3704 2,04
CHSS 147 252 373 476 1,54
GC 153 250 378 477 1,53
GCD 140 237 349 447 1,563
GCSS 86 139° 207 251% 1,50

GCGS 79 131 191 244 1,52

Tabela III. Numero de iteracdes para os métodos iterativos e coeficientes das retas ajustadas:
1-Precisdo de 2,5E-4. 2-Precisao de 1,0E-4. 3-Precisdo de 5,0E-3. 4-Precisdo de 2,5E-3.
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Figura 4.
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Figura 5. Fratura: comportamento do residuo ||r||z do critério de convergéncia na

primeira malha
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ANALISE DOS RESULTADOS

A partir dos resultados obtidos observa-se que:

¢ Os termos da matriz do sistema e dos vetores foram tratados com precisao dupla,
ocupando, portanto, 8 bytes. Assim, as expressoes para o espago de memoria devem
ser multiplicadas pelo fator 8/1024, resultando valores em Kbytes.

e Para a primeira malha dos 3 problemas, com cerca de 1000 equagbes, o método
SOR apresenta, em termos do nimero de iteracdes, uma performance comparavel
aos métodos CHSS, GC e GCD. A medida que o nimero de equagdes aumenta,
verifica-se uma queda progressiva na eficiéncia deste método.

e O nimero de iteragdes para a convergéncia com o método CHSS é inferior ao GC na
maioria dos resultados obtidos. No entanto, o seu custo computacional é superior
devido ao fator 4m presente na expressao para o cilculo do niimero de operagdes.

Como indicado em®, a performance do algoritmo GC com pré-condicionadores é
bastante superior ao CHSS. As estimativas para os antovalores obtidas pelo método de
Lanczos permitiram uma reducdo significativa do nimero de iteracgdes, comparando-
se com o procedimento adaptdvel dado em®. Uma das vantagens da aceleracdo de
Chebyshev, em relagdo ao método de Gradiente Conjugado, estd em nado efetuar
produtos internos, facilitando a sua paralelizagdo. Os produtos internos constituem-se
em pontos de sincronismo em versoes paralelas do algoritmo de GC*.

e No método GCD, o nimero de iteractes é inferior em relagdo aos procedimentos
CHSS e GC. No entanto, a medida que a singularidade torna-se mais forte, verifica-
se um equilibrio nos 3 procedimentos.

e As versdes pré-condicionadas do método de Gradiente Conjugado GCSS e GCGS
permitiram reduzir significativamente o nimero de iteragoes em relacdo aos demais
métodos. Na maioria dos casos, o algoritmo GCGS foi superior ao GCSS.

¢ Para métodos iterativos, torna-se essencial utilizar um armazenamento em matrizes
esparsas. Como pode ser visto na Tabela I1, no caso das 3 malhas mais finas, apenas
cerca de 5 % dos elementos sdo nao-nulos em relacdo ao caso de colunas ascendentes.
No método de Gauss, também se verifica uma redugdo no nimero de elementos,
mas nao tio substancial devido ao processo de fatoracfio, onde novos coeficientes
nao-nulos sao gerados.

e Em geral, os métodos iterativos de gradiente conjugado sao superiores em relagdo ao
procedimento de Gauss em colunas ascendentes. No entanto, considerando apenas
o nimero de operagdes, o método de Gauss esparso € superior até um certo nimero
de equagdes, dependente do problema em estudo. Na Figura 4, extrapolando os
resultados, verifica-se o cruzamento entre as retas dos métodos de Gauss e GCGS,
indicando um mesmo custo computacional, para 81181 equagdes.

Empregando o mesmo procedimento para os exemplos de cilindro vertical e placa
com furo, foram obtidos gréficos semelhantes & Figura 4, identificando os cruzamentos
das retas de Gauss e GCGS, respectivamente, para 6438 e 182310 equagses®.
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e O problema de fratura apresenta uma forte singularidade, implicando num maior
numero de iteragdes para a convergéncia em relagdo a placa com furo. Por sua vez,
este problema com singularidade moderada demanda mais iteracdes que o caso de
cilindro vertical. Portanto, como esperado, a presenca de singularidades afeta a
performance dos métodos iterativos.

e Em relacdo ao comportamento do residuo, ilustrado na Figura 5, observa-se um
decaimento suave para o método SOR. Para as demais técnicas, o residuo decresce
em patamares ocorrendo maiores instabilidades nas iteragdes iniciais. De forma
geral, tem-se uma queda mais instavel do residuo a medida que a singularidade
aumenta.

Das simulagdes numéricas anteriores, verifica-se que o algoritmo GCGS ¢é superior
comparando-se com os demais métodos iterativos. Tomou-se o problema de fratura com
dimensdes 100 vezes maiores que aquelas indicadas na Figura 2, gerando-se 7 malhas
com elementos triangulares de 6 nds, estando as caracteristicas destas malhas indicadas
na Tabela IV. Além disso, analisou-se a viga tridimensional ilustrada na Figura 6 com a
Tabela V apresentando os parametros das 4 malhas empregadas. O objetivo foi estudar
o comportamento dos métodos de Gauss e GCGS a medida que se aumenta o niimero
de equagoes.

1000
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Figura 6. Malhas geradas para a viga tridimensional (E = 1,0 x 10°, v = 0, 3)
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Nés |Elems | Eqs |mgky |NElemsy, |mdr |NElemsk, |mis | NElemsy,

654 303 | 1254 | 73,2 91798 34,3 43016 11,2 14076

1817 868 | 3540 |129,0 456687 46,7 165205 11,5 40821
3006 1449 | 5888 | 169,6 998440 50,7 298805 11,6 68451
5190 2527 (10226 |[213,1 | 2179279 | 60,6 619395 11,7 119958
10304 5055 |20390 |298,2 | 6079571 | 72,8 | 1483760 | 11,8 240756

16272 8013 |32272 |376,1 | 12136114 | 81,2 | 2620189 | 11,9 382305
27765 | 13722 | 55376 |{503,7 | 27895204 | 93,0 | 5148300 | 11,9 658151

Tabela IV. Atributos das malhas do problema de fratura modificado para matrizes em colunas
ascendentes (sky) e esparsa (esp); métodos direto (dir) e iterativo (ite)

Malha | Nés | Elems | Egqs | NElems? | m¥ | NElemsZ’ | mdir
1 335 921 963 15444 16,0 38511 40,0
2 1130 | 3922 | 3279 57804 17,6 265821 81,1
3 3024 | 11813 | 8724 162276 18,6 1415535 162,3
4 8633 | 37976 | 24606 482364 19,6 8671554 352,4

Tabela V. Atributos das malhas para a viga tridimensional

Para o problema de fratura modificado, a Tabela VI apresenta o numero de
iteragdes do método GCGS em cada uma das malhas, utilizando precisoes § = 1072 e
¢ = 1073. Analogamente, para a viga tridimensional, com ¢ = 1073, foram necessdrias,
respectivamente, 222, 369, 490 e 556 iteragbes para as malhas adotadas. As Figuras 7
a 12 ilustram para estes dois exemplos o numero de operagdes, o espaco de memoria
(matriz + vetores auxiliares) e o nimero médio de elementos por linha/coluna em
funcdo do numero de equagbes. Finalmente, a Tabela VII contém os coeficientes
angulares das retas das Figuras 7, 8, 10 e 11.

Malha 1 2 3 4 ) 6 7
NIT (¢ = 107%) 71 122 159 206 293 374 493
NIT (¢ =1073) 87 155 189 251 358 459 676

Tabela VI. Ndmero de iteragdes para GCGS nas 7 malhas do problema de fratura
modificado
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A partir destes resultados, acrescentam-se as seguintes consideracoes:

e Para casos bidimensionais, embora os coeficientes angulares das retas de custo
computacional dos algoritmos tipo gradiente sejam menores que aqueles do método
de Gauss em matriz esparsa, este dltimo apresenta melhor desempenho.

A precisao ¢ afeta diretamente a performance da técnica GCGS. Em particular
para o caso de fratura, o erro relativo (29) foi inferior a 1 % e 0.1 % para ¢ = 1072 e
€ = 1073, respectivamente. Para o critério de convergéncia adotado, £ = 1073 parece
mais adequado.

e A consideragdo anterior ndo se aplica para problemas tridimensionais, onde os
coeficientes angulares dos algoritmos iterativos baseados em gradiente mantém-se
da mesma ordem dos casos bidimensionais. J4 no método de Gauss em matriz
esparsa, o coeficiente « alcanca o valor de 2,57 para o exemplo estudado. Isto
se deve ao crescimento pronunciado do nimerc médio de elementos por linha.
Observa-se que neste exemplo, o método GCGS passa a ser superior em termos do
numero de operagoes a partir de 6639 equagdes, como pode ser visto na Figura 10.

e O espago de memdria indicado nas Figuras 8 e 11 considera apenas a matriz e os
vetores auxiliares. Nao se incluem, por exemplo, estruturas de dados aplicadas
ao procedimento de Gauss simbdlico em matrizes esparsas, as quais passam a
ocupar um espaco considerdvel a medida que se aumenta o nimero de equacdes.
Logicamente, este ultimo aspecto depende da implementacdo do procedimento.
Como esperado, a demanda em termos de memoria para matriz esparsa é inferior

para GCGS em relagdo ao método de Gauss. Como esta demanda é fun¢io ndo apenas
do nimero de equag¢des, mas também do nimero médio de elementos por linha/coluna
da matriz, pode-se observar como este pardmetro varia ao longo das malhas nas Figuras
9el2.

De forma geral, a selecao de um algoritmo direto ou iterativo para a solugido do
sistema (1), deve se basear ndo apenas na performance, mas principalmente no espago
de meméria necessario. Observa-se que o nimero de equagoes, a partir do qual tem-se
um mesmo custo computacional para os procedimentos de Gauss e GCGS, é dependente
das caracteristicas do problema.

Assim, um aspecto fundamental a ser considerado é a demanda em termos de
memdria, a qual cresce de forma mais pronunciada para o algoritmo de Gauss, nao
apenas para os elementos do sistema de equacdes, mas também no procedimento
simbdlico. Para ndameros crescentes de equacgoes, o método de Gauss necessitard
preliminarmente de memdria em disco (swap file) fazendo cair a sua performance.

Desta forma, a técnica GCGS é competitiva em relagdo ao método de Gauss,
principalmente em problemas tridimensionais, onde se torna superior por demandar um
menor espaco de meméria. Além disso, as taxas de convergéncia das técnicas iterativas
podem ser sensivelmente melhoradas, considerando procedimentos de aceleragio
multigrid em malhas nao-estruturadas e ndo-aninhadas?.
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Figura 7. Fratura modificado: nimero de operactes (MFlop) para o método de Gauss
esparso e em colunas ascendentes; método iterativo GCGS com precisbes
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Figura 8. Fratura modificado: espaco de memoéria (Mbytes) para armazenamento em
colunas ascendentes e esparso para o método de Gauss e esparso para o
algoritmo GCGS
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Figura 9. Fratura modificado: ndmero de elementos por linha ou coluna para os
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Figura 10. Viga: nimero de operagdes (MFlop) para os método s de Gauss e GCGS
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Fratura modificado

Método Operagdes | Meméria
Gauss - skyline 2,00 1,50
Gauss - esparsa 1,70 1,26
GCGS (£ =107?) 1,52 1,01
GCGS (£ =107%) 1,54 1,01
Viga tridimensional
Método Operagbes | Memoria
Gauss - esparsa 2,57 1,67
GCGS (¢ = 107%) 1,34 1,05

Tabela VII. Coeficientes angulares das retas dos gréaficos com nimero de operagdes e
espaco de memdria
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