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Resumen

En este articulo se muestra la eficiencia del método de diferencias finitas generalizadas (MDFG) en la
resolucién, por el método explicito, de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales dependientes del tiempo
de segundo orden para una o dos dimensiones espaciales. La obtencién de férmulas explicitas en diferencias
finitas generalizadas permite establecer un sencillo criterio de estabilidad, que viene expresado en funcién de
los coeficientes de la ecuacion de la estrella.
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RESOLUTION OF SECOND ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION TIME
DEPENDENTS BY GENERALIZED FINITE DIFFERENCE METHOD

Summary
This paper shows the efficience of generalized finite difference method (MDFQG) in the solution, by the explicit
method, of second order partial differential equation time dependents for one or two space dimensions. The

explicit finite difference formulae obtained allows us to establish an easy criterion of stability, which is
expressed in function of the coeficients of the star equation.
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INTRODUCCION

La aparicion de potentes computadoras ha permitido la utilizacién del método de diferen-
cias finitas para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en mallas irregu-
lares. Al desarrollo de este método, incluido en los llamados Métodos sin Malla’**'? han
contribuido los trabajos de Forsythe y Wasow?, Jensen®, Perrone y Kao'?, Kaczkowski’,
Liska®® y Orkisz'!.

Las expresiones explicitas de las férmulas en diferencias finitas utilizadas en el Método
de Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG), asi como la influencia de los parametros que
intervienen han sido estudiadas en la referencia 2. En este articulo se resuelven ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales dependientes del tiempo, en una y dos dimensiones
espaciales, utilizando el método de diferencias finitas generalizadas y el método explicito,
desarrollandose, también un criterio de estabilidad.

FORMULAS EXPLICITAS EN DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS

En este apartado se presentan las expresiones lineales explicitas que aproximan las
derivadas parciales en un punto del dominio (férmulas en diferencias finitas) con el objeto
de sustituir dichas expresiones en la siguiente ecuacién diferencial en derivadas parciales de
segundo orden

Caso unidimensional

oUu o*U ou
— = —_— <z< .
o A8x2+38x t>0, a<z<b (l.a)

con la condicion de contorno

{ Ula,t) = g(t)
t>0 (L.b)
U(b,t) = h(t)
con la condicién inicial
U(z,0) = f(z) (L.c)

donde ¢g(t), h(t) y f(z) son funciones conocidas.

Caso bidimensional

ou  oU U U ou ou )
W_A8x2+38y2+08x8y+D8x+E8x t>0, (z,y)eQCR (2.a)

con la condicion de contorno

ag—g +AU=G({) en T (2.b)

con la condicion inicial
U(z,y,0) = F(z,y) (2.c)

donde G(t) y F(x,y) son funciones conocidas y I" es la frontera de (.
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A cada nodo de la malla se le asocia un numero de nodos N, también de la malla,
escogidos siguiendo un determinado criterio (distancia y cuadrante)?. Al conjunto de estos
N + 1 nodos se le denomina estrella y al nodo a partir del cual se define la estrella, nodo
central.

El criterio de la distancia consiste en seleccionar los N nodos mas préximos al central,
mientras que en el criterio del cuadrante se eligen N/4 nodos méas préximos de cada uno de
los cuadrantes definidos por unos ejes cartesianos situados con el origen en el nodo central
(caso bidimensional) o N/2 en cada semieje a partir del nodo central (caso unidimensional).

Si Uy es el valor de la funcién en el nodo central y U; el valor de la funcién en el resto de

los nodos, con i = 1,..., N, entonces, de acuerdo con el desarrollo del polinomio de Taylor
se tiene para el caso unidimensional (3.a) y para el caso bidimensional (3.b)
(9U0 h2 0? U()
’ ot ox + 2 Ox? (3-2)
oU, ou, 1 /(. ,0°U , 0?Uy 0°Uy
U=Uy+hi—+ki— + = | h; k; 2hiki——— 3.b
ot 63:+ 8y+2(18x2+18y2+ 8x8y+ (3:b)

donde para el caso unidimensional se tiene que xq es la coordenada del nodo central y x;
las coordenadas del nodo ¢ de la estrella y h; = x; — xy. Para el caso bidimensional (zg, yo)
son las coordenadas del nodo central, (z;,y;) las coordenadas del nodo i de la estrella y
hi = x; — x0, ki = ¥ — Yo.

Sien (3.a) y (3.b) se truncan los segundos miembros a partir de los términos superiores
al de segundo orden, se obtienen las aproximaciones de segundo orden del valor U; que se
indicara por u; (tanto en el caso unidimensional como en el bidimensional). De esta manera
se pueden definir las funciones By (u) y Bs(u) de la forma siguiente

N 2
0 h? &?
=5 (- 2 55 ) o

i=1

N 2
8u0 8“0 h2 82U0 k2 82U0 82’11,0
B = — U +hi— + ki——+ — - hik; i, ke
(1) ; [(uo it oz + oy + 2 Ox? + 2 Oy? + 0xdy wl )

(4.b)
donde w(h;) y w(h;, k;) son funciones de ponderacién.
Si se minimizan las normas (4.a) y (4.b) con respecto a las derivadas parciales, se obtienen
los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, que en forma matricial son

AQDug = b2 (5&)

A5Du5 == b5 (5b)

Las matrices Ay y Ajs tienen dimensiones de 2 x 2 y 5 X 5 respectivamente, de ahi los
subindices empleados y los vectores Do v D,5 son respectivamente

8u0 82’&0 T
Dyo=¢— .
u2 { Or ' Ox? } (6-2)

2 2 2 T
Du5 _ {8u0 8u0 8 Ug 6 Ug 0 Ug } (Gb)

Oz dy’ Oz Oy Oxdy
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Puesto que las matrices Ay y A5 son simétricas, es posible utilizar el método de Cholesky
para resolver los sistemas de ecuaciones (5.a) y (5.b), descomponiéndolas en producto de
matrices triangulares

A2 == LQLg (7&)

donde los elementos de las matrices Ly y L5 son denotados por I(3, j).

Una vez resueltos los sistemas (5.a) y (5.b) se obtienen las expresiones explicitas de las
féormulas en diferencias finitas generalizadas de segundo orden? con P = 2 para el caso
unidimensional y P = 5 para el caso bidimensional

D,p = ﬁ (—uo ;M(k,i)ci + ;uj (Z_; M(k,i)%)) (k=1,....,P) (8)

i—1

1
M(i, ) = (—1)'% 100, ;Z(i,k)M(k,j) con j<il(i,j=1,...,P)
- 1 o
M(%]):l(. ) con j=1i(i,j=1,...,P)
2,1
M(i,j) =0 con j>i(i,j=1,...,P)

con 9;; funcién delta de Kronecker y

N 2 2
h? k>
C; = Zdj’hdjl - thQ,de - ?JW2,dj3 - kjW2,dj4 - ijz,dﬁg - hjkjWQ

j=1

en los que W = w(h;) para el caso unidimensional y W = w(h;, k;) para el bidimensional.
Si la expresién (8) se sustituye en la ecuacién (1.a) o (2.a) segin sea el caso unidimensional
o bidimensional, se obtiene la expresion siguiente

N
ud™ = uy (1 — Atmg) + At (Z mm?) (9)

i=1

donde se ha designado por uj*' el valor de la solucién numérica en el nodo central en el

instante n + 1; u{ el valor de la solucién numérica en el nodo central en el instante n; u} el
valor de la soluciéon numérica de los nodos de la estrella en el instante n; mq coeficiente del
valor de la soluciéon numérica en el nodo central u, que para el caso de la ecuacién (1.a)
viene dado por la expresion

N

B M(2,i)  _ M(1,i)
mo—;<A 12.9) +Bl(171)>ci (10)
y el de la ecuacién (2.a) por
N M(2,4) M(4,4) M(5,4) M(1,4) _ M(3,%)
mo_;<A 2 P s TPnn TG )Ci (11)
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donde m; es el coeficiente del valor de la solucién numérica del nodo i en la estrella cuyo
nodo central tiene por solucién numérica ufj. Para el caso de la ecuacién (1.a) viene dado
por la expresién

y para el de la ecuacién (2.a) por

N

_ M(2,i)  M(4,i) M50 M(1,
mi_2<‘4 22 TP Y. TP TP e )dij (13)

i=1

CRITERIO DE ESTABILIDAD EN DIFERENCIAS FINITAS
GENERALIZADAS

Un método de diferencias para un problema con valor inicial en la frontera, como se sabe,
es estable en el sentido von Neumann, si cualquier solucién para la ecuacién en diferencias
(9) de la forma

u'jﬂ — gneial]-h (14)
tiene la propiedad
€l <1 (15)
Si se aplica el criterio de von Neumann a la ecuacién (9) de la siguiente manera

u(T)L — é-neialh’ U? — gneialjh’ lj =14 Aj (16)

N
§n+leiozlh — Eneialh(l _ Atmo) + At <§neialh Zeia)\jhmj> (17)

j=1

Al simplificar, efectuar operaciones y tomar valor absoluto, se tiene

N
6] =1+ At)> e m; —my (18)
j=1
teniendo en cuenta (15) y que
N
mo = ij (19)
j=1
se tiene
2 1
0 <At < — =0<At< (20)
ial;h |m0|
-21 m; (1 — eiedih)
j=

Puesto que las mallas son irregulares, los mq son distintos para cada estrella por lo tanto
se escoge como criterio de estabilidad el siguiente
1

0<AL<L
|m0|max

(21)
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RESULTADOS NUMERICOS

Se presenta en este apartado la resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales dependientes del tiempo tanto en el caso unidimensional como en el bidimensional

CASO UNIDIMENSIONAL

Resolucion de la ecuacion

ou o’u  Ou
i 0’00018902 ~

t>0 0<x<2 (22)

con condiciones Dirichlet homogéneas

u(0,t) =0
23
{u(Z,t) =0 (2)

y condicién inicial u(x,0) de manera que la solucién analitica es conocida®.

La ecuacién (22) con las condiciones de contorno e inicial indicadas se ha resuelto
aplicando el método de diferencias finitas generalizadas descrito, utilizando el criterio de
la distancia y la siguiente funcién de ponderacion

1
(dist)?

w(h) = (24)

siendo “dist” la distancia de cada nodo de la estrella al nodo central. Los resultados
obtenidos para el presente caso unidimensional con la aplicacién del MDFG mejoran el
método clasico al permitir elegir distintos tipos de estrella. Pero ademas es fundamental la
utilizacion del criterio de estabilidad dado en (21) que, si bien, da unos valores de paso de
tiempo muy pequenos, menores cuanto mas irregular sea la estrella, permite la obtencién
de buenos resultados sin necesidad de estabilizar el método numérico.

o

8

o)

£

3 0.1
)

uj -

3 £ o001
TE

o2

E>=

% 0.001-
=

S

=

> 0.0001

0.0063 0.0125 0.025 0.05 0.1
dt

—— MDFG —=—SUPG+r22 —A— LS+r22 —ll— Gal+r22 —@—|LS+r22

Figura 1. Comparacién del error utilizando distintos métodos
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El error se ha evaluado segiin la norma L2 y en la Figura 1 se muestra la evolucién del
mismo al variar el paso de tiempo (dt), utilizando ILS (formulacién de “minimos cuadrados
incompleta”), Galerkin (Gal+r22), LS (minimos cuadrados), SUPG, todos ellos aportados
por Huerta y Fernandez® con h = 0,01, a los que se anaden los obtenidos mediante el Método
de Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG) utilizando mallas regulares con los siguientes
numeros de nodos: 41 (dt = 0,1), 67 (dt = 0,05), 89 (dt = 0,025), 127 (dt = 0,0125) y
179 (dt = 0,00625), donde resulta inevitable variar el nimero de nodos para ajustar el paso
de acuerdo con (20). En la Figura 1 no se distinguen las graficas SUPG+1r22, LS+122 y
Gal+r22, ya que, como se aprecia en la Tabla I, tienen valores practicamente iguales.

dt MDFG SUPG+122 LS+1r22 Gal+r22 ILS+1r22

0,1 8,974 x 1073 | 4,195 x 107! | 4,195 x 107! | 4,195 x 10~ | 4,125 x 10!
0,05 3,223 x 1073 | 8,591 x 1072 | 8,591 x 1072 | 8,592 x 1072 | 6,945 x 102
0,025 7,892 x 107* | 7,293 x 1073 | 7,295 x 1073 | 7,296 x 1073 | 6,503 x 1073
0,0125 | 3,627 x 107* | 5,678 x 10™* | 5,705 x 10~% | 5,705 x 10~* | 5,579 x 1073
0,00625 | 1,965 x 10~* | 1,314 x 107* | 1,335 x 10~* | 1,335 x 1074 | 2,920 x 1073

Tabla I. Comparacién del error utilizando distintos métodos

La influencia del nimero de nodos de la estrella (sin contar el nodo central) en el error
de la solucién (evaluado segin la norma L2) al resolver la ecuacién (22) se puede ver en la
Figura 3. En ella se aprecia como disminuye el error al aumentar el niimero de nodos en
la estrella, tanto en el caso de malla regular (dt = 0,05) como irregular (dt = 0,031) del
mismo numero de nodos. Se observa también que los resultados del error en el caso de malla
regular son mejores que en malla irregular (donde también el valor del paso de tiempo es
menor para un mismo numero de nodos de la malla.

El hecho de aumentar el niimero de nodos en la estrella para mallas irregulares propor-
ciona mejoras importantes para el caso unidimensional, pero resulta atin mas ventajosa en
su aplicacién a los casos bidimensional? y ficilmente extensible al caso tridimensional.

0.0

02 04 06 08 10 12 14
Figura 2. Malla irregular de 67 nodos

16 18 20

—&—Mallaregular (67 nodos) dt=0,05

Error (*10%)

—l—Malla irregular (67 nodos) dt=0,0031

Figura 3. Comparacién del error al aumentar el nimero de nodos
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Caso bidimensional

Resolucion de la ecuacion

du
ot

condicion inicial

0*u
0y?

B 82u+
\ 92

> t>0; O<z<l; O<y<l1

u(z,y,0) =sen(mx)sen(nmy) 0<zx<1l; 0<y<l
condicién de contorno
au _on2¢
—_— = 4 = 0
o = sen(my),
0<y<1, t>0
Ou e 2 sen(my), = 1
—=-7 T =
Oz v
0 > )
a—Z = me *" 'sen(nz),y =0
0<y<1, t>0
Ou —2m2t ( ) 1
— = —Te sen(mx),y =
8y Y /

cuya solucién analitica

u(z,y,t) = e 2" 'sen(mz)sen(my)

(25.a)

(25.b)

(25.c)

(26)

La Figura 5 muestra el error en el valor obtenido para la funcién u y sus derivadas
parciales primeras respecto de x(dz), y(dy) y t(dt). Se utilizan para su resolucién las mallas
irregulares indicadas como malla 2 (81 nodos), malla 3 (121 nodos) y malla 4 (289 nodos)

en la Figura 4.

By o P WF 0§ B, 7% L%

5 ¥ § & § § § 5 8

o ob obo ol ob ok 1 0. 010 020 0% 040 o050 050 070

mala3

mala?2

o0 0% 1

Figura 4. Mallas irregulares

La férmula de error empleada es

N

i=1

Z(sol(z’) — exac(1))?

N

x 100

Error =
|exac pax|
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40
% 304 < —&—Error solu%

?': 04 5 ——Error dx %
2 _ Error dy %
i 104 —¥—Error dt %

0

81 121 289
NODOS

Figura 5. Error al aumentar el nimero de nodos en la malla

En la Figura 5 se puede apreciar como disminuye el error de la solucién y de las derivadas
parciales primeras al aumentar el niimero de nodos en la malla.

Aunque la utilizacién de mallas irregulares con un nimero de nodos cada vez mas elevado
conlleva un menor error, tanto en la soluciéon como en las derivadas parciales primeras, cada
vez que se aumenta el niimero de nodos se hace més pequeno el incremento de tiempo At,
con lo que se deben efectuar més pasos para llegar al mismo valor de t y, por lo tanto, un

mayor numero de cédlculos. Se debe por lo tanto establecer un compromiso entre ambos
factores.

CONCLUSIONES

La obtencién de las féormulas en diferencias finitas para cualquier tipo de malla en forma
explicita permite su aplicacién a la resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales dependientes del tiempo, mostrandose en este articulo los casos unidimensional
y bidimensional.

Ademsds, se ha obtenido el criterio de estabilidad de gran utilidad, ya que permite una
sencilla programacién para su aplicaciéon dentro del programa general.

Los resultados obtenidos para el caso unidimensional se han comparado con los obtenidos
por otros investigadores®, pudiéndose apreciar la eficiencia del método.

Se ha analizado la influencia del aumento del nimero de nodos en la estrella en la dis-
minucién del error, pudiéndose apreciar mayores ventajas en el caso bidimensional, aunque
los resultados en el caso unidimensional son muy buenos.
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