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1. INTRODUCCION

La fractura es una forma de dafio local que se observa en diversos materiales {metales,
materiales cerdmicos, hormigdn, etc.) y que se manifiesta, al menos desde un punto de vista
macroscopico, por una falta de continuidad entre particulas en los puntos donde se produce.

El punto de partida para ¢l andlisis de los procesos de fractura es la Mecanica de Medios
Continuos que, como su propio nombre indica, establece como una hipétesis fundamental
la continuidad del medio durante todo el proceso de deformacién. En este contexto, la
primera: alternativa para estudiar los problemas de fractura de una forma coherente con la
Mecanica de Medios Continuos, es analizar la parte del medio que es continua, incorporando
las discontinuidades (fisuras, grietas, etc.) al contorno del sélido analizado. De ahi surge
el grupo de métodos de anélisis que utilizan las técnicas y metodologia de la Mecdnica de
Fractura Cldsica. Ain con las indudables ventajas de colerencia que tienen estos métodos,
y su interés y utilidad en la resolucién de muchos tipos de problemas, presentan también
algunos inconvenientes relacionados sobre todo con su utilizacién en el dmbito de métodos
numeéricos como el Método de los Elementos Finitos (M.E.F.). Uno de dichos inconvenientes
es la necesidad de considerar un contorno en el Medio Continuo que incluya los labios de las
fisuras y que, por lo tanto, evolucione a lo largo del proceso de deformacién, obligando a la
utilizacidén de sofisticadas técnicas de remallado de la estructura discretizada 311528

Como una alternativa a las téenicas de Mecdnica de Fractura Clésica, en los tltimos
afios ha surgido un grupo de métodos cuyo enfoque de] problema es radicalmente distinto.




28 IT . Fracturs Elastopldstica

Estos métodos, que podriamos agrupar bajo el nombre genérico de téenicas de fractura
*distribuida” 3,%8,9,11,15,16,22. incluyen la fisura en el medio continuo, y consideran campos
de desplazamientos continuos para modelarla. La contradiccién entre modelar una
discontinuidad y hacerlo mediante desplazamientos continuos queda resnelta en el contexto
del uso de "métodos de discretizacién” y, en particular, del Método de los Elementos Finitos.

Como es sabido, el M.E.F. proporciona soluciones aproximadas de fas ecuaciones
del problema tenso-deformacional, de tal forma que el refinamiento de la malla conduce,
bajo ciertas condiciones, a la convergencia de los resultados hacia el valor correcto 21119,
En estas circunstancias, es posible modelar por el M.E.F. un campo de desplazamientos
continue tal que la solucién obtenida tienda, con el refinamiento de [a malla, hacia una
solucidn, inalcanzable pero aproximable, con desplazamientos discontinuos. Para tal fin, es
necesario introducir los mecanismos adecuados tanto en las ecuaciones del problema tenso-
deformacional, principalmente las ecuaciones constitutivas, como en las técnicas numéricas
de resolucién. En general el modelo resultante debe reunir las siguientes caracteristicas:

1) Conducir a lo que se denomina "localizacién de deformaciones”. En un clerto instante
del proceso de deformacién debe producirse una concentracidn de las deformaciones
en una linea (en el caso bidimensional) o superficie (en €l caso tridimensional) que
representa a la fisura. En el dominio discretizado, ésto supone la concentracidn de
deformaciones en una "banda singular” de elementos, siguiendo aproximadamente la
disposicidn geométrica de la superficie o linea de fractura que se pretende modelizar.
El "salto” de los desplazamientos a un lado y otro de la banda tiende entonces, con el
refinamiento de la malla, hacia la discontinuidad deseada (ver Figura 1).

2) Producir la adecuada “disipacién de energfa”. Es bien sabido que los procesos de
fractura son disipativos, existiendo en ellos un trabajo o energia irrecuperable 2. Ep
general se acepta la existencia de una propiedad del material, conocida como ?Energfa
de Fractura”, que consiste en la energia disipada en la produccién de una fisura por
unidad de superficie de Ia misma. La formacidn de la banda singular comentada mis
arriba, conduce, si no se toman precauciones especiales, a una disipacién de la Energia
de Fractura que depende del tamafio de los elementos finitos situados en la banda. Esta
circustancia se conoce en la literatura como falta de 7objetividad” 2314:19,21,23 o
manifiesta tanto por una variacién de los resuitados, con el refinamiento de la malla,
muchko mayor que la esperada bor meros errores de discretizacién, como por una falta
de convergencia de los mismos.

3) Modelar de forma correcta el comportamiento de todo el sélido. Ademis del
comportamiento disipativo "local” en la zona de fractura, pueden producirse otros
fendmenos disipativos "no locales”, que afectar a cémo ¥ dénde se produce la fisuracién
¥ que, por consiguiente, deben ser tenidos en cuenta en el modelo. En otras palabras,
no es suficiente con modelar con precisién el fendmeno de la fractura, generalmente
asociado a la existencia de estados tensionales de traccion en clertos puntos, sino que
hay que aproximar correctamente el comportamiento de todo el sélido para que el estado
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Figura 1. Modelizacién de una discontinuidad mediante un campo de
desplazamientos coniinuos

tensional obtenido en los puntos de fractura sea el correcto. En estructuras de pequefias
dimensiones esta consideracién resulta particularmente importante 2.

A la vista de lo comentado, la Teoria de la Plasticidad se manifiesta cémo una
herramienta adecuada para modelar los fendmenos de fractura. Por una parte, se halla
sélidamente cimentada desde el punto de vista matemstico constituyendo una formulacidn
bien desarrollada y coherente en el 4mbito de las ecuaciones constitutivas. Por otra parte,
contiene los elementos necesarios para simular los procesos disipativos v de localizacidn que
se han comentado. Esta es, posiblemente, la causa del creciente interés en el desarrollo
y utilizacidn de modelos constitutivos elasto-plasticos para la simulacién de procesos de
fractura y de la aparicién, en los dltimos afios, de un buen nimero de modelos de este tipo
5,7,8,10,12,14,15,24,25 _

En este articulo se van a estudiar los elementos fundamentales de un modelo
elastopldstico de fractura.” En una primera parte se analizan los conceptos de localizacicn,
ablandamiento por deformacién y objetividad como requisitos de un modelo distribuido
de fisuracién. Posteriormente se presenta la Teoria Matemstica de la Plasticidad como
herramienta para introducir estos fenémenos en un modelo numeérico; finalmente, se describe

un modelo elastopldstico para la simulacién de la fractura en materiales friccionales asi como
algunos ejemplos de aplicacidn.
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2. ENDURECIMIENTC Y ABLANDAMIENTO POR DEFORMACION.

Consideremos un proceso cuasiestitico de deformacién en un sélido, que se produce
a lo largo del tiempo . Sean oy;(f) ¥ &i5(8) los tensores de tensiones y de deformaciones
en un punto del sélido. Se dice que en un cierto instante se produce endurecimiento o
ablandamiento en dicho punto si:

& €5 > 0 (Endurecimiento) (1)

Gij 65 < O (Ablandamiento) (2)

donde el punto superior indica derivacién respecto al tiempo y se consldera el criterio de
suma para indices repetidos.

En un proceso de deformacién uniaxial las ecs. (1) ¥ (2) indican una pendiente
positiva o negativa, respectivamente, de la curva tensién-deformacién (ver Figura 2). El
signo = en dichas ecuaciones corresponde al caso de endurecimiento o ablandarmiento nulo.
En general, los materiales presentan durante su deformacién un comportamiento inicial
con endurecimiento positivo, una transicion con endurecimiento nulo y una zona final
de ablandamiento. En materiales fréagiles (hormigones, materiales ceramicos, rocas, etc.)
el ablandamiento se produce para pequeios valores de la deformacién mientras gue en
materiales dictiles, como ciertos metales, se produce para niveles grandes de la deformacién
(ver Figura 2).

En cualquier caso, para realizar un analisis de fractura, hay que estudiar todo el proceso
de deformacion puesto que es en la parte final de la rama de ablandamiento donde se produce
la fractura, con la consiguiente relajacidn de las tensiones y crecimiento de las deformaciones.
Ta diferencia fundamental entre los modelos para maberiales fragiles y dictiles es que, en este
dlsimo caso, al producirse la fractura a grandes niveles de deformacion hay que introducir

‘1a teoria de la deformacién finita en las ecuaciones del problema.

Como se verd en el apartado 3, la Teoria de 1a Plasticidad permite introducir el
ablandamiento en las ecuaciones constitutivas y proporciona, por consiguiente, uno de los
mecanismos necesarios para simular de forma correcta el proceso de fractura.

3. LOCALIZACION

Se denomiina ”linea o superficie singular” a una linea en el sélido (en el caso de un analisis
bidimensional) o superficie (en el caso tridimensional) a través de la cual los desplazamientos
son continuos mientras que los gradientes de dichos desplazamientos son discontinuos {ver
Figura 3}. Por razones de simplicidad, en lo sucesivo consideraremos el caso bidimensional,
siendo inmediata la generalizacién a tres dimensiones.

La pertenencia de un determinado punto del medio continuoe a una linea singular

{de nermal » en dicho punto) viene determinada por lo que se denomina ”condicidn de

. s fo 2,28,
localizacidn” cuya expresidn matematica es © &
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Figura 2. Diagramas esquemiticos tensién — deformacién

det[@(n)] = det(n - C-n) =0 3)

donde @(n) es un tensor de segundo orden, denominado temsor acdstico »*8 vy @ el tensor
constitutivo tangente de cuarto orden que interviene en la ecuacidén constitutiva incremental:

Gij = Cijul £xr : (4)




32 TI - Fractura Elestopldstica

€1 = o — e —

m -

A

Figura 3. Linea singular

Denominaremos "banda singular” a una banda de espesor infinitesimal delimitada por
dos lineas singulares T~ y I'F (ver Figura 4a). '

La consideracién de una banda singular para modelar una fisura permite definir el vector
de desplazamientos relativos de los labios de la misma, @, como el limite de la diferencia de
los desplazamientos w¥ y =7, en las lineas singulares I't y T~ cuando el espesor A de la
banda tiende a cero {ver Figura 4b):

— 7 o
w = lim(s¥—u") (5)

E! desarrollo de lineas silngulares en el sélido y el cumplimiento de la condicién de
localizacidn (3) se realiza a través de procesos de bifurcacién de la solucidn de las ecuaciones
del problema tenso-deformacional 17,20,28 | an este sentido la eleccién de la adecuada ecuacién
constitutiva para el material juega un papel importante. Hay clertas ecuaciones constitutivas
que definen “materiales positivos” 27 gue no permiten bifurcaciones a la solucidn del
problema y que, por consiguiente, no producen localizacidn en el sentido en que se ha
definido mas arriba. La Teoria de la Plasticidad con ablandamiento, por el contrario, define
materiales "no positivos” y, por lo tanto, permite utilizar la técnica de bandas singulares
para simular una fisura.

4. OBJETIVIDAD

La modelizacién de una banda singular en el sélido discretizado puede hacerse a través
de los contornos de una banda de elementos finitos (ver Figura 4c) en el interior de los cuales
se cumple la condicién de localizacién (3). Ei hecho de que esta banda sea de espesor finito
produce los problemas de falta de objetividad comentados anteriormente. Para establecer
¢l problema, consideraremos el analisis bidimensional de un sélido de espesor unidad y una
banda de elementos finitos (ver Figura 4c) modelando una fisura entre los puntos A y B.

Consideremos el proceso de deformacidén que conduce a la fractura, v la trayectoria
tensién-deformacion que se produce en un punto (ver Figura 4d). Sea gy la energia especifica
(por unidad de drea) disipada durante todo el proceso de deformacidn:




le
&3
n

el
ha
i'e
s

MODELOS ELASTOPLASTICOS PARA LA SIMULACION . . . 33

a) b)

e —-—-
O G — — e e —
O G —— e e

My

s ¥

Figura 4. a) Banda singular,

b} Variacién de los desplazamientos en la banda singular,
¢) Banda singular en el sélido discretizado,
d) Trayectoria tensién — deformacién de un punto de la banda singular

gy = / oi3(t) E:';_,':(t) dt (6)
0

De acuerdo con esta definicién, la energla disipada en toda la banda de elementos finitos
(de drea Q) que modela la fisura, serd:
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W = j;lgf ds2 (7}

Por otra parte, si admitimos que la Energia de Fractura Gy (enérgia disipada por unidad
de longitud de fisura) es una propiedad del material, constante en todos los puntos %23, Ia
“energia disipada al producirse el tramo de fisura entre los puntos A y B serd:

Q = Gy-lus (8)

donde I4p es la longitud del tramo considerado. Igualando la disipacidn de energia dada
por las ecuaciones (7) y (8) se obtiene:

iy}

Sila energfa especifica gy fuese una constante, el refinamiento de la malla conduciria a la
reduccién del dominio §2 de la banda singular, y por tanto ala reduccién de la integral del lado
izquierdo de la ecuacién (8), mientras que el lado derecho permanecerfa inalterable. Para
evitar esta contradiccién la energia especifica debe depender del tamafio de la discretizacién.
La forma usual de tener en cuenta esta sitnacién es a través de lo que se denomina ”longitud
caracteristica” I*, que relaciona las energias especifica g y de Fractura Gy de la forma:

are) = s (10)

Existen diversas propuestas para la longitud caracteristica %&1%1519,23

, que debe ser,
de alguna manera, una medida del ancho de la banda singular de elementos finitos en cada
punto de la misma.

La introduccién de una adecuada expresién de la longitud caracteristica en la ecuacion
(10) conduce a una correcta disipacién de energia en la banda y a la obtencién de objetividad

en los resultados.

5. FUNDAMENTOQS DE LA TEORIA DE LA PLASTICIDAD

La teoria de la Plasticidad estd constituida por el conjunto de hipétesis y de ecuaciones
que gobiernan el comportamiento tenso-deformacional de un material "ideal”, el material
*elastopldstico”, que, a su vez, es una aproximacién mas o menos cercana al comportamiento
de un amplio grupo de materiales utilizados en ingenierfa. El nicleo de la teoria de la
Plasticidad, para pequefias deformaciones, se establece alrededor de los siguientes conceptos:

Superficie de fluencia

Ecuaciones de evolucién de las variables internas
Descomposicién aditiva de la deformacién

Regla de flujo plastico

Trreversibilidad del trabajo pldstico

(3]
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A continnacién se describen brevemente , y de forma genérica, cada uno de estos
conceptos que se particularizardn en el Apartado 6 en su aplicacidn a un modelo
elastopléstico para materiales frccionales fragiles.

5.1. Superficie de fluencia

Se define una superficie de fluencia, en el espacio de tensiones, que evolucions a lo largo
del proceso de deformacién a medida que lo hacen una serie de variables g(t} denominadas
"variables internas” (ver Figura 5a).

f(‘r:q) =0 (11}

donde e(t) ¥ q(t) son los vectores que agrupan las componentes de tensién y las diversas
varlables internas, respectivamente.

Se dice que el estado tensional o(t), en un instante dado, es "eldstico” si define, en &l
espacio de tensiones, un punto situado en el interior de la superficie de fluencia, es decir:

flow,qw) < 0 (12)

La evolucidén del estado tensional puede situar el punto representativo del estado
tensional sobre la superficie de fluencia. Se dice entonces que el estado tensional es " plastico™,
cumpliéndose:

flaw,qw) = 0 (13)

No se permite que durante el proceso de deformacidén se produzcan estados tensionales
situados fuera de la superficie de fluencia. A partir de un estado tensional plastico en el que
se cumple la ecuacién {13) cualquier proceso gue tienda a situarlo fuera de la superficie de
fluencia va acormpafiado de una variacién o movimiento de dicha superficie (ver Figura 5b),
regulado por la evolucién de las variables internas g, que lo mantiene sobre la misma.

En consecuencia, podemos definir los ”procesos de deformacién elasticos” como aquellos
que producen estados tensionales situados en el interior de la superficie de fluencia (y que
por lo tanto no la modifican, ver Figura 6a). Un "proceso de deformacién pléstico”, por el
contraric, es aquel que partiendo de un estado tensional plastico (situado sobre la superficie
de fluencia), tiende a salirse de la misma obligando a su modificacién (ver Figura 6b). En
consecuencia durante un proceso de deformacion plastico se cumple

flo.q) = 0;  flo + do,g +dg) =0 (14)
es decir:
8 af .
fog =05 Lo Zgoo (15)

La ecuacién (15) es la denominada “ecuacién de consistencia” que define
matematicamente un proceso de deformacidn pldstico.




36 II - Fracture Elastopldstice

a)l
o
e fiC; 4i)=0
D t(g,q1=0 ,
(® Estado tensional eldstico
o 0,810 (@ Estadotensional plastico
02

5,
b)

:303

Figura 5. a) Superficie de fluencia,
b) Movimiento isotrépice de la superficie de fluencia

En el caso mds general, el proceso de deformacién seguido en un punto del sélido sera 5.2
un proceso ”elastopldstico” en el cual se sucederdn a lo largo del tiempo procesos elasticos
y procesos plasticos (ver Figura 6c). o La
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Figura 6. Superficie de fluencia y su evolucidn

Yevolucionan” a lo largo del proceso de deformacién.
Las ecuaciones dé evolucidn proporcionan informacidn sobre la velocidad de esta variacidn
en funcidn del estado tensional y del propio valor de las variables internas:
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qy = hiv,q) (16)

Consideremos un punto del sélido y un instante %, en el que los valores de las variables
internas y de las tensiones son tales que el estado tensional o es plastico (f(e,q) = 0). Se
dice que el proceso de deformacién presenta "endurecimiento” o »ablandamiento” en dicho
instante si una variacién infinitesimal de las variables internas ¢ (manteniendo constantes
las tensiones o) tiende a dejar el estado tensional dentro de la superficie de fluencia-
(endurecimiento) o fuera de la misma {ablandamiento), respectivamente; es decir (ver Figura

T

flo,q +dg) < 0 — endurecimiento (17.a)

flo,g + dg) > 0 — ablandamiento (17.8)

G

d, 7,
Endurecimiento Ablandamiento
Figura 7. Movilidad de la superficie de fluencia
Teniendo en cuenta la ec. (16):
8f . af
it = < .gdt = ——-hdi 18
floyq + dg)—floq) = 7.-24 = 3, (18)
Definiendo Ia "funcién de endurecimiento” como:
8f
Hir,q) = — Ea-h con fle,q) = 0 (19)

el endurecimiento v ablandamiento para un estado tensional plastico queda definido por:

H(s,q) > 0 — endurecimiento (20)
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H(e,q) < 0 — ablandamiento ' (21)

El endurecimiento hace evolucionar la superficie de fluencia durante el proceso pléstico
hacia el "extericr”. Por el contraric, el ablandamiento produce una evolucién de la misma
hacia el "interior””. Eun el caso intermedio (endurecimiento o ablandamiento nulo), la funcién
de endurecimiento (19) es nula y se mantiene inalterable la superficie de fluencia. Estas
definiciones del endurecimiento y el ablandamiento son consistentes con las dadas en las ecs.
Ly (2).

Como puede observarse de las ecunaciones (19) a (21), elegida una superficie de fluencia
(determinada por la forma matemdtica de la ecuacidn (13}), la existencia de endurecimiento
o ablandamiente en un clerto instante depende de la adecuada eleccidn de las ecuaciones de
evolucién (16).

5.3. Descomposicidén aditiva de la deformacién

Se establece que la deformacion £ puede descomponerse de la forma:

e = g° + €7 (22)

0, en forma incremental:

§ = & 4+ & (23)

donde £° es el vector de deformacidn elastica y % el vector de deformacién pléstica.

Los componentes del vector de deformacion plastica eF se consideran incluidas dentro
del conjunto g de variables internas v, por lo tanto, es necesario considerar ecuaciones de
evolucidn del tipo (18) para las mismas. En este caso, sin embargo, estas ecuaciones son de
un tipo particular y vienen determinadas por la regla de flujo del apartado 5.4.

La deformacién plastica es nula en el estado indeformado (f = 0) y no varia durante los
procesos de deformacién eldsticos, es decir:

e =0 para f <0 (24)

v de acnerdo con la ec. (22):

&€ = & para f < O (25)

En consecuencia en procesos de deformacion elasticos sdlo se producen deformaciones
elasticas v la ecuacidn constitutiva incremental es la propia de un material elastico:

o = D°-&° = D¢ (26)

donde D° es el tensor constitutivo tangente eldstice de segundo orden, tal como se formula en
la teoria de la elasticidad lineal o no lineal 2. Por el contrario, en los procesos de deformacidn
plasticos definidos por la ecuacién (15), hay produccién de deformacion eldstica ¥ pléstica.
La obtencién de la ecuacién constitutiva equivalente a la (26) en los casos elastopldsticos es
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un objetivo fundamental de la Teoria ‘de_ la Plasticidad que serd abordado en el apartado
5.5, -

5.4. Regla de flujo plastico

La regla de flujo proporciona las ecuaciones de evolucién de las componentes del vector
de deformacidn plastica. A pesar de que estas componentes constituyen una parte del
conjunto total de variables internas, sus ecuaciones de evolucién merecen un tratamiento
diferenciado puesto que la Teorfa de la Plasticidad postula en todos. los casos una misma
expresién formal para ellas. Se establece una funcion, denominada “funcién potencial”

g(o, q), a partir de la cual se determina la velocidad de cremmlento de las deformaciones
plésticas, o ecuaciones de evolucién de las mismas como:

@ =352 (0) (@7)

i(a, g) >0 (28)

Las ecuaciones (27) v {28) ponen de manifiesto que £? tiene la direccidn de la normal
»hacia afuera” a la superficie potencial que pasa por el punto correspondiente en el espacio
de tensiones (ver Figura 8) y de ah1 que a la ecuacidén (27) se la denomine ”criterio de

normalidad”

!03

Figura 8. Sﬁperﬁcie de fivencia v superficie de potencial pidstico
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Cuando lag funciones de fluencia, f, y potencial, g, coinciden (f = g) se habla de
plasticidad "asociada”. El caso general f # g corresponde a plasticidad "no asociada” y
permite simular ciertos fenémenos como la dilatancia, observados en los geomateriales 29

5.5. Ecuacién constitutiva en régimen de deformacién pldstico.

La ec. (26) es la ecuacién constitutiva en régimen de deformacién elastico. En régimen
de deformacidn plastico la deformacién se produce manteniéndose el estado tensional dentro
de la superficie de fiuencia, es decir, cumpliéndose la ecuacién de consistencia (15). Dicha
ecuacién, junto con las ecuaciones (22), {26) y (27) permite obtener la ecuacidn constitutiva

en régimen plastico como %29

¢ = D¥.£ vpara f(o,q) =0 (29)

donde D*? es el tensor constitutivo "elastoplastico” tangente de segundo orden definido por:

(o) (- 3

DF = D° — (30)
9f pe. Yy
4+ do D do
El pardmetro 4 de la ecuacion (27) se obtiene de la expresidn:
1
Alo.q) = = -H(e, q) (31)

Mo, q)

con lo que, tenlendo en cuenta la ecuacién {28), tiene el mismo signo que la funcidn de
endurecimiento H por lo que se utiliza frecuentemente come una alternativa para definir &l
endurecimiento o ablandamiento:

Alo,g) > 0 — endurecimiento {32)

Ale,g) < 0 — ablandamiento (33)

Obsérvese que las ecuaciones (26) y (30) proporcionan una ecuacién constitutiva
tangente en los regimenes eldstico y plastico. La correspondiente rigidez tangente D, queda
perfectamente definida conocida la rigidez tangente eldstica D, las funciones de fluencia f y
potencial g, v el pardmetro A de la ecuacién (31). La ecuacién constitutiva permite, a través
de procesos "standard” de integracién en el tlempo, resolver el problema tenso-deformacional
para el material elastoplastico ”ideal” definide en la Teoria de la Plasticidad.
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5.6.. Irreversibilidad del trabajo pldstico

Se postula que el trabajo piéstico disipado durante el procesp de deformacién es siempre
positivo: ‘

W, = a-67 > 0 (34)

Consecuencia de la ecuacion (34) es la irreversibilidad, desde el punto de vista
termodindmico, de fos procesos de deformacidn plésticos asi como la irrecuperabilidad de
las deformaciones plasticas 29.

6. PARTICULARIZACION A UN MODELO PARA MATERIALES FRAGILES
COHESIVOS :

Como ejemiplo de la utilizacién de la Teoria de la Plasticidad para la simulacién
de procesos de fractura se presenta a continuacién un modelo desarrollade en 15 para
geomateriales de tipo fragil (hormigén, rocas, etc.).

El modelo presta atencién no sélo al comportamiento a traccién sino que también,
debido a la interaccién entre el comportamiento en los diversos puntos del sdlido, intenta
modelar de forma correcta el comportamiento a compresién del material. En los siguientes
apartados se presentan las caracteristicas fundamentales de dicho modelo intentando
encuadrarlo dentro del esquema y nomenclatura utilizada en la descripcién de la Teoria
de la Plasticidad del apartado 5. ' :

6.1. Variables internas

El vector de variables internas tiene las siguientes siguientes componentes:

C
q = KP (35)

&P

donde C tiene el significado de ”cohesién” y «? es una varizble de ”dafio pléstico” que

intenta cuantificar el dafio sufrido en cada punto asignandole un valor entre 0 y 1. El valor

0'indica que no hay dafio y el valor 1 indica fractura total.

8.2. Superficies de fluencia ¥ potencial pldstico.

Previamente a la descripcidn de dichas superficies, hay que introducir diversos
parametros, tipicos del comportamiento de materiales friccionales, como son la cohesidn
C, el éngulo de rozamiento interno ¢, y la dilatancia .

La cohesién es una medida de la capacidad de resistencia de las particulas a su
separacién. Al ser una variable interna no viéne descrita en forma explicita, sino mediante
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Figura 9. Curvas de cohesidn para procesos de compresidn y traccidn uniaxial

una ecuacién de evolucién del tipo (16). Dicha ecuacién se presentard en el apartado 6.3
pero previamente se necesita definir dos curvas empiricas que coinciden con la evolucién de
la cohesién (o tensién uniaxial) que se observaria en un ensayo uniaxial a traccién, Cl,ya
compresién, C¢. La forma de estas curvas en funcién del parametro de dafic & viene dada
en la Figura 9 y los valores necesarios para acotarlas se determinan a partir de resultados

" experimentales.

Eldngulo de rozamiento interno, como su nombre indica, es una medida de la resistencia
al deslizamiento tangencial entre particulas. Es posible describirlo a través de una ecuacién
de evolucidn aunque, para materiales friccionales como el hormigdn, la experimentacién
demuestra que se puede trabajar con una frmula explicita en funcién del pardmetro de dafio
#F. En la Figura 10 se presenta una posible curva de variacién del dngulo de rozamiento
interno ¢ con el pardmetro de daflo. Esta variacidn es creciente hasta un clerto valor x¥
donde se estabiliza. También en este caso los valores de 5] ¥ @mar deben determinarse a
partir del ajuste con resultados experimentales.

sin ¢(x7) 4
. M -—_ _______ I
§iTL qsﬂm.:c |
VKT kP

: ___t"_i 37:” ¢1’r1a:x: ;v PEP S K,L
| sim¢ = K? + k¥
! sin g™ VoK > w7
]
i
i
]
4
&t K

Figura 10. Curva Angule de rozamiento interno — Variable de dafio plistico
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Finalmente, la dilatancia es el fenémeno de cambio de volumen en el sélido durante
un proceso ineldstico en el que predominan las deformaciones de corte. En clerta forma,
puede atribuirse al crecimiente de la microfisuracidn y su magnitud se evalia a través
del dngulo de dilatancia . También en este caso su evelucidn podria darse mediante
una ecuacién de evolucién y 4 serfa entonces una variable interna. Sin embargo, resulta
suficientemente aproximado, vistos los resultados experimentales, describir la dilatancia a
través de su relacién con el dngulo de friccidn @{x?) que se presenta en la Figura 11. La
correspondiente curva consta de dos tramos. Hasta un cierto valor ¢ov (que se determina
experimentalmente) se considera dilatancia nula; a partir de dicho valor, hasta el valor
IAXITIO Gmex, Se considera la relacidn trascendente que se da en la Figura 11. El pardmetro
dcy adquiere, en consecuencia, ¢l significado de dngulo de rozamiento maximo a volumen
constante (sin dilatancia).

0 ; YV o(x) < e

sin ¢(r?) — sin @,

T sing()sing.| | ¢ X&) > e

by ey =

arcsin

¢m;

g=0o
Figura 11. Curva Angulo de dilatancia - Angulo de rozamienio interno

Las curvas de las Figuras §, 10 v 11 deben determinarse a partir de datos experimentales.
A partir de ellas es posible establecer la superficie de fluencia , la funcién potencial y las
ecuaciones de evolucién en forma coherente con la Teorfa de la Plasticidad. La superficie de
fluencia se define mediante la ecuacidn: '

f(o—:(i') = F(a")wC(O',q) =0 (36)

donde C es la cohesidn en su acepcién mas general (que sélo en el caso de deformacién
uniaxial coincidird con los valores dados por las curvas de la Figura 9) y F viene dada por:

1 ST
F(O'):"_J: 3J2+a11+ﬁ<o-maz>_7<_'o'm‘12>] (37)

l—a
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donde <> es la funcién de Mc. Auley:

<xz >= -;— (2 £+ [=]) {38)

I1(o) es el primer invariante del tensor de tensiones (I = o3;), J2 es el segundo invariante

- del tensor desviador de tensiones (Jo = 5 $i78i5 ;8if = Gij—3 Tnn 6ij) ¥ Trmas la mayor de
las tensiones principales. Los pardmetros «, f y v son adimensionales y se determinan como.
sigue:

~ o se obtiene a partir de ensayos de compresidon biaxial simétrico y de compresién
uniaxial. Si f; es la mdaxima resistencia del material, en un ensayo de compresién
biaxial simétrico, y f. es su resistencia maxima a compreslon en un ensayo unlaxial
entonces:

o = /L) =1

) Q(fb/ fc) =1

- [ se obtiene a partir de las tensiones maximas a compresidén f. y a traccidn f; en un
ensayo unlaxial A

(39)

p= -0k -n+a (40)

t

~ « se define a partir del radio octaédrico maximo p:

3(1-p)
2p-1

(41)

En el caso particular de hormigenes, los resultados experimentales demuestran que los
valores de o, 8 y v varian dentro de limites muy estrictos

0.08 < v < 0.12

B ~ 7.50 (42)

v =~ 3.50

por lo que pueden sustituirse dichos valores directamente en la ecuacidn (37}.
La forma de la superficie de fluencia definida por la ecuacidn (37}, en el espacio de
tensiones principales, se presenta en la Figura 12. Comwo puede verse, en la zona de
compresién biaxial (0 = o3 > o2 > o3) donde el pardmetro v de la ecuacién (38)
no interviene, {<€ —&mae >= 0) dicha superficie se asemgja a la conocida superficie de
Dracker-Praguer 5.
La funcién potencial se establece como:

sené senip

glo,q) = Glo,y(x*)) = %—semfj + /73 {cost ——J_gw-*—) {43)
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Figura 12. 3uperficie de fluencia pldstica:
A) plano (&1 — o3),
B) plano octaédrico,
C) planos meridiancs de traccidn-compresion
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33
sen(38) = -Q—IE}{)-S% (44)

siendo Ja el tercer_invariante del tensor desviador de tensiones {J3 = det(si;)).

8.3. Ecuaciones de evolucidén

Las ecuaciones de evolucién de las variables internas ”deformacién plastica” vienen
determinadas por la regla de flujo de la ec.(27) y por lo tanto quedan establecidas al definir

la funcién potencial g(a,q) de la ec.(43).

La ecuacién de evolucidn para la “variable de dafio” w? se determina de la siguiente
forma:

E

. 1 1 :

o= {= <m> +-§; < —0o; >t el 0<s? <1 (45)
iml t ' e
donde o3 y F son las tensiones v deformaciones plsticas principales, respectivamente, y ge
Y g; se obtienen como | ‘

_— 2'13< a; >
T o)
. Lr<—o:>
gc = gc - C‘(mp) (46)

siendo gl y g: las 4reas encerradas debajo de las curvas de cohesidn uniaxial a traccidn y
compresion respectivamente (ver Figura 13).

trac, comp.,
Cu C

~P

Figura 13. Curvas uniaxiales de cohesidn - dafio pldstico
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Las magnitudes g vy g. tienen el sentido fisico de energias especificas (energfas
disipadas por unidad de volurnen) a traccién y compresion, respectivamente. Para conseguir
objetividad en los resultados, estas energias especificas deben provenir de unas energias por
unidad de superficie G¢ y G, de tal forma que:

G,

ge = I_“ (47)
G,

g = F’ (48)

donde I* es la longitud caracteristica de la ecuacién (10). El valor de Gy corresponde a la
Energia de Fractura (asociada a la traccién) y G. a la energia de aplastamiento (asociada a
la compresién); ambas consideradas como propiedades del material. ,

Finalmente, para la variable interna ”cohesién” se considera la siguiente ecuacién de
evolucidn:

- r(e)  dCE 1-r{a) dC;
¢ =gt e o

donde 7(¢) es una funcién que caracteriza el estado tensional en el instante considerado
(traccién, compresién o traccién-compresidén) y se obtiene como:

- E‘?:l < o>
- 3
Ei:l la‘il

De la ecuacién (50) se observa que para estados de traccién pura (o7 > 0) r{e) = 1,
para estados de compresién pura (o; < 0) #(0) = 0 ¥ en estados mixtos 0 < (o) < 1.

(o) (50)

6.4. Lineas o superficies de fractura.

Tal y como se ha comentado en ef apartado 3, desde el punto de vista de la localizacién
una fisura esta asociada a una linea o superficie singular. La pertenencia de un punto a dicha
linea o superficie se establece a través del cumplimiento, en dicho punto, de la condicién
de localizacién (3) para una cierta normal » que determina la direccién de la fisura. El
tensor constitutivo € gue aparece en la ec. (3) se extrae de la matriz constitutiva tangente
D de la ec. (30). Conocido el valor de €, un algoritmo numérico puede encargarse de
encontrar en qué direccién m se cumple la condicién de localizacién, y determinar las lineas
o superficies de fisuracién.

Sin embargo, los resultados experimentales en materiales friccionales dermestran que
las superficies de fisuracidn son casi exactamente ortogonales a la direccién de la maxima
deformacién plastica de traccidn 8 Este criterio puede entonces ser considerado como una
alternativa valida a la condicién de localizacién para determinar las superficies de fractura.
La determinacién de dichas superficies es un proceso aparte del niicleo del modelo numérico,
que puede realizarse como un postproceso en aquellas fases del cdleulo en las que se desee
observar la evolucién de las fisuras *°.
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7. EJEMPLOS DE APLICACION

Se presentan a continuacién algunos ejemplos de apiica.cién del modelo elastopldstico
de fractura descrito. Dichos ejemplos corresponden a ensayos numeéricos sobre probetas de
hormigén en las que predominan los modos de fractura I ¥ IT. Los correspondientes resultados
experimentales se comparan con ios numéricos con el fin de contrastar la capacidad del
modelo para reproducirles.

7.1. Ensayo a flexién de uma viga entallada simnplemente apoyada. (Modo de
fractura I)

El ejemplo corresponde al ensayo de una viga, con una entalla en el centro de la luz,
simplemente apoyada en los extremos, sobre la que se impone un desplazamiento creciente
en el punto medio de la cara superior. La viga es de seccidn rectangular y sus caracteristicas
geométricas, la malla de elementos finitos (isoparamétricos de ocho nodos) y las propiedades
del material consideradas se presentan en la Figura 14. La integracidn numérica es del tipo
Gauss-Legendre,®? con un orden de integracién 2 x 2.

20.00em

10.00em
h=

¥

.

I
£ = 200.00cm ’: = b.0Gcm
b)
Ey = 305810.40 kg fem?,
v = .29 T = 36.00 kg/em?
do = cle. = 32°
\ Gy =0.126 kg/em
%o = cte, = 32 G, = 12.600 kg/fem
o = 339.45 kg /em? Plasticidad asociada
et = 360.00 kg/em? Sin degradacién de rigidez

Figura 14. Ensayo a flexién de una viga entallada de hormigéa simple.
Ceometria y pardmeizos del material

En la referencia 23 se describen los ensayos realizados con una serie de probetas de
estas caracteristicas. Los correspondientes resultados, en lo que se refiere a la curva carga-
desplazamiento vertical en el centro de la luz, se presentan en la Figura 13. Puede observarse
la dispersién de dichos resultados sobre una banda, una vez sobrepasado el maximo de la
curva. Dicha circunstancia debe atribuirse a la dificultad de realizar ensayos precisos en la
sona de ablandamienso, donde la rigidez de la miquina de ensayo puede afectar sensiblemente
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a los resultados produciendo tales dispersiones. En la Figura 15 se presentan también los
resultados obtenidos con el modelo numérico donde puede observarse su buen ajuste al Hmite
inferior de la banda experimental.

98 a6 104 112 20

a0
1

- A : Inicio de la fisuracidn
B B : Inicio de la inestabilidad
C : Estado dltime alcanzado

48 56 B4 72

carga [kg)
40

banda experimental

24 32
E

16

1 T T T 1 H L T T T T 1 ¥ T 3
0.00 0.08 Oulf 0u24 0.32 Qo400 0248 0,55 0464 .72 0.80 DoB8 0.5 1.06 1.12 1.20

desp. [cm] x107

Figura 15. Ensayo a flexién de una viga entallada de hormigén simple:
Carga aplicada ~ desplazamiento vertical del punto de aplicacién.
Comparacién con estudios experimentales de Petersson

Er la Figura 16 puede verse una amplacion de la zona de la entalla en el estado dltimo
analizado (punto C de la Figura 15). Se observa la localizacién de las deformaciones en una
banda de elementos situados en el fondo de la entalla que modelizan la progresiva penetracién
de la fisura hacia la cara superior de la viga.

En la Figyra 17.a s¢ presenta el estado de fisuracion detectado en los puntos de
integracién de los elementos de la banda de localizacién para un estado de deformacién
correspondiente al punto B de la Figura 15. En la Figura 17.b se presenta la fisuracién en
el estado de deformacién 1iitima correspondiente al punto C de la Figura 15. El andlisis
de dicha fisuracién se ha establecido de acuerdo con el esquema indicado en el apartado
8.4. La direccidn de cada fisura se representa mediante un trazo ortogonal a la direccion de
la. correspondiente deformacién pldstica principal positiva. Cada trazo se regruesa segin el
valor de dicha deformacion plastica principal lo cual constituye un indicador de la " apertura”
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banda de localizacién

Figura 16. Ensayo a flexidn de una viga de hormigdn simple: Localizacidn de
deformaciones en el estado dltimo

de la fisura. Aunque en el inicio de la fisuracidén en cada punto de integracidén se detecta
doble fisuracién (dos direcciones orgonales, Figura 17.a) se observa que el avance de ésta se
produce esencialmente en la direccidn vertical y que, a medida que se produce la localizacion,
la apertura de la fisura se concentra también en dicha direccién vertical (Figura 17.b). Este
resultado concuerda con el modo de fractura I que corresponde a este ensayo.

En las Figuras 18.a, 18.b y 18.¢, se representan las tensiones principales, mediante trazos
orlentados segin las correspondientes direcciones principales y de longitud proporcional
al valor de cada tensién principal. La representacidn se efectia para los tres estados de
deformacién A,B y C indicados en la curva de la Figura 15. Se observa la progresiva
relajacion de dichas tensiones a medida que la fisura progresa y se localiza. En particular,
en la Figura 18.¢c (correspondiente al estado Ultimo de deformacién) puede observase una
importante concentracién de tensicnes de compresion en la cara superior de la viga. HEstas
tensiones producen importantes deformaciones plasticas de compresidn en dicha zona, con
el correspondiente aplastamiento y disipacion de la energia. Una correcta modelizacién del
comportamiente a compresién del material en estas condiciones incide muy directamente en
los resultados obtenidos y en la correcta simulacidn del procese de fractura.

7.2. Emnsayo a flexior y corte de una viga entallada. Modo mixto de fractuza

(Modos I y IT)

Se trata de una viga de hormigdn en masa, cuyas caracteristicas geométricas y
propiedades mecdnicas se refleJan en la Figura 19. Sobre la viga se censidera una entalla que
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Figura 17. Ensayo a flexién de una viga entallada de hormigén simple. Estade
de fisuracion de la viga:
A} En el pico de tensiones.
B) En el estado 1ltimo

profundiza, aproximadarmente, sobre un tercio del canto. El ensayo fue realizado por Arrea
¢ Ingraffea ' con el fin de inducir, a partir de la entalla, un modo mixto de fractura con
apertura (modo I} y deslizamiento (modo II) de los labios de la fisura. Para ello se disefid el
sisterna de cargas de la Figura 19.a en el que se aplica una carga P sobre una viga de acero
que apoya sobre los punios A y B de la cara superior de la probe‘a. Esta, a su vez se apoya
isostiticamente a través de los punios D y E de su cara inferior.

La reaccién en A induce un momento flector, sobre el canto itil en la seccién de la
entalla, que provoca apertura de la misma (modo de fractura I), mientras que la reaccidn en
I induce un esfuerzo cortante en dicha seccién que tiende a hacer deslizar los labics de la
entalla (tuodo de fractura II). En los estados iniciales del proceso de progresién de la fisura,
predomina el modo de fractura Il mientras que en las situaciones intermedias se produce un

o]
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efect:
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Figura 18. Ensayo a flexién de una viga entallada de hormigén simple.
Tensiones principales en la viga:
a) En el limite eldstico - punto A,

b) En el pico de tensiones - punto B.
¢) En el Imite ditimo - punto C.

- estado combinado de ambos modes.
La simulacién numérica del proceso de carga se realizé controlando el deslizamiento
relativo de los labios de la entalla (C.S.).). Con el fin de ineluir en el ensayo numérico el
efecto de la deformacién de la viga metélica de carga, se considerd dicha viga en el andlisis
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) 20.3cm 39.7cm 6.lcm 6.lem 39.7cm 2030
A ‘:‘ *1" ‘i qu i 1,, 4
P'=113F
8 ACERO (5.1 x 15.2 2 61.0}cm. G
A o B PLACA DE ACERO {15.6 x 4.0 x 6.1)cm.
7{_
22.4cm
1
8.2cm.
VIGA DE BORMIGON (15.6 x 30.6 x 132.2)em. E

D PLACA DE ACERO (156 x 4.0 x 8.85)cm.

b) Freob = 300.00 kg/em?
: TR = 27.47 kgfem?
By = 24800000 kg /om®. 7% = 30.00 kg/em®
g = 0.18 Gy = 0075 kgfem
$o = cle. = 32° G.=15kg/em
¥ = cte. = 32° Plasticidad asociada
79 = 274.68 kg/em? Sin degradacién de rigidez

Figura 19. Ensayo de fractura en modo mixto. Viga de hormigdn simple de
Arrea e Ingraffea’:
a) Geometria y malla de elementos finitos.
b} Propiedades del material en [Kgj [em].

en la hipdtesis de que se comporta come un. material eldstico lineal. La discretizacién del
conjunto, en elementos isoparamétricos de ocho nodos, se presenta en la Figura 19 en la que
puede observarse el mayor grado de refinamiento de la malla en la zona donde se produce la

fractura.
Los experimentos de Arrea e Ingraffea se realizaron con tres probetas de las mismas

caracteristicas. Los resultados carga aplicada-C.3.D., representados en la Figura 20,
coﬁﬁguran la banda experimental. En la misma figura se presentan los resultados numéricos
que muestran un muy buen grado de ajuste con los experimentales. Hay que mencionar
que en ningun momento se hizo un esfuerzo para ajustar los resultados numéricos a los
experimentales a base de modificar los datos del analisis que aparecen en la Figura 19.
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Estos se obtuvieron de los datos proporcionados por los autores de los experimentos y, en
los casos en que el dato era desconocido, se estimé su valor dentro del rango de variacién
del mismo para hormigones de los caracteristicas de las ensayados.
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Figura 20. Ensayo de fractura en modo mixte. Viga de hermigdén simple de
Arrea e Ingraffea’: Carga P’ - deslizamiento relativo entre caras
de fisuras. El area sombreada muestra el rango de resultados
experimentales cbienidos por Arrea e Ingraffea

En la curva presentada en la Figura 20 se caracterizan los estados de deformacidn A
(inicio de la fisuracién}, B (inicio de la inestabilidad) y C (estado ditimo analizado).

En la Figura 21.a se muestra la fisuracién detectada por el modelo en el estado B en el
que la microfisuracién estéd orientada a 60 grades respecto a la horizontal y tiende a progresar
en direccidn vertical. En esta situacidn aparecen también algunas fisuras en la cara superior
de la viga producidas por los esfuerzos de flexion. A partir de este instante, la fisuracién
empieza a localizar en urnia banda que progresa, a partir de la entalla, con una inclinacion de
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Figura 21. Ensayo de fractura en modo mixto. Viga de hormigén simple de
Arrea e Ingraffea’. Estado de fisuracién en la viga:
a} Al pico de tensiones - punto B.
b) En el limite dltimo - punto C. Fisuras mayores al 3% de la

maxima.
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60 grados para, posteriormente, tender a progresar verticalmente debido al predominio del
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modo I en los sucesivos estados de deformacién (Figura 21.b). En la Figura 21.c, se compara
la banda de fisuracién que proporciona el modelo con la detectada experimentalmente.

a) . . . -

-
o
5

e

b)

RS R T IN T INT

Figura 22. Ensayo de fractura en modo mixto. Viga de hormigdn simple de
Arrea e Ingraffea’. Tensiones principales en la viga:
a) En el limite eldstico - punto A.
b} En el limite dltime - punto C.

En la Figura 22 se presentan las tenstones principales en el estado A de inicio de la
fisuracion y en ¢l estado final analizado C. En este Gltimo caso, puede observarse la relajacién
de tensiones en la zona por donde discurre la fisura. Finalmente en la Figura 23 se muestra
la deformada de la estructura al final del proceso de carga (amplificada 300 veces) donde
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zona donde se localizan las deformaciones

Figura 23. Ensayo de fractura en modo mixto. Viga de hormigén. simple
de Arrea e Ingraffea’. Deformacién de la viga y localizacién de
deformaciones en el estado dltimo {amplif. x 300.0)

puede observarse la localizacién de la deformacién dentro de la banda de elementos que
representa la fisura.

8. CONCLUSIONES

A lo largo de este articulo se ha puesto de manifiesto que la Teorfa de la Plasticidad
contiene los elementos necesarios para modelar numéricamente los procesos de fisuracién o
fractura. Por una parte, permite introduciv el ablandamiento por deformacidn, circunstancia
necesaria para inducir la localizacién de deformaciones en la banda de elementos finitos que
sirmula la fisura. Por otra, permite introducir de una forma natural los procesos disipativos
de energia que caracterizan a la fractura. Asimismo, mediante la Teorla la Plasticidad
puede modelarse de forma adecuada el comportamiento del material y la disipacién no local
de energia para los estados tensionales de compresién predominante que se producen en
las zonas cercanas a las de fractura. El comportamiento de estas zonas de compresién, y
su adecuada modelizacién, puede afectar, en determinadas circunstancias, de forma muy
importante a los resultados obtenidos. . '

Fl modelo elasto-pldstico para materiales friccionales frégiles que se ha presentado es
un ejemplo de aplicacién de la Teoria de Ja Plasticidad a la Mecénica de Fractura. Los
ejemplos anahizados, muestran una buena aproximacién a los resultados experimentales
lo que constituye un indicador de las grandes posibilidades de este tipo de modelos.

Evidentemente, hay tambien en ellos aspectos controvertidos como, por elemplo, la gran .

cantidad de parametros que se necesitan para caracterizar el comportamiento del material
y el relativamente alto esfuerzo computacional que hay que realizar en el andlisis. En todo
caso constituyen una alternativa, valida y prometedora para profundizar en el conocimiento

de los fenémenos de fractura.
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