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RESUMEN

Estudam-se as vibra¢des nao-lineares de uma fundagio aporticada de mdéquina ndo-
balanceada, em condigdes de ressondncia externa e interna. Adota-se a formulagio lagrangiana
para gerar equagdes de movimento contendo termos nao-lineares até ordem cibica. O
sistema estrutural considerado € constituido por elementos de massa, amortecimento e rigidez
concentrados. Desenvolvem-se solugdes analiticas aproximadas pelo método das muiltiplas

escalas, bem como solugdes numéricas pelos métodos de Runge-Kutta de 4% ordem, Newmark
e Wilson.

SUMMARY

Non-linear vibrations of an unbalanced machine framed foundation are studied for
conditions of both external and internal resonance. The Lagrangian approach for deducing the
equations of motion, up to cubic non-linearities is followed. The structural model is assumed a
lumped-parameter system. Approximate analytical solutions are obtained through the Multiple
Scales Method and numerical solutions are sought through the 4** order Runge-Kutta, Newmark
and Wilson methods.

INTRODUGAO

Neste trabalho apresenta-se uma formulagdo nao-linear para a dinamica de uma
fundagio aporticada de maquina ndo-balanceada.

Para enfatizar os aspectos fenomenoldgicos, adota-se um modelo elastico linear
de dois graus de liberdade, de massas concentradas, para pértico constituido de duas
colunas verticais e uma viga horizontal, sobre a qual se apoia a maquina.

Quando a freqiiéncia natural do modo de vibragao associado ao movimento vertical
da massa da mdiquina for aproximadamente igual ao dobro da freqiiéncia natural do
modo de vibragio associado ao movimento lateral, ocorrera condigao para acoplamento
de modos ou ressonincia interna.
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Se, ainda, a forga externa ndo-balanceada for harmoénica con freqiiéncia
aproximadamente igual & do modo vertical ocorrera também ressonancia externa, com
vibragdes pds-criticas estéveis, surgindo grandes oscilagdes laterais, potencialmente
perigosas.

Na abordagem do trabalho, sdo consideradas no modelo imperfei¢des geométricas
devidas as deformacdes estdticas. Utiliza-se a formulagdo lagrangiana das equagoes
do movimento, retendo-se termos até ordem cibica na Energia Potencial Total e na
Energia Cinética.

Solugdes aproximadas sdo obtidas via método das multiplas escalas, que é um
método de pertubagio. E notavel que o problema nio-auténomo original recai no
estudo de um sistema auténomo, em que a andlise de oscilagdes estaciondrias é feita
pelos métodos de Liapunov para estabilidade do equilibrio.

Em conclusio, é feita implementagdo em computador de dois procedimentos
numéricos: integracio das equagdes lagrangianas do movimento pelos esquemas
implicitos de Newmark e Wilson e integragao do sistema auténomo de 1¢ ordem
derivado do método das multiplas escalas pelo esquema de Runge-Kutta.

A anélise denamica de estruturas aporticadas tem sido abordada extensivamente
em trabalhos classicos, por exemplo, Warburton' e Clough e Penzien?, e em outros mais
recentes, como os de Paz® e Laura e Greco*. A estabilidade dinamica dessas estruturas
tem tambén sido estudada a partir do trabalho fundamental de Bolontin®.

Solugdes analiticas aproximadas para oscilagbes de sistemas nao-lineares foram
desenvolivdas, entre outros, por Nayfeh e Mook®. A instabilidade de estruturas
sob excitagdo de suporte foi objeto de trabalho por Barr e Mc Whannell”, em que,
entretanto, os autores sé consideraram néo-linearidades oriundas de forgas de inércia,
desprezando as derivadas de energia potencial (forgas elasticas). Nao levaram ainda
em conta forgas dissipativas, e ndo introduziram no modelo a imperfei¢do em que se
caracteriza a deformada de equilibrio estatico da estrutura.

Textos clissicos de projectos de fundagbes de maquinas como Arya et al.® e
Srinivasulu e Vaidyanathan® passam ao de largo da discussdo do problema de seu
comportamento dindmico nao-linear, fornecendo normas de pré-dimensioamento que
levam, em geral, a estruturas ndo sensiveis a esses efeitos.

MODELO MATEMATICO

Nesta segdo apresenta-se um modelo matematico de massas concentradas e material
elastico linear de uma fundagdo aporticada. A estrutura é mostrada em posigdo
deformada na Figura 1. As barras verticais, iguais, sdo engastadas na base e suportam
massa m na extremidade superior. A viga horizontal é articulada em seus extremos,
apoiando a meio vao massa M correspondente a méquina nao balanceada que induz
forgas instacionarias hamonicas nas diregdes indicadas.

Supde-se que as barras sejam imponderéveis e inextensiveis e adota-se o campo de
deslocamentos:

[ N ]

(1)

o]
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21 V= f, (cosft + @)
y

v, u3
| H=f (cosnt+0+7r
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—2—)

Figura 1. Esquema da fundagio aporticada estudada.

B
Uz = U — —2-’()% (2)
A A B
V3 = E’U,g = E(’U,f - Bul'u:f + 'Z'U;) (3)
1 B
up = S(ur +ug) = wg - ng) (4)
onde:
6
A=—
24
B=— 6
7, (6)

Reduz-se, assim, o sistema a dois graus de liberdade associados a u; e v,. Adoptam-
se, agora, as coordenadas generalizadas:

_ U
Q1= A (7)
Q2= 1—);' (8)

As coordenadas das massas passam a ser:
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yi = Q1h (9)

v =h- s ARQ] (10)
] B2

% =5 +hQy - =@} (11)

v =h-1Q, (12)
B2

ys =L+ hQ - TQ% (13)

2 A 2 . 2 2 B + 4
ys =h- 5(h Q1 — BrEQ1Q3 + 74-5 Q2) (14)

Admite-se que a rigidez das colunas e da viga sejam, respectivamente:

EI

R (15)
48F

K=220 (16)

Escreve-se, agora, a Energia Potencial Total do sistema, retendo termos até ordem
cibica:

1
V = ~MglQ: + (k — mgA)W*Q7 + S K£Q3-
1 1 (17)
- 5(k - mg4)Bh*Q1Q} - S K AH*Q1Q;

Das condigdes de estacionariedade da Energia Potencial Toatl obtém-se o equilibrio
estatico anterior a excitagao:

2(k - mgA)KQ3 - 5(k — mg A)BRA(QY)? ~ KARIQIQY=0  (19)
— Mgl + K£2Q5 — (k — mgA)BhEQIQ3 — %KAh’l(Q‘l’)z =0 (19)

Fazendo: ¢ = %% < 1, e admitindo uma expansio direta de Q9 e Q3 até ordem

€2, vem:

QF = €Q%: +£°Q%, + O(¢°) (20)
Q% = eQ3; +€°Q%, + O(¢%) (21)



VIBRAGOES NAO-LINEARES EM FUNDAGOES APORTICADAS 151

Substituindo-se em (18) e (19) e coletando-se os trmos de cada ordem, obtém-se:

21=0 (22)

Q2 =1 (23)
B

Q?z Ty (24)

Q2 =0 (25)

Considera-se que, em decorréncia da carga instacionaria, surjam incrementos ¢; e
¢z, de ordem ¢, tais que:

2

Q= +a= 62?;; +q1 = 0(¢) (26)
Q:=Q3+@=¢c+q=0() (27)

Reescreve-se a Energia Potencial Total (17) como:

BE
4h

1
V= —Mgl(e + @) + k"R (" = + @1) + 5K (e + 02)’ -

2 (28)

1 BE
- = + ‘11)2(5 + ¢2)

* 2/ .2
2k Bhe*(e m

1 B¢
+q1)(e+¢2)? - -2—KAh3£(ea I

onde:
k* =k —mgA (29)

Diferenciando-se as coordenadas (9) a (14) no tempo, obtém-se as velocidades, e
escreve-se, retendo termos até ordem cibica, a energia cinética do sistema:

« (R B&h . . M .
T=m' (501 - 7570:0:02 ) + 3£} (30)
onde:
m*=2m+ M {31)
Reporta-se, agora, a equagao da Lagrange:
d (0T 0
— — — —_ = T = 2
g (34,) e T-V)=Fi , r=12 (32)

No membro direito de (32) considerar-se-& forga dissipativa viscosa, linearmente
dependente das velocidades generalizadas, e carga instaciondria harmoénica induzida
por nao-balanceamento da maquina, na forma:
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Fl = —jad — hfocos(Qt + ¢ + ) (33)
FZ = —fiads — Lfo cos(2t + ¢) (34)

Substituindo-se (29),(30),(33) e (34) em (32) obtén-se, em forma matricial, as
equagbes do movimento:

* B£2 . 2
m*h? —mM % - P (€+92) {q.1}+[”’1 _m*_z_hqz)]{ql}+
m*BL h(e + ¢2) Me g2 0 fiz 92

2k*h? — KARM(e + ¢3) —k*Bhe (e + %) {q1 }
—ek*he? — %KAh’lql K& - kBerg | \a2f ™

_ —h-fo-cos(ﬂt+¢+%)}
—L - fo-cos(Q + ¢)

SOLUCAO ANALITICA APROXIMADA VIA
METODO DAS MULTIPLAS ESCALAS

Procede-se, agora, a andlise do sistema nao-linear (35) pelo método das muiiltiplas
escalas (vide, e.g., Nayfeh e Mook®). Considera-se que as forgas dissipativas sdo de
ordem ¢ e a forga harménica devida ao nio balanceamento é de ordem ¢*:

h .
F! = —2ep¢1 - e’g cos(Qt + ¢ + %) {36)
2 _ . 2£f0
F. = —2epsg; — ¢ - cos(Qt + ¢) (37)

Substituem-se, em (35), solugdes q; e ¢ na forma de expansGes em séries de
poténcias de ¢:

@1 = equ1 + £q12 + O(€%) (38)
g2 = €Q21 + €°q22 + O(€°) (39)

e coletam-se os termos de mesma ordem, chegando-se, para ordem ¢, a:



VIBRAGOES NAC-LINEARES EM FUNDAGOES APORTICADAS 153

& 2k*
aT? —q+ = 0 (40)
& K
ar? —qa + = 0 (41)
cuja solugao é:
qu1 = AerTo 4 4 e To (42)
21 = Ape™? T 4 Aye~waTo (43)

com a varidvel Ty coincidiendo com a tempo real (t) e A, o complexo conjugado de A,,
e:

2k"

o= (44)
K
2
= — 4
Wy 17 (45)

operando-se, da mesma forma, para ordem ¢?, e subtituindo-se (42) e (43) em (35),
verifica-se, para o caso particular de grande interesse de ressonancia interna e externa,
isto é, 2w; ~ w; € @ ® wp, o aparecimento de termos seculares (ressonantes). O
anulando desses leva as chamadas condigbes se solvabilidade, neste caso:

. H1 d K AL KAt —ioTy _
22(4)1 (m hA 1+ dT Al) + m A1 + A1A2 € =0 (46)

d K AR? . fo .

_ 2' A _A A2 . —ioTy A A 1(0’2T1 +¢) - 4
e (Mz2 2t Im, 2) LY YT oMt~ ¢ 0 (47)
onde:
o=¢e"(2w —wsp) (48)
oy = €7 (2 — wz) (49)
T1 =€t

Introduzindo-se a notagdo polar:

1 .
A, = Ea,e'o' , r=1,2 (50)
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e separando-se as partes imagindrias e reais, respectvamente, de (46) e (47), chega-se
ao sistema auténomo de 1% ordem:

d 1 KAt
2= - 51
T, a1 wh a 4m*w, aiazsen 7y (51)
d _ m KR , fo
a0 = TME® T 8, Y T S, R (52)
d KAt KAl KAR* a? oo 1
dle T omte, 2miw dzcosy + SMlw, Z;COS7 - WQM 72+ 0(53)
d K AR of fo 1
—_— = — hut 3 — - — 4
aT " = T Mlay a2 T S Ml o T2 T O (54)
onde:
Y=26, -0+ 0Ty (55)
Y2 =0y — 0Ty - ¢ (56)

A pesquisa de vibragdes estaciondrias recai, por se tratar de sistema auténomo, em
uma de estados de equilibrio via métodos de Liapunov, indicando que, além da solugio
linear, com aplitudes

a1 =0 (57)
fo 1

Ay = .
2w2M £e? 2
2
\KW) +lea)?
existe a solugdonao-linear
| 8Mlw, fo 2 2
= \( K AR [Fl * \/ (2sz£ez) (T2) ] (59)

_ 2mw, t )2 (KAe _ )2
2= KAt \/4 (m*h’ + m*wl+62 7 (60)

(58)

onde:

_ 2m*wy KAt # ) ( M2 )]
Tv= %4 ["2 ( m 1t ") 2 (m"‘h’ ME (61)
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2m”wy m KAt 72
Te=%au [2"2 (m*h’) + ( m 1oz ”) - (Ml’)] (62)

A andlise de estabilidade da solugio nio-linear, num paralelo ao apresentado por
Nayfeh e Mook®, indica dois valores criticos para a excitagao:

fr = 3its] (63)
frr = (T2 + (O (64)

° seP1>OefI<2—w2%r<fn.

existirdo duas raizes para (59), sendo estdvel o estado associado & raiz com o sinal
positivo em (59)e instavel o estado associado & raiz com o sinal negativo em (59).

. seI‘1>0e2—w2I]&T€->fn

existird apenas a raiz associada ao sinal positivo em (59), que correspondera a estado
estavel:

f
° seF1<0e2—w-AL°m;>f11

existird apenas a raiz associada ao sinal positivo em (59), correspondendo a estado
estavel.

3

(59)

laz +

(58)

(by Ty<p
Figura 2.

A Figura 2 representa qualitativamente as conclusdes anteriores. Aumentando-se
a amplitude de carga harménica que induz vibragdes ressonantes no grau de liberdade
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g2, chega-se a um ponto de saturagio em que a capacidade de absorgao de energia desse
modo esgota-se, mantendo amplitude estacionaria. O excesso de energia é repassado a
g1 que desenvolve estado pos-critico estavel de vibragdes laterais importantes.

SOLUGCAO VIA INTEGRACAO NUMERICA PASSO A PASSO

Nesta sec¢do,apresentam-se os resultados obtidos na implentagdo em computador
de dois procedimentos numéricos:

a) Integragio pelo método de Runge-Kutta do sistema auténomo de 1% ordem (51) A
(54) derivado do método das miiltiplas escalas.

b) Integragio pelos métodos implicitos de Neumark e Wilson do sistema original, ndo-
auténomo (59).

h=2m
{=2,68m

EI, = EI, = 400.000 Nm?

M =1.000 kg
m = 100 kg
g =10ms™?

fi1 = fiz = 2.000 kgm?s~!
fo=993.5N

Q =31,52rad/s

As expressdes (59) e (60) prevém, para esses valores, estado estaciondrio estavel de
amplitudes:

ay = 9.08
a; = 3.16

ou seja, amplitude da vibragao lateral (¢ a; h) de 6.79 cm, e a vibragao vertical no
meio da viga (¢ az £) de 3.17 cm.
Um sistema de equagdes diferencias de 1% ordem tipo:

y' = f(y,t) (65)

pode ser integrado numericamente pelo método de Runge-Kutta (vide, e.g., Crandall'’},
pela férmula de recorréncia:
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1 1, .
Y=Y¥Yn- +.At [g : f(yn—l ) tn-—l) + § : f(yn_l/z ’ tn—1/2)+

1 1 (66)
+3 F(¥nly2 s tarj2) + 5 flyn t,,)]
onde:
At
Yn—1/2 =Y¥Yn-1+ _2—f(yn—1 ’ tn—l) (67)
- At
Yn-1/2 = ¥n-1+ -2—f(y n—1/2 » tn-1/2) (68)
y: = Yn-1+ At, f(y:,_1/2 ’ tn—1/2) (69)

O processo, implementado com programa compilado em microcomputador
compativel com o PC-XT, resultou, para o exemplo, em convergéncia para exatamente
os resultados previstos na solugdo analitica aproximada, no tempo em escala T} = et da
ordem de 1 s, eqivalendo a cerca de 300 s de tempo real. O tempo de processamento,
na maquina usada, foi cerca de 20s.

A seguir, apresentam-se os métodos implicitos de acelera¢do linear incondicio-
nalmente estaveis de Newmark (aceleragio média contante no intervalo 7 = At) e
Wilson—6 (aceleraga linear num intervalo extendido 7 = §At) (vide, e.g., Bathe!').Em
ambos os casos a equagdo de equilibrio dindmico no instante ¢ + 7 é escrita em fungio
dos deslocamentos, velocidades acelerag¢des no instante ¢, na forma pseudo-estatica:

(K+aoM + a; C)upyr = Ry + 0(Reyr — Ry)+
(70)
+ M(aout + azflg + a3i'1t) + C(alut + a41’1t + asﬁt)

em que K, M e C sdo, respectivamente, a matrizes de rigidez, massa e amortecimento
no inicito do intervalo, R é o vetor de carregamento em cada instante, e, dependendo
do método utilizado, tem-se as constantes a;(¢ = 0,...,5). Os deslocamentos obtidos
em (70), no instante ¢t + 7 (que se supds terem variagdo cidbica no intervalo) sdo
utilizados para obter as velocidades (de varigdo quadratica) e as aceleragdo (de variagdo
linear) no inicio do préximo passo. A implementagdo dos dois esquemas, com programa
compilado, no mesmo microcomputador, convergiu para amplitude de vibragao lateral
estacionaria de 7.50 cm e de 3.38 cm de amplitude de vibragao vertical, respectivamente
10,5% e 6.5% maiores que as previstas na solugdo analitica aproximada.

Cabe lembrar, que na integragao numeérica do sistema original nio-auténomo (35)
comparecem explicitamente as componentes vertical e horizontal da forga devida ao
nio-balnceamento da méquina, enquanto que no sistema obtido da expressio em
poténcias do parametro de pertubagio ¢, até o a ordem considerada neste trabalho,
influi apenas a componente vertical que causa ressonancia externa com o modo vertical
de vibragdo (2 = wz). Apesar disso, a concordancia de resultados é bastante boa,



158 R. BRASIL Y C. MAZZILLI

principalmente notando-se a sensivel economia de tempo. De fato, na integragao do
sistema original (35) trabalhou-se com o tempo real que, como ji comentando, estd
na proporg¢do t = £¢~'T; para o tempo em escala utilizando na integragdo do sistema
resultante do método das miiltiplas escalas. O tempo de processamento foi, portanto,
extraordinariamente maior, da ordem de 90 minutos.

Em todos os casos utilizou-se passo de ceca de um vigésimo do menor periodo
natural do sistema, segundo indicag¢des de, por exemplo, Bathe!!.

CONCLUSOES

Através deste modelo simplificado para uma fundagio aporticada da maquina,
demonstrou-se que pode ser imperativa uma andlise dindmica nao-linear. A
instabilidade paramétrica associada as condigoes de ressonancia externa e interna leva
a estados transientes e mesmo estacionérios estiveis de grande amplitude, os quais
néao sdo devidamente detectados pela andlise dinamica linear. Em especial observam-
se grandes amplitudes para o movimento lateral do pértico estudado, apesar de a
frequéncia das forgas devidas ao ndo balancemento da maquina ser ressonante com
a frequéncia associada ao movimento vertical a massa situada no meio da viga.

A solugdo analitica aproximada através do método das miltiplas escalas, leva a
um sistema auténomo de equagdes diferenciais de 1* ordem cuja integragdo numérica
resultou em sensivel economia de tempo de processamento, no confronto com a
integragdo numeérica do sistema nado-auténomo original.
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