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Resumen El problema de optimizacién topoldgica es
encontrar la mejor forma de una estructura mecani-
ca sujeta a ciertas condiciones de servicio. Partiendo
de una estructura inicial, se pueden agregar y quitar
partes, modificar contornos, y dimensiones. En el pre-
sente trabajo se aborda el problema de optimizacién
topolégica utilizando un Algoritmo de Estimacion de
Distribucién (AED) que utiliza una red bayesiana. La
forma de trabajo del algoritmo es la siguiente: propo-
ne un conjunto de soluciones (poblacién de estructuras)
generadas por el muestreo de cierta distribucién de pro-
babilidad, estas son evaluadas para conocer su valor de
funcién objetivo y restricciones. Las estructuras que tie-
nen un mejor desempeno de acuerdo a su evaluacion son
seleccionadas para recalcular la distribucién de proba-
bilidad, con la cual serd generada una nueva poblacién.
De esta forma se espera generar en cada iteracién me-
jores estructuras.

El objetivo a minimizar es el peso de la estructura,
las restricciones son el maximo esfuerzo Von Mises, el
desplazamiento en los nodos con carga, el desplazamien-
to maximo en cualquier nodo, y condiciones préacticas y
estéticas de la estructura como: el tamano de los agu-
jeros presentes y la conectividad de sus piezas. La eva-
luacién se realiza utilizando primordialmente el Método
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del Elemento Finito. Los resultados obtenidos muestran
la capacidad de la propuesta de proveer soluciones fac-
tibles de bajo costo.

A BAYESIAN NETWORK BASED
ESTIMATION OF DISTRIBUTION
ALGORITHM FOR TOPOLOGICAL
STRUCTURE OPTIMIZATION

Summary The topological optimization problem is sta-
ted as follows: to find the best shape of a mechanical
structure subject to certain service conditions. Usua-
lly, the topological optimization problem is tackled by
starting from an initial structure which is modified by
adding parts, generating gaps, modifying dimensions or
the shape contour. This work presents a novel proposal
on topological optimization which uses an Estimation of
Distribution Algorithm (EDA) based on a Bayesian net-
work. The EDA works as follows: propose a set of can-
didate solutions (population), the candidate solutions
are generated according to a probability distribution,
the population is evaluated on the objective function
and constraints, and finally, the best structures are se-
lected and used to recompute the search distribution,
and so on.

The objective function is the structure weight, and
the constraints are maximum Von Mises Stress, the no-
de displacement and practical conditions such as con-
nectivity of all the parts of the structure. The results
show that the proposal is capable of designing low weight
structures which fulfill the service conditions.

1. Introduccién

El problema de optimizacién topoldgica es encon-
trar la mejor forma de una estructura mecanica sujeta
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a ciertas condiciones de servicio. Este tipo de optimiza-
cién es el mas complejo considerando los tres tipos de
optimizacién de formas:

= Optimizacion de dimensiones, es el problema de en-
contrar las mejores dimensiones para cierta forma
dada. Por ejemplo: encontrar el mejor radio de una
barra circular, o el largo de una viga.

= Optimizacion de forma, una forma inicial se modifi-
ca parametrizando los contornos, y modificando di-
chos parametros. Por ejemplo una curva paramétri-
ca que define el contorno de una placa, o de un ala
de avién.

= Optimizacion topoldgica, en este proceso se pueden
agregar o remover partes completas de una estruc-
tura.

La optimizacion topolégica ha sido ampliamente a-
bordada con algoritmos basados en principios estocéti-
cos. Este tipo de algoritmos son sencillos de implemen-
tar y evitan minimos locales. A la vez, funciones de
energia pueden ser utilizadas cuando el gradiente no
existe o es dificil de aproximar y procesos de incializa-
cién o “adecuados” puntos de inicio no son necesarios.
Los Algoritmos Genéticos (AGs) han sido utilizados pa-
ra resolver el problema de optimizacién de formas [2,3,
5,11,18,19,20], proveyendo soluciones factibles con va-
lores aceptables de funcién objetivo. Sin embargo, las
soluciones entregadas por un AG pueden ser dificiles de
manufacturar, ya que se presentan agujeros pequenos o
piezas desconectas en el diseno entregado por el proceso
evolutivo.

Este comportamiento de los AGs puede ser causa-
do por falta de diversidad en la poblacion, lo cual lleva
a una convergencia prematura y reduce la exploracion
del espacio de busqueda. Los AGs construyen soluciones
mediante el uso de los denominados “bloques construc-
tores”, un bloque constructor es una solucién parcial
(de un vector de instancias de n variables un bloque
constructor son una secuencia de m < n instancias de
variables), que contiene la informacién para construir
una aproximacién muy cercana al 6ptimo. La disrup-
cién o creacién de bloques constructores es afectada por
los operadores de cruza y mutacién, estos operadores
muchas veces no toman en cuenta relaciones entre va-
riables para la construccién de los bloques, por lo cual
es relativamente facil que se pierdan o no se generen
los bloques constructores necesarios para construir la
solucion éptima, principalmente en problemas como el
de este trabajo donde el valor de una variable depende
de los valores que pudieran tomar otras variables.

Los Algoritmos de Estimacién de Distribucién (AE-
Ds) [1,7,8,13], son algoritmos poblacionales que se han
derivado de los AGs, sustituyendo los operadores de

cruza y mutacién por la estimaciéon y el muestreo de
una distribucién de probabilidad. Los AEDs utilizan
una poblaciéon X;, la cual es comunmente inicializada
por el muestreo de una distribuciéon uniforme sobre el
espacio de busqueda. El segundo paso es seleccionar a
los mejores individuos (conjunto seleccionado) S; de la
poblacién X;, de acuerdo a su aptitud (tomando en
cuenta objetivos y restricciones). Se estima una nueva
distribucién de probabilidad p(x,t+ 1) del conjunto se-
leccionado S;. Muestreando p(z,t+ 1) se obtienen nue-
vas posibles soluciones, y de acuerdo a una politica de
reemplazo éstas pasan a formar parte de la nueva po-
blacén X; i1, lo que da inicio a una nueva generacion
(iteraci6n) del algoritmo. Cuando se preserva la mejor
solucion de la generacién anterior en la nueva poblacién
se dice que el algoritmo es elitista.

Los AEDs han sido aplicados a problemas de optimi-
zacién binaria con diferentes grados de éxito [8,6,9,10].
Este articulo presenta un AED binario basado en una
red bayesiana que es aplicado al problema de optimiza-
cién topoldgica. La forma de la estructura mecanica es
mejorada aplicando restricciones de forma en la formu-
lacion del problema, las cuales penalizan los agujeros
pequenos y las piezas desconectadas. Simultaneamente
un proceso determinista se aplica a cada solucién con el
fin de reducir el nimero de piezas desconectas y picos
no deseados.

2. Definicion del problema

El objetivo de diseno es:
FEncontrar la estructura con el minimo peso que
satisfaga cinco restricciones:

1. No exceder un esfuerzo Von Mises mdzimo.

No exceder un desplazamiento mdzimo en los nodos
de carga.

3. No exceder un desplazamiento mdzxino en ningin
nodo (desplazamiento diferente al de los nodos de
carga).

4. No tener “agujeros pequerios” (se definird mds ade-
lante el significado de “agujero pequernio”).

5. No tener piezas desconectadas.

Una estructura inicial es dada por el usuario como
espacio de busqueda, en otras palabras, cualquier es-
tructura que genera el algoritmo se “fabrica” partiendo
de esta estructura inicial. La estructura inicial se discre-
tiza en elementos finitos. El propdsito del algoritmo es
remover tantos elementos como sea posible cumpliendo
con las restricciones del problema. Cada elemento es re-
presentado como una variable binaria x;, si esta variable
toma el valor de 1 entonces el elemento esta presente
en la estructura, de otra forma el elemento no tienen
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Figura 1. Ejemplo de una estructura inicial y su discretizacién

(a)

(b)

Figura 2. Ejemplo de las restricciones de forma: a) estructura con 4 objetos (piezas) y b) estructura con 3 agujeros

pequenos

material, es decir es parte de un hueco o agujero. La
Figura 1 muestra un ejemplo de una placa discretizada
y su representacién binaria.

La definicién matematica de la funcién objetivo esta
dada en la ecuacién (1), donde n es el nimero de ele-
mentos finitos, w; es el peso del i—ésimo elemento, y z;
es el valor de la variable asociada al elemento.

fz) = Zwm (1)

La ecuacién (2) define la primera restriccién, donde
i son los indices de los nodos con carga, y |0;| es la
magnitud del desplazamiento.

n(@) =Yl <D @

La ecuacién (3) mide el exceso de desplazamiento
con respecto a 6" en todos los nodos.

l

7’2(:7}) — Z (1 + SZgn(|5l2| — 6maz) ) 1) (|5Z| _ 5maa:) =0

i
3)
La ecuacién (5) define la tercera restriccién que mide

el excedente de esfuerzo en cada elemento, en la ecua-
cién (5) o; es el esfuerzo en el i-th elemento, "% es el

esfuerzo méaximo permisible del material y A; es el drea
elemental.

ra(x) =30 Ly Ay =0
donde (4)
I — 0 si (0, — ™) <0
'\ 1de otra forma

()

{0 si (0 —o™¥®) <0
Vi =

(o, — o™ de otra forma

Las ultimas dos restricciones estan relacionadas con
la forma de la estructura, la cuarta restriccién es el
nimero de objetos (piezas) usadas para construir la
estructura. Se considera un objeto como un conjunto
de elementos con material que estdn conectados entre
si por algiin lado (no por nodos). Un ejemplo de como
se mide esta restriccién se muestra en la Figura 2 a), las
soluciones factibles deben de tener solo un objeto. La
ultima restriccién es el nimero de agujeros pequenos.
Un agujero pequeno es un elemento sin material (hue-
co) el cual estd rodeado (por lados) de elementos que si
tienen material. Un ejemplo de esta medida se muestra
en la Figura 2 b). Las soluciones factibles no deben de
tener ningin agujero pequeno.
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3

Figura 3. Ejemplo de una red bayesiana

3. Algoritmos de Estimacién de Distribucién,
redes bayesianas y el algoritmo K2

La efectividad de los AEDs se debe a su capacidad
para aprender y utilizar dependencias entre variables.
Las dependencias son patrones en los datos que se han
mantenido a través de varias generaciones. Estas de-
pendencias son aprendidas por el algoritmo y luego in-
corporadas en el modelo probabilistico para muestrear
nuevos datos con caracterisiticas similares a las mejo-
res soluciones encontradas. Muchos AEDs en espacios
discretos utilizan modelos graficos para representar de-
pendencias y aproximar la distribucién subyacente del
conjunto seleccionado. Una red bayesiana (RB) es un
grafo dirigido aciclico donde cada variable x; es repre-
sentada por un nodo, si una arista conecta dos nodos,
digamos {x;, z;}, entonces significa que el saber el valor
de una variable x; modifica el conocimiento que se tiene
acerca del valor que puede tomar x;. Un ejemplo de RB
se muestra en la Figura 3. Las raices {xg, x2} se conside-
ran independientes, la variable 24 depende de {zg, x2},
x1 depende de x5, x5 depende de {z4, 21}, y finalmente
x3 depende de {xg, x4, z5}. Una vez que se conoce un
modelo grafico para la distribucién de probabilidad, las
probabilidades para muestrear se pueden calcular utili-
zando el teorema de Bayes y las probabilidades empfiri-
cas del conjunto seleccionado, comenzando con las va-
riables consideradas independientes, y siguiendo hacia
abajo conforme lo indica el modelo gréfico.

La RB se utiliza para remuestrear posibles solucio-
nes y sustituir a la poblacién. Aprender un modelo tan
complejo como una RB es un procedimiento costoso,
debido al hecho que para encontrar la estructura (RB)
6ptima (que maximiza la probabilidad de que los da-
tos hayan sido muestreados de ese modelo) se requiere
enumerar todas las posibles RBs, y el nimero de po-
sibles RBs crece exponencialmente con el nimero de
variables. Por estos motivos, se han desarrollado algo-
ritmos “eficientes” que aproximan la estructura éptima

en tiempos mucho menores que el exponencial. Uno de
estos métodos es el Algoritmo K2 [15], el cial de ma-
nera determinista encuentra una aproximacion a la red
bayesiana éptima en tiempo polinomial. La compleji-
dad del K2 estd determinada por el nimero de padres
permitidos para cada variable, asi mientras menos pa-
dres se permitan para cada variable menor es el costo
computacional, pero a la vez el modelo puede no repre-
sentar todas las dependencias existentes en el conjunto
seleccionado.

Algoritmo 1 Aprendizaje de una red bayesiana con el
algoritmo K2

Require:

nvar = numero de variables binarias.

nsample = nimero de cadenas binarias (para calcular g).
xsample = un conjunto de cadenas binarias (para calcular g).
u = maximo numero de padres permitidos.

i = indices en el orden dado.
Ensure:

Para cada nodo x;, un conjunto de padres ;.

1: for i =1 to nvar do

2: T — Q

3 Pog — g(i,m)

4: OKToProceed «— true

5. while OkToProceed and |r;| < u do

6: sea z el nodo en los predecesores Pred(z;) que maximiza

gi,mi U {=})

T Prew «— g(i,m;,U{z})

8: if Ppew > Poiq then

9: Prew = Pola
10: m; = miJ

11: else
12: OKToProceed =false

13: end if
14: end while

15: return Nodo: z;, padres de este nodo: 7;
16: end for

3.1. Aprendizaje de una red bayesiana con el
algoritmo K2

El K2 fue propuesto por Cooper y Herskovits [15],
es un algoritmo codicioso que maximiza la probabili-
dad P(Bg, D) de una estructura Bs dado un conjunto
de datos D. Se presenta el K2 en el Algoritmo 1. La
ecuacién (6) se utilizatpara méximizar P(Bg, D), ma-
ximizando g para cada variable z; y sus padres ;.

H szk (6)

Donde z; tiene r; valores discretos posibles. Cada
variable x; en B; tiene un conjunto de padres que pue-
den ser guardados en una lista m;. w;; es la j—ésima
instancia tinica posible de 7;, y ¢; es el nimero de estas

qi

(r; = 1)!
stn =11 e
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instancias. IV;;1, es el nimero de casos en D en los cua-
les la variable z; toma el valor v;; y 7; se insta como
wij. Nij = >3 Niji. El K2 supone un orden dado
de indices, donde cada indice i solo puede tener como
padres a sus predecesores en el el orden dado. Se co-
mienza asumiendo un conjunto de padres m; vacio para
cada variable, se cdcula entonces g considerando que no
hay padres y se guarda en P,y como se muestra en la
linea 3 del Algoritmo 1. Se encuentra el padre entre los
predecesores que mas incrementa el valor de g, este va-
lor es almacenado P, como se muestra en las lineas 5
a 14. Si el nuevo padre mejora By, es decir P,jq < Phew,
entonces este padre se inserta a la lista m;, y se repite
el ciclo hasta que la medida g ya no mejore para x; o
el nimero de padres maximo permitido sea alcanzado.
Nétese que una versién logaritmica de la ecuacién (6)
puede ser utilizada para reducir el costo computacional.

4. Optimizacién utilizando AEDs y redes
bayesianas

El Algoritmo 2 muestra la nueva propuesta para op-
timizacién topoldgica con redes bayesianas. Comienza
con una poblacién generada uniformemente en la linea
1, se evalia la poblacién con el método del elemento fi-
nito, y calculo de las restricciones en la linea 2. La selec-
cién de las mejores soluciones se muestra en la linea 3,
para lo cual se utiliza la clasificacién graduada de Pare-
to [17]. Las restricciones se clasifican gradualmente con
dominancia de Pareto si la solucién no es factible y son
seleccionadas de acuerdo a este criterio, si son factibles
entonces se ordenan por funcién objetivo, tomando en
cuenta que las soluciones factibles siempre deben de ser
mejores que las no factibles. Asf los mejores nselect in-
dividuos son tomados para aprender la red bayesiana.
Las lineas 5 a 8 repiten el procedimiento, pero ahora
muestreando de la red bayesiana obtenida con el K2.

Se realiza un ajuste a las probabilidades, para ase-
gurar por lo menos una pequena posibilidad de mejorar
las soluciones ain en caso de que la bisqueda sea ses-
gada a una regién sub-6ptima. Si p(x;|m;) < € entonces
p(z;|m;) = €. En general un pardmetro e adecuado de
acuerdo a nuestros experimentos es 1/n, donde n es el
nimero de variables.

Después de que las soluciones son generadas por la
red bayesiana, se intenta mejorarlas deterministicamen-
te aplicando un post-proceso que conecta por lado ele-
mentos que s6lo estan conectados por nodos (agregan-
do elementos), y remueve aquellos elementos que sélo
tienen coneccién con otro elemento (sélo tienen un la-
do conectado), de esta manera se eliminan picos. La

Figura 4 muestra un ejemplo de los efectos del post-
procesamiento.

Algoritmo 2 Algortimo para optimizacién topolégica

Require:

FEfile= Descripcién de la estructura inicial: malla, condiciones
de carga, constantes del material, maximos desplazamientos
D, 6™y maximo esfuerzo ¢"%T.

nsample = tamafno de la poblacién
nselect = tamano del conjunto seleccionado.
u = méximo ntmero de padres para el K2).
mazeval = maximo numero de evaluaciones.
Ensure:
Una aproximacién al éptimo.
1: Generar una poblacién uniforme X; de tamano nsample.
2: Evaluar objetivos y restricciones de X;.
3: Seleccionar nselect individuos St, y almacenar al mejor (elite)
z°.
4: for i = (nsample + 1) to maxeval do
5: Aprender la red bayesiana Bs de S, y calcular las proba-
bilidades necesarias.

6: Generar una nueva poblacién X4 1 de tamano nsample—1
utilizando la rede bayesiana, e insertar el individuo elite x€.

7 Evaluar objetivos y restricciones de X;41.

8: Seleccionar nselect individuos St + 1, y almacenar al mejor
(elite) z¢. t =t + 1.

9: end for

10: return € como la mejor aproximacioén al 6ptimo.

5. Experimento

Para mostrar el desempeno del algoritmo se presen-
ta un experimento de diseno estructural automatiza-
do. El objetivo del experimento es disenar la mejor for-
ma de un puente hipotético. Las condiciones de carga
y la malla se muestran en la Figura 5. Las propieda-
des del material son las siguientes: médulo de Young
2 x 10! Pa, médulo de Poisson 0,2, peso por unidad
de volumen 78000 N/m3, y espesor de 0,1 m. La car-
ga esta uniformemente distribuida en el lado inferior,
la estructura esta fija en las direcciones x y y en la es-
quina inferior, y el lado derecho estd soportado en la
direccién x pero la direccion y no estd fija. El maximo
namero de padres utilizados por el algoritmo K2 es de
5. La formulacion utiliza las condiciones de simetria del
problema que se quiere resolver para reducir el costo
computacional. La malla mostrada en la Figura 5 tie-
ne 524 elementos, por lo tanto se estd resolviendo un
problema combinatorio con 2524 posibles soluciones. La
Tabla 1 resume los resultados del experimento. Note
que la estructura optimizada tienen un esfuerzo (méxi-
mo) menor que la estructura inicial, asi que no sélo se
redujo el peso sino que la distancia al limite de maximo
esfuerzo es mejor en la estructura disenada automati-
camente. Una salida tipica del algoritmo se muestra en
la Figura 6.
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Antes del post-proceso

Despues del post-proceso

Figura 4. Ejemplo del post-proceso

i 10m |
T X N
KRR ORISR
KK
I s S <> @
<RI K>
D S S D P <>
Bt
£ e B P b A e D )
D e S e D <>
o) e B S S S O P
[ S S <> O
SRR RIRIRIRERERE
O S P S P P O
ERRRRERRERRERDRE s
| KA R AR VAR o
v dlib bbb
10° N/m
Figura 5. Malla para el experimento
Tabla 1. Resultados del experimento. ND= No definido
Caracteristica Inicial Optimizada  Permitida
Peso 390 000 N 182 895,4 N ND
Elementos presentes 524 239 ND
Objetos 1 1 1
Agujeros pequerios 0 0 0
Méximo desplazamiento | 0,0018175 m  0,0028709 m 0,007 m
Maéximo esfuerzo 62,761E6 Pa  54,249FE6 Pa  250E6 Pa

Figura 6. Aproximacion al 6ptimo obtenida de una corrida tipica

6. Conclusiones

Este articulo es una propuesta de un nuevo algo-
ritmo para optimzacion topoldgica de estructuras. La
propuesta se basa en los Algoritmos de Estimacién de
Distribucién con redes bayesianas. Una ventaja de es-
te algoritmo es su capacidad de explotar la informa-
cién de las dependencias entre variables. Es claro que
la presencia de ciertos elementos dependen de que otros
existan, a fin de que formar una sola pieza u objeto. El
cambio de la forma en cierta regién de la estructura

hard que cambien las condiciones de esfuerzos y des-
plazamientos en toda la estructura, por lo tanto, aun
elementos relativamente alejados pueden afectarse en-
tre ellos. El experimento muestra que el algoritmo es
capaz de entregar soluciones de bajo costo (peso) y fac-
tibles. El trabajo futuro contemplaré el considerar sélo
elementos vecinos como padres, intentando reducir el
costo computacional. Note que la probabilidad de un
elemento x; afecta la de un x; aunque no exista una
arista directa entre {x;, x;} siempre y cuando exista un
camino en el modelo gréifico que vaya de z; a ;.
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