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RESUMEN

El sistema “bueno” de Boussinesq es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales con
estructura hamiltoniana. Al discretizarlo es de interés no perder tal estrhctura y en este articulo
proponemos un método numérico de elementos finitos Petrov-Galerkin que de origen a un
sistema hamiltoniano discreto. Analizamos el error y presentamos resultados numéricos.

A SEMIDISCRETE FINITE ELEMENT SCHEME
FOR THE “GOOD” BOUSSINESQ SYSTEM"

SUMMARY

The “good” Boussinesq systemn is a system of partial differential equations with a
hamiltonian structure. When carrying out its discretization it is of interes to preserve this
structure and in this paper we suggent a finite-element Petrov-Galerkin method that gives rise
to a dicrete Hamiltonian problem. We analyze the error and present numerical results.

INTRODUCCION

El objetivo de este articulo es dar un método numérico que preserva la naturaleza
hamiltoniana del siguiente sistema continuo. Fl problema a estudiar es el sistema
“bueno” de Boussinesq 1-periédico (SBBP)

U = w,, -o0o<zr<oo, 0<tLT ‘
wt:—umx-i—ux—f—ui, —o<z<oo, 0<tLT
u(z,t) =u(e+1,t), —oco<z<oo, 0LtT
w(z,t)=w(z+1,t), —co<z<o0, 0<tLT
w(z,0) = u’(z), —c0<z<00
w(z,0) = w’(z), —co<z< o0
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con las condiciones iniciales u® y w® 1-periddicas y suficientemente suaves para que
haya solucién dnica.

Tanto el sistema como la ecuacién equivalente (EBB) han sido objeto de estudios
recientes donde se analizan sus propiedades analiticas”. Desde el punto de vista
numérico, se resuelve por diferencias finitas el problema 1-periddico para la EBB en® y
se compara con métodos pseudoespectrales®. En* se da un algoritmo explicito para el
SBBP con hamiltoniano discreto y aproximacién espectral, que al avanzar en tiempo
conserva la estructura de Poisson, pero no la energia. Nuestra aportacién consiste
en tomar en cuenta la naturaleza hamiltoniana del sistema, desarrollando métodos
numéricos que preservan dicha naturaleza.

En el apartado siguiente analizamos la naturaleza simpléctica® del problema
continuo. La discretizacion espacial, junto con la formulacién hamiltoniana discreta,
originada por el método Petrov-Galerkin, presentamos a continuacién. Posteriormente
nos dedicamos a la estimacién del error. Al final ofrecemos brevemente los experimentos
numeéricos.

EL PROBLEMA CONTINUO

A partir de aqui, los espacios de Sovolev H*(I), I = [0,1] estardn formados por
las extensiones periddicas de H™(I); lo mismo para L2([).

Se demuestra’ que si (wo,uo) € LZ(I) x HJ(I), entonces el SBBP tiene para t
suficientemente pequefio una solucién generalizada (w(t),u(t)) que depende de forma
continua de ¢ y de las condiciones iniciales.

Siu(z,t)y w(z,t)son soluciones de (1)-(6), las siguientes integrales son constantes
en €l tiempo

T(w(t)) = /O (o, 1) de

I(u(t)) = / u(z, 1) du

0

1 (7)
M (u(t), w(?)) = /0 u(z, w(z, t)de

2 2 2 3

Liw®  w®  u U
t),u{t)) = — 4+ —+ =2+ —|da
Para probarlo basta derivar, bajo el signo integral e integrar por partes, utilizando

(1)-(6).

El sistema (1)-(6) puede escribirse como

[7;’:] - [801 %x] l:'—ua:x flt+u2} (8)

Su forma abreviada en términos de la derivada variacional del hamiltoniano H es

ze = mOH(z)
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donde
_ ¢ [0 O
z = [w,u], m_[ax 0]

La derivada variacional de un funcional H, que representamos por 6, viene dada
en el sentido del gradiente como sigue: si P = L2(I) x H,(I), definimos la derivada
de H en z, siguiendo la direcciéon de v como

H(z + ev) — 'H(z),

dH[z;v] = lim
e—0 €

z,vEP (9)
decimos que g es el gradiente de H en z,si g € LZ(I) x L2(I),y

H[z;v] = (9,v), YveP (10)

donde (, ) representa el producto escalar usual en L2(I) x L2(I). La funcién g se
simboliza por §H[z] 6 VH][z].

Cuando el funcional H viene dado por la integral de una densidad D(z) (como
en (7), donde

w? w?  (uy)? Wl
P =5+3+t 5 T3
es la densidad de energia), entonces
_[6D(2) §D(2)] |
6H[z]_[6w , 6u]’ VzeP

donde

0D(z) _ i(—lk) <i)k 0D(z) - 5w
k=0

bw dz Owgg

8
I
7
8
o

Con esta nueva notacién (8) toma la forma

0 6H(2)
0 6H(z)

donde §H(z)/6u y 6H(z)/6w son las componentes de 6H|z], y es de notar la simetria
con respecto a las funciones u y w.

Sea F un funcional continuo definido en el espacio de fases de (1)-(6), entonces
por (9) |
dF(z)
dt

= 6F[z; z]
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Ahora bien por (10), y las ecuaciones del movimiento (11) y (12), tenemos que si
2(t) es solucién
dF(z)
dt

1 1
- / §F(2) zde = / 6F(2)m 6H(2)dz = (VF , m VH) (13)
0 0
Esta relacién es andloga a la férmula!®(122)

dF(z)
dt

que da la variacién de una funcién F a lo largo de una solucién z(t) de un sistema
hamiltoniano con un nimero finito de grados de libertad

= (VF,J ' VH)

s =g vn, b= [0 I]

- 0

Es bien conocido que el caso finito dimensional (VF, J™! VH) da el corchete de
Poisson de F' y h. Para nuestro caso infinito dimensional conviene introducir para cada
par de funcionales F' y G otro nuevo funcional, corchete de Poisson de F'y G, definido
por

1
(F,G) :/ § Fm6Gda (14)
0

Se verifican, para a, b constantes reales y H, T', S funcionales, las siguientes
propiedades:

(i) Antisimetria
{T7 S} = _{‘9, T}
(ii) Bilinealidad
{H,aT + bS5} =a{H,T}+b{H, S}
(iii) Identidad de Jacobi
{7, 5} Hy+ {{5, 4}, T+ {{#,T},5}=0
(iv) Regla de Leibnitz
{T,5.H}=A{T,5}H+ S{T,H}
El corchete (14) en las componentes w y u de z viene dado por

F6)a)= [ 1 [%)ai“ji) ;) 0 60, (1)
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1
\
|
i
|
Con esta notacién (13) se reescribe \

dF(z) :
={\H :
Se demuestra que debido a la forma (8) 6 (11)-(12) el flujo 1del SBBP conserva el
corchete de Poisson, y por tanto es una aplicacién de Poisson.
Nosotros trataremos que nuestros métodos numéricos tengan una estructura
analoga a (11)-(12) para que conserven también una estructura de Poisson.

DISCRETIZACION ESPACIAL

En este apartado estudiamos la discretizacién espacial de la estructura continua
introducida anteriormente.  Esta discretizacién genera una, aproximacién finita
dependiente de un parémetro h. En primer lugar presentamos algunos materiales
preliminares.

Consideramos particiones {0 = z¢9 < 21 < ... < 2, = 1} y pondremos h; =
z; —xj_1, I; = [z;o1,25], j = 1,...,n. Denotaremos por h el digumetl‘o de la particién
'y supondremos que nuestras particiones se escogen en una familia cuasiuniforme, esto
es que existe una constante positiva ¢ tal que h > h; > ch para cada particién de la
familia y cada j.

Para cada entero r > 2 definimos los espacios

Vi ={ve H:v/Ij€ P(I;),j = 1,2,...,n} (16)

Hy={ve H:v/I; € Popa(L)),j = 1,2,...,n} (17)

donde P,(I;) representa el conjunto de polinomios en I; de grado < 7. Se tiene que
dim V}, = dim Hy, = (r — 1)n. En V} cada polinomio tiene r parametros libres en cada
intervalo, pero estd sometido a n condiciones de continuidad. Aunque en Hj hay un
grado més de libertad en cada intervalo, se elimina con la condicién de continuidad
de la derivada. Denotaremos por V2 y H} los subespacios de V3 y Hj formados por
funciones f de media f° = (f,1) nula.

Sea ¢ una aplicacién lineal de H*(I) en R, dada por

e(v) = (v, 9)
definimos
e ll-s = it lp(v)l, ve (18)

De la definicién (18) se obtiene la desigualdad

() <llvl el VeeH™, wvel? (19)
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De la inyeccién continua de H! en L, se puede escribir

loely <clvllllell, Yo,oeH (20)
De (19) y (20) se obtiene

lvelly <elvliyllell, YeeH ved™ (21)

Por ser las particiones cuasiuniformes, tenemos la desigualdad inversa

loll, <ch ™[]l Voe Vs (22)

que se deduce facilmente por un argumento de homogeneidad.
Los espacios Vj, y H}, tienen las siguientes propiedades de aproximacién!!? para
cada o € H™

jnf th e —ullj < ¢ B™ l@llm, 1<m <y (23)
mfzhfnso wlli <ch™|ollm, 2<m<r+1 (24)

De la propiedad de aproximacién en Vj, y la desigualdad inversa (22), se obtiene
para u en H1!

I Pully <cllully, YueH (25)

siendo P la proyeccién ortogonal de L? en Vj. La desigualdad (25) se conoce como
la estabilidad de la proyeccién P en H' (ref.?). Tal estabilidad vale también para
proyecciones sobre subespacios con mas regularidad como Hj (ref.').

Si (u( t), w(.,t)) es una solucién del sistema SBBP con u en H,, introducimos su
proyeccion eliptica o Ritz Pyu en V}, definida por''

((Plu)a:> 'Uz) = (uxavrz,’), Vv € Vy
(Pru,1) = (u,1)

Se verifican las siguientes acotaciones

| Pru—ull, <ch™Pllull, weH, —(r-2)<p<1,1<s<r  (26)

I dtk( LU — u) H SCwh™, —(r—-2)<p<1, k>0 27
| Pru—ully < Cu)h” (28)
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Definimos el operador integral G como la aplicacién lineal G' : Hp* — H;”‘"l,
determinada de forma tdnica por

(Gfe=F-f° (GF°=f° VieH) (29)

donde fO = (f,1) es la media de f en el intervalo I. De hecho, el operador G tiene la
siguiente forma explicita i

T 3 1 pru
(Gf) () = /0 f(s)ds — o +51° /0 /0 F(s)ds du (30)
De la definicién de G se deducen las propiedades

(Gfi, f2) = —(f1,Gfo) + 21 f3

(61, f) = (7 3

Por (31) si f1 6 f, tienen media cero, entonces G es antisimétrico, es decir, se

verifica (G f1, f2) = —(f1,G f2).

Lema 1

Si m > 1, el operador G esta bien definido y origina una biyeccién entre Hy
H;,”"’l.

Demostracion

(i) La periodicidad G(f)(z+ 1) = G(f)(z) se deduce de (30) pdr la periodicidad de f
y las propiedades de la integral.

(ii) La pertenencia de G(f) a H7*t! se obtiene de las desigualdades

<A< £ (32)
LG I< 2 f] (33)

deducidas de forma usual de (30).

(ii) Si G(f) = G(g), sus derivadas y sus medias también son iguales, y entonces f = g,
con lo que G es inyectiva. Ademds G es sobre, porque si F' € H;,”“, se tiene
F = G(£F + F°), pues F y G(4F + F°) tienen la misma derivada y la misma,
media. 1
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El método Petrov-Galerkin

Utilizamos para aproximar las soluciones del SBBP el método Petrov-Galerkin
(PG) asociado al par de espacios Vi, y Hp. Este método consiste en encontrar para
cada t € RT un par de funciones v*(¢) y w(¢) pertenecientes a V, cumpliendo

(u?7 (10) = _(wh> 303:)’ V@O € II}; (34)

(w?v 30) = _(u§> (19&‘33) - (%k’ 591‘) - ((%}3)2’ @x% V‘P € Hy (35)
tomando como valores iniciales las funciones u”(z,0) y w”(z,0) pertenecientes a Vj,
obtenidas por aproximacién de los valores iniciales 4 y w® del SBBP. Observemos que
con ¢ = 1, (34)-(35) implican que «f y w} tienen media nula. Para funciones u(z,?)
denotamos por u(t) = u(.,t) la funcién de = que se obtiene para ¢ fijo.

Proposicién 1 (de conservacién del hamiltoniano discreto)

Las soluciones u" y w” del problema semidiscreto (34)-(35) satisfacen las leyes de
conservacion

1
/ w(z,t)=C, Yt>0
0

1
/0 wha,t)=C, V>0 (36)
1 V) B2 B2 RA\3
0 2 2 2 3
Demostracion

Como ¢ = 1 € Hy, haciendo ¢ = 1 en (34), tenemos (u?, 1) = (w”,0) = 0.
Haciendo lo mismo con ¢ = 1 en (35), tenemos (w},1) = 0.
Para la conservacién del hamiltoniano damos tres pasos:

1. Hacemos ¢ = Gw} en (34) obteniendo

1 3 1d
(uf, Gup) = —(w", wy) = —§E(whawh)
2. Hacemos ¢ = Gul en (35) obteniendo
(wgl:GU'?) = _(u’;) u?@) - (uh> %?) - ((uh)2> %?)

3. Sustituimos (w}, Gu}) por —(uf, Gw}) = (w", w}), que se obtiene de la antisimetria
de G para las funciones de media cero.
De los tres pasos anteriores resulta

d z
%H(uh,w}) = —(wh,wf) = (uh,ufy) — (u*,uf) = (W), uf) = 0
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Formulacién hamiltoniana

Con el fin de obtener una reformulacién del sistema semi

DS 189

discreto (34)-(35), en

términos del hamiltoniano H, empezamos reformulando el método con funciones de

contraste (test) en V.

Como los espacios V y Hy, tienen la misma dimensién y G

GV;, = H}, luego haciendo ¢ = G(v) en (34)-(35) y aplicando
obtenemos

whv—v

(Gu?> v) = (
(Gwt,v)

0), Vv eV,
(uz?vl”) + (uh>v - vO) + ((uh)2’v - ,00)7

Para cada u" € V} definimos su derivada segunda discreta

funcién de V), que verifica

(d};xuh,v) = —(uz,vx), Vv € V),

es inyectivo, se tiene
las propiedades de G,

(37)

Yv €V, (38)

dh u? como la tnica

|
| (39)

La existencia y unicidad de d? u* para u* dada se sigue de razonamientos bien

conocidos. La aplicacién lineal definida en Vj, por ¢(v) = —(2

(39), vemos que dh_u® tiene media cero.
Teniendo en cuenta (39), el sistema (37)-(38) se reformula e

(Gul —w",0) =0, Voc Vi’h
(Guwl + dtul —u" — (uM)?,0) =0, VoV

Si tomamos 8 = Po(Gul —w") en (40) y 8§ = Po(Gw} + dl u
(41), se obtiene que la norma dos de estas proyecciones es igual
a las igualdades

PoGu,]} = Pyw"
PyGuwl = —dt u" + Pou + Po(ul)?

R
h

dualidad por una funcién de L%, cuya componente en V} es d2, 4

2, vy ) viene dada por
1. Eligiendo v = 1 en

n V,? cOomo

0 (40)

n (41)

" — Pyul — Po(ut)?) en
a cero, lo que conduce

(42)
(43)

A partir de (42)-(43) pretendemos dar una forma discreta sinPilar a la continua (8).
Para ello, y dado que u?, w} estan en V,?, debemos ser capaces de invertir el operador

G en V,.? definido por restricciéon de PyGG. Como G aplica V}?
G, es invertible , si y solo si

PoH}? = V}?

#11 HJ biyectivamente,

(44)
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cuando esta condicién se satisface, G tiene un inverso G;l. Entonces denotando por
Jy = G;lPO, tendremos

uf = Jp wh (45)
wf = Jp(—dpu” —uh = (u")?) (46)

o su equivalente matricial

h h
[uf] B [Jh 0| [—dbu +u 4 (uh)? (47)
As{ hemos llegado a un andlogo a (8) donde los operadores 9, y 0y, se han sustituido
por J, y dﬁx respectivamente.
Para completar la analogia con la formulacién continua debemos ver que Jj es
antisimétrico y que
wh
—dﬁxuh + uh + (uh)z

es la derivada variacional del hamiltoniano discreto.
Los operadores GGy, y su inverso G’;l son antisimétricos en V,? por las igualdades

(thag) = (POvag) = (Gfag) = —(f7 Gg) = _(f7 POGg) = _(fv th) (48)
De (48) se sigue la antisimetria de J, en V}, por las igualdades

(th’g) = (G}:1P0fa POg) = _(POfa G}leog) = _(f7 Jhg)
Si sustituimos &, P por §* P en (9), entonces existe una tnica g" € Pk, tal que
hH[Z 0] = (", v), Yo e P!

donde P* = V}, x Vj,. La funcién ¢g" (gradiente discreto de H en 2") se simboliza por
6hH[z"] 6 VMH[2"] y viene dada en términos de

uh? wh2 uh)? uh3
pishy = (AP L WP () (e

por

h Ry
5hH[Zh] — I:(SY(;-(UZ}L )’ 5D§fj; )} , Vzh € 7)/1

h
donde ‘% =dh,.
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ESTIMACION DEL ERROR

El siguiente resultado original de este trabajo nos servira de modelo para estudiar
las soluciones discretas.

Teorema 1

Supongamos que (u1 (), wi(t)) y (uz(t), we(t)) son dos parejas de soluciones tedricas
del sistema SBBP cumpliendo las hipétesis wy(t), wa(t) € L2(I), u1(t), ua(t) € Hy(I),
up(t) + u2(t) y (u1(?) + ua(t)): estdn uniformemente acotadas en norma infinito para
0 <t <T. Entonces, si

S(t) = [1(wi(t) = wa(O)* + I1(wa(t) — w2 ()3

se verifica
S(t) < CS(0) (49)
Demostracion
Las funciones (u1(t), w1(t)) y (ug(t), wo(t)) cumplen el sistema

(u1 - UZ)t = (w1 - w2)x

(w1 — wy); = —(w1 — U2)zaw + (U1 — u2)z + (ud + ud),
Para ¢w en H 3, planteamos la forma débil
(w1 — ug)t, p) = —(w1 — wa, ¢z) (50)

((wl - w2)t790) = ~((Ul - Uz)x, <Pm~) - (Ul - Uz,s%) - (uf - u%#Px) (51)

Haciendo ¢ = G(w; — wy); en (50) y utilizando las propiedades de G, como
(w1 — ws); tiene media cero, se obtiene

1d

((v1 = u2)t, G(w1 — wa)t) = “——((wl wa), (w1 — we)) = r

2 dt —{|(wy = wa)||> (52)

Con ¢ = G(u1 — uz)¢ en (51) se obtiene

((u1 — u2)t, G(wr — wa)t) = ((u1 — u2)s, (u1 — u2)z) + (w1 — u2), (1 — ug)s)+

+ (0 =), (= w2)e) = 55w — waellP + [ — )Y+ (5
b3+, (i = ) = (1 + w2 (11— 02)?)



192 H. DIEZ FERNANDEZ

Igualando los primeros miembros de (52) y (53), llegamos a la ecuacién

d 2 2 2
2 UG = w2)e|* + [I(wr = w2)[* + [I(w1 — w2)[*) =

= a(u1 + U27(U1 - u;)2) — ((uw1 + Uz)t,(u1 _ u2)2)

Para simplificar las férmulas, definimos

P(t) = (w(t) + ua(t), (ua(t) — ua(1))?)
T(t) = ((wa(t) + wa(t))e, (ua(t) — ua(t))?)

Integrando con respecto a ¢ en (54), se obtiene

ﬂn-ﬂm:mn—mm—fn@@ (55)

Si (w1 +u2)(t) y (w1 + uz2)i(t) estdn uniformemente acotadas por C para0 <t < T,
entonces

[P < Cll(ur — u2)|I* < CS(2) (56)
(| < Cll(wa = w)l|* < CS(2) (57)

Para llegar a la cota final necesitamos acotar ||(u; — uz)||? adecuadamente, para
ello hacemos ¢ = (u1 — uz) en (50) obteniendo

1d 2y ,
3 77w = u2)l") = (w1 = wz, (w1 — 2)s) (58)

Integrando con respecto a t en (58) y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
tenemos la cota

(Il = u)1%)(8) < (l[(w1 = w2)]I*)(0) + /Ot (w1 = w2)lI* + [I(w1 = uz)ell*)(s)ds

11
gﬂm+/s@m
0
(59)
que sustituida en (55) en combinacién con (56)-(57) junto al lema de Gronwall, nos da
la desigualdad

S(t) <2C(1+TexpTC)S(0) (60)

Finalizando la demostracién.
Ahora sean (u(t), w(t)) las soluciones de SBBP y (u”(t),w"(t)) las soluciones de
PG.
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Si Py es el operador eliptico (26), denotamos por

6.(¢) pu(t) = u(t) — Pru |

y anadlogamente para w. Con esta notacién los errores !

eu(t) = u(t) — ew(t) = w(t)

= Pyu(t) — u"(1),

uh(t), — wh(t

se escriben como

eult) = 0u(1) + pult),  ewlt) = (D) + pull

En los dos lemas siguientes expresamos algunas propiedades!

Lema 2

Operadores que conmutan con 2). Los operadores P, Py y (
ot

Foi

77> es decir, verificar

(26) y (29), respectivamente, conmutan con

193

)

a tener en cuenta.

(61)

7 introducidos en (25)
1 las igualdades

Puy = (Pu)y, Pruy = (Pru)y, (Gu)r = G(lft)
Demostracion
Suponemos que el subespacio B, donde se proyecta es V), 6|Hy,. Por la definicién
de P se obtiene (Pu; — (Pu)s,v) = 0, para v € B. Tomando v = Pu; — (Pu);, entonces

|Pus — (Pu)s]| = 0, y por la continuidad de Pu; — (Pu); se obtic
Por un procedimiento similar ||(Py(u;)—(Piu):).|| = 0,y porl
es constante, pero esta constante es la media de Py(u;) — (Piu)y,

(Pru)e, 1) = (ue, 1) = (Pr(we), 1)

como se deduce derivando con respecto a t la igualdad(Pru — u,
Para demostrar (Gu); = G(u;) partimos de (30) y conmuta
derivada respecto a t.

Lema 3

(Funciones de media cero). Las funciones (ug,ull, (0y)t, pu

tienen media cero.

Demostracion

Para las funciones u;,w; basta hacer ¢ = 1 en (64)-(65) y
(67). Por otra parte, (py,1) = (v — Piu,1) = 0y ((6u)s,1) =
(Pu(w) — ult, 1) = (Pr(ue)y 1) — (ul, 1) = 0.

A lo largo de este apartado supondremos que se cumple
singularidad (44).

= ((Pru)e — ug, 1)

ne Pu; = (Pu);.

o tanto Py (us)—(Pru);

que es cero porque

1) = 0.
mos la integral con la

Y (wta w?a (ew)b pw)

h

para ul, w} en (66)-

la condicién de no
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Teorema 2

Denotemos por (u(t),w(t)) y (u®(t),w"(t)) las soluciones de (1)-(6) y (34)-(35),
respectivamente, cumpliendo las hipétesis:

(i) Las soluciones tedricas u(t), w(t) son tdnicas para 0 < ¢t < T y suficientemente
regulares.

(ii) Las condiciones iniciales u"(0),w"(0) verifican
lu"(0) = Pyu(0)||; < ¢h”, |Jw™(0) = Prw(0)|| < ch”

Entonces para h suficientemente pequefio la soluciones semidiscretas u”(t), w"(t),
son unicas y verifican

llw(®) = W@l + flu(t) = w* (Bl < cb”, 0<E<T (62)
llu(t) = w*(t)]|eo < ch”, 0<t<T. (63)

donde ¢ representa una constante.

Demostracion

Las funciones u(t) y w(t) cumplen la forma débil

((u)vt’(p) = _(wa(noa:)’ VSD € Hy, (64)
(W)t 0) = =((W)as Paz) — (4, ) — (u2790x)7 Vo € Hy, (65)

y las funciones u*(t) y w”(t) son las soluciones del sistema

((uh)hQD) = _(wh’ Qox)a VSQ € Hh (66)
(Wi, ) = = (ulty paz) — (U, 02) = (w*), 00), Voo € Hy (67)

Si restamos miembro a miembro las ecuaciones ((66)-(67)) de ((64)-(65)),
respectivamente, obtenemos que los errores cumplen la ecuacién

((eu)ta@) = —(ew,%), VSD € Hy (68)
((ew)t, ®) = —((ew)s, Poz) = (eus@a) = (u)? = (v*)?,02), V€ Hy  (69)

Descomponiendo el error segiin la notacién introducida en (61}, el sistema (68)-(69)
se convierte en

)t,(P) = _(ew(t) + pw(t))cpx)a V‘P € Hy, (70)
s 0) = = ((0u(t) + pult))zs Pzz) — (Bu(t) + pult), vz)—
— ((u(®))? = (u")?, 0z), Vg € Hp (71)

((0u(2) + pu(t

)
((8u(?) + Pu(t)
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Haciendo ¢ = G((6y):), en (70)

=((6u)1), G((0w)e) = ((pu)ts (G(Ow))) + (Pw, (Buw)) + 5%“( 0.,)|I” (72)

Haciendo ¢ = G((8,):) en (71), por ser G antisimétrico y (6,); tener media cero,
se obtiene

- (G(9w) ); (6u)e) = =((pw)t; (G(6u):)) = ((Pu)es (Bu)t)z) = (pu, (8u)e)—
Sl + 1811 — (o~ ()7, (8)
Para la acotacién final vamos a proceder en dos pasos. Primero prescindimos del

término (u? — (u”)?,(6,):) en la ecuacién (73) y procedemos a la acotacién de la parte
restante que es la lineal; en el segundo paso acotaremos la parte‘eliminada.

(73)

Estimacién sin los términos no lineales

Igualando los segundos miembros de (72d) y (73), si tenemos en cuenta que
((pu)z, ((04)t)) = 0, llegamos a la igualdad

— S 18l + 1 + 18)el) = (pu)es Gl + (o), GlB)o)+

+ (Pws (0w)e) + (pus (Bu)s) = —(((pw)t) G(6.))) — ((pw)it, G(6u))+

d d | (74)
+ dt(((p“)t’ G(8))) = ((Pu)ets G(8w)) + - ((Pus B)) = ()t Ou)+
+ (00 0) = () 00) |
Para simplificar las formulas definimos
SM1) = 10N + 10.(D)1F
PM(t) = ((pw)e; G(02)) + (pu)e; G(00)) + (P, ) + (fus Bu)s
I (1) = ((pu)it, G(80) + ((Pu)et, G(6)) + ((Pw)e; w)+((pu)t,9 )
Integrando con respecto a t en (74), se obtiene
Sh(t) — §h(0) = —2(P(t) — P*(0) + /Ot Hh(SSd‘S) (75)

En la estimacién de |(P"(t)| y |II*(¢)|, debemos acotar cada uno de los cuatro
productos escalares que los componen. Dada la semejanza entre ellos hacemos el proceso
en un solo caso. Por (19)

1 1
|(Pus 0] < llpull-1 (|l < %llpullq Vellfull: < 3 ( llpul2y + €Il9u||1) (76)
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Por la cota (27) para el proyector eliptico P; finalizamos la acotacién (76) como

(I(pmeu)l)(t) < ChZT + ESh(t)

de donde se deduce

| PA(t)

| < C(R” + eS™(1)) (77)
I (0)] < O

C(h* + eSh(1)) (78)
Sustituyendo en (75), en combinacién con (76)-(77), tenemos la desigualdad
i
Sh(t) < C(S™M0) + A% + Sh(1)) + / R 4 €Sh(t))ds (79)
0
y aplicando el lema de Gronwall, se obtiene la cota buscada

Sh(t) < C(5™(0) + h*M) (80)

Estimacién con los términos no lineales

En esta seccién acotamos el término (u? — (u")?,(8,):), que dejamos pendiente en

la ecuacion (73). Para ello utilizamos las igualdades

uw—ul = pu+ 0y

w=py+ Pru
u—l—uh:u—i-llu—e
=pu+2Pu—146,
u? - (uh)2 = (u+ Uh){)u + (u+ uh)Hu (81)

= (u+ Pru—6y)pu
+ (pu + 2P1u — 6,)8,
= (u+ Pru)py

+ (2P1u — 6,)8,

Multiplicando escalarmente en (81) por (6 ), tenemos
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(u? = (u")?, (8u)e) = ((u + Pru)pu, (6u):)
+ ((2P1u — 6,)04, (0u)1)
= ((u+ Pru)py, (04):) ‘
+ (PlanHu(au)t) - (1 ( u) (ou) )
d
dt((u + P]U)Pu, ) (82)
— (v + Pru)ipy, 0)
= ((u+ Pru)(pu)i, 0u)

d
+ Plu ) (Plut,Gi)

-3 dt“ (6.)°)

Por las propiedades de regularidad de u y la acotacién (27) de la proyeccién P,
tenemos i

1Prufly < [|Pru—ufly + [Jully < CA™™ + [Julhy (83)
1 Pruelln < || P — welly + [Juells < CA7™ 4 [luglly (84)

por lo tanto ||Piull; y ||Piusl]; estdn uniformemente acotadas para 0 < h < hp en
0<t<T.
Para nuestro andlisis suponemos cierta la cota

1] <1, 0<t<T (85)

lo que no supone ninguna restriccién. Pues (85) es cierta para t = 0 y h suficientemente
pequefio, y si llamamos t(h) al superior de los s tales que (85) se cumple para
0 < s < t(h} y retomamos (85) al final de la demostracién, entonces se cumple para
t(h) + € con € > 0, por lo que t(h) = T.

La eliminacién de (u? — (u")?,(6,):) en (73) hace que

[ =@ eanees (56)

\
no aparezca en el segundo miembro de (74), por lo tanto una cota de esta integral se
deberd afiadir al segundo miembro de (79).
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Para acotar (86) integramos entre 0 y ¢ en (82), obteniendo

[ - 0006 = (@t Frpus)
- /0 (1 + Prw)ipe, 00)(s)ds
- [t P b)) (87)
+ (P, 6%) — /Ot (Prus, 02)(s)ds
- (1L (8)°) + R(O)

donde R(0) es un residuo dependiente de la condicién inicial y acotado por S*(0).
Seguidamente acotamos los términos

(vt Prujpy,ba), (Pru,63), (1,(6.)°)

con el resto se procede de forma similar.
Para ((u 4+ Pyu)py,8,) utilizando (21) y (19), tenemos

|((u+ Pru)pu, 0u)] < |I(u+ Pru)pufl-1 [[ufls

< u+ Pru)pul| -1 vVel|Bull1

1

< ﬁll(
1

< =l + PrupullZy + €ll0ull?

1
< =CllulzlipulZy + ellfull?

(88)

Para (Pyu,6?) utilizamos la acotacién uniforme de P;, y la inyeccidn continua de
H' en L*, obteniendo

(Pru, 67)] < Cl16u]1”
Finalmente acotamos (1, (6,)?) utilizando que ||f4|lco < 1, asi tenemos

(2, (6)°)] < [181®

Ahora vemos la necesidad de acotar adecuadamente ||6,]|%, lo que haremos a
continuacién. Haciendo ¢ = P#,, en (70) donde P es la proyeccién ortogonal en el
subespacio Hp, se obtiene

_(P(eu)t’Pou) = ((pu)t»Peu) + (pwap(au)w) + (Hw, P(au)z‘)
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Siguiendo un proceso similar a'(76) y (88), obtenemos

—

SIPOR < 2ol + el PO

+ 2y + Pl | (59)
+6l + 1POP |
< CA(PHI + lpuls + 101E + 10.17)

Integrando entre 0 y £, tenemos

, ‘
P87 < C/O (N(pudellZs + Nlowll® + 18ullF + 116.]17)(s)ds
y por la ortogonalidad de P |

1811 = [1POI1* + (16, — P8I
< ||1PEII* + CR2[16.113

t
< CORBIE + [ Ul + ool + 10,18 + 1817)s)ds) (90
t
< C(R?SM1) + / B2+ Sh(s)ds)
0
Para finalizar la demostracion basta con llevar este resultado a la cota de la parte

no lineal (87) y a su vez la cota que se obtiene afiadirsela al segundo miembro de la
acotacion obtenida en la lineal (79). Asi obtenemos la desigualdad

M) < C(SM(0) + A% + (e + RE)SH(2)) + /0 Cpe + (e + 1)S"(s))ds (91)

‘de donde para h y € suficientemente pequefios sale

Sh(t) < C(S™M0) + h* + /0 t 5h(s)ds) | (92)

y el teorema queda demostrado aplicando el lema de Gronwall.

EXPERIMENTOS NUMERICOS

Los siguientes experimentos numéricos® ilustran las propiedades de convergencia
discutidas en la seccién anterior. Si » = 2 las funciones semidiscretas de V, son
lineales a trozos y las funciones tests de Hj son cuadraticas a trozos. Tomamos el
dominio espacial —30 < 2 < 30, donde imponemos la condicién de periodicidad y
damos particiones uniformes de paso h. Para r = 2, particiones uniformes y un nimero
impar de intervalos, la condicién de inyectividad de Py (44) es siempre cierta, cuando
el ndmero de intervalos es par, la no inyectividad de Py hace que la matriz de masa que
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multiplica a las derivadas con respecto a %, sea singular. Las soluciones tedricas vienen
dadas por

1 V6

1 .
u(z,t) = EEIRY (lé (% - 3@1‘))’ w(z,t) = ——3—u(m,t)

La variable temporal la discretizamos con paso & utilizando la regla implicita
del punto medio cuya naturaleza simpléctica’® es bien conocida. Representamos por
U™ y W" los vectores de valores nodales en el nivel de tiempo nk que aproximan
respectivamente a u(e, nk) y w(z, nk), origindndose un sistema de ecuaciones no lineales
en la forma f(U", W™) = 0, que resolveremos por el método iterativo del Newton.
Los iterantes que surgen al aplicar el método iterativo se obtienen de la solucién del
sistema lineal

(VY (VH - v = —f(Vh), 1=0,1,...

El vector (U1, Wn+1) se obtiene tomando como iterante inicial V0 = (U™, W),
Como criterio de parada de la iteracién interna utilizaremos que la norma dos de
la diferencia entre dos iterantes consecutivos V1 — V! sea menor que el valor de
la tolerancia dada. Entonces asignaremos a (U™, Wn+1) el valor de V'*1. Los
céleulos numéricos se inician con los vectores U® y WO, dados por U? = u(z;,0) y
W9 = w(z;,0).

El método se ha implementado en una méquina SUN SPARC station 2 y por
sencillez se ha usado la conocida aplicaciéon MATLAB. Se aprecia que los problemas
lineales que resolvemos no presentan problemas de acondicionamiento. En una
implementacién anterior, sin usar MATLAB, habfamos tratado de sacar ventaja a la
estructura de la matriz del sistema resolviendo sistemas variados resultantes de suprimir
filas y columnas. Sin embargo tal implementacién alternativa hubo de ser abandonada
por el mal acondicionamiento de los sistemas lineales resultantes.

Para la primera tabla H representa el hamiltoniano semidiscreto. Para la segunda
tabla damos el error en norma dos de u — U donde U es el vector de valores nodales
ent=2.

h Error en H(k =0)

4 0,12
2 0,029
1 0,0077
1/2 | 0,0019

1/4 | 0,00048
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u - Ul
h\k 1/2 1/4 1/8 1/16
2 0,020 0,021 0,021 0,022
1 0,0029 0,0041 0,0045 0,0046
1/2 0,0015 0,00073 0,0010 0,0011
1/4 0,0020 0,00037 0,00018 | :0,00026

|

Para un valor de & fijo, vemos que por sucesivos refinamientos del paso en tiempo no
conseguimos reducir el error. Ello se debe a que la integracion temporal es virtualmente
exacta. Si para valores de k dénde la integracidn en tiempo es exacta dividimos h por
2, vemos cémo el error se divide por 4, lo que demuestra que el método es de orden dos
en espacio. Si observamos los valores de la diagonal, vemos como el error se divide por
4 al dividir 2 y k& por dos, lo que muestra que el método es de orden dos en espacio y
en tiempo.
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