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1 INTRODUCCIÓN

Existe un interés creciente en el desarrollo de métodos robustos y eficientes para el análisis
de problemas de ingenieŕıa que involucren la interacción de fluidos y estructuras teniendo
en cuenta los grandes movimientos de la superficie libre del fluido y la existencia de cuerpos
sumergidos total o parcialmente. Los ejemplos de este tipo son comunes en problemas de
hidrodinámica de barcos, estructuras off-shore, aliviaderos de presas, flujos en lámina libre
en canales, reactores de mezclas, proceso de llenado de moldes, etc.

Tle movimiento de sólidos en fluidos se analiza normalmente con el métodos de elementos
finitos (MEF) utilizando la denominada formulación arbitraria Lagrangiana-Euleriana (ALE).
En el método ALE, el movimiento de part́ı culas del fluido está desacoplado del de los nodos
de la malla. Por tanto la velocidad relativa entre los nodos de la malla y las part́ıculas se
utiliza como la velocidad convectiva en las ecuaciones de cantidad de movimiento.

La formulación ALE se ha utilizado conjuntamente con el método de elementos finitos es-
tabilizados para obtener diferentes procedimientos numéricos para resolver el problema de
interacción fluido-estructura y FE. Por ejemplo, Tezduyar et al. (1992a,b, 2001) han utiliza-
do una formulación de un dominio deformado espacial junto con una técnica de estabilización
en el espacio-tiempo para el cálculo de problemas de interacción de fluido-estructura con
superficie libre. Las dificultades t́ıpicas del análisis de la interacción fluido-estructura uti-
lizando el MEF tanto con la formulación Euleriana como la ALE incluyen el tratamiento de
los términos convectivos y de la condición de incompresibilidad en las ecuaciones de fluido, el
modelado y seguimiento de la superficie libre en el fluido, la transferencia de la información
entre los dominios del fluido y del sólido via las interfases de contacto, el modelado de la
rotura de olas, la posibilidad de tratar grandes movimientos de sólidos ŕıgidos de estructura
dentro del fluido, la actualización eficiente de las mallas de elementos finitos para la estructura
y el fluido, etc.

La mayoŕıa de estos problemas desaparecen si se utiliza una descripción Lagrangiana para
formular las ecuaciones de gobierno de los dominios del fluido y del sólido. En la formulación
Lagrangiana se sigue el movimiento de cada una de las part́ıculas de forma individual y,
consecuentemente, los nodos en una malla de elementos finitos pueden considerarse como
“part́ıculas” en movimiento. Por conseguiente, el movimiento de la malla discretiza el do-
minio total (incluyendo los dominios del fluido y la estructura) se sigue durante la solución
transitoria.

En este trabajo hemos desarrollado una clase particular de formulación Lagrangiana para
resolver problemas en los que intervienen la interacción entre fluidos y sólidos. El método
se denomina método de part́ıculas y elementos finitos (PFEM), el PFEM trata los nodos
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en la malla tanto en los dominios del fluido como del sólido como part́ıculas que pueden
moverse libremente e incluso separarse del dominio principal del fluido representando, por
ejemplo, el efecto de gotas de agua. En una malla de elementos finitos conecta los nodos que
definen el dominio discretizado donde se resuelven las ecuaciones de gobierno en la forma
estándar del MEF. El PFEM es la evolución natural del trabajo reciente de los autores para
la resolución de problemas de interacción fluido-estructura utilizando métodos de elementos
finitos lagrangianos y técnicas sin malla [Aubry et al. (2004); Idelsohn et al. (2003a; 2003b;
2004); Oñate et al. (2003; 2004)]..

Una ventaja obvia de la formulación Lagrangiana es que los términos convectivos desaparecen
de las eucaciones del fluido. La dificultad, sin embargo, se transfiere al problema de mover
adecuadamente (y eficientemente) los nodos de la malla. Ciertamante para grandes movimien-
tos de la malla puede ser necesario remallar a lo largo de la solución en el tiempo. Utilizamos
un procedimiento de regeneración de la malla innovador que mezcla elementos de diferentes
formas mediante un método extendido de Delaunay [Idelsohn et al. (2003a; 2003c)]. Estos
elementos finitos polihédricos necesitan funciones de forma especiales. En nuestro trabajo se
han utilizado las funciones de forma del denominado método de elementos finitos sin malla
(PFEM) [Idelsohn et al. (2003a)].

En la formulación Lagrangiana existe todav́ıa la necesidad de tratar adecuadamente la condi-
ción de la incompresibilidad en el fluido. La utilización de interpolaciones de elementos finitos
estándar puede conducir al efecto del bloqueo por deformación volumétrica al menos que se
tomen algunas precauciones. En la literatura se encuentran diferentes procedimientos de ele-
mentos finitos para aliviar el problema del bloqueo en fluidos incompresibles [Chorin (1967);
Codina (2002); Codina et al. (1998); Codina and Blasco (2000); Codina and Zienkiewicz
(2002); Cruchaga and Oñate (1997; 1999); Donea and Huerta (2003); Franca and Frey (1992);
Hansbo and Szepessy (1990); Hughes et al. (1986; 1989; 1994); Oñate (1998); Sheng et al.
(1996); Tezduyar et al. (1992); Zienkiewicz and Taylor (2000); Storti et al. (2004)]. Un ob-
jetivo general es poder utilizar elementos de bajo orden con interpolaciones de igual orden
para las variables de velocidad y presión [Oñate (2000)]. En nuestro trabajo hemos utilizado
una técnica de estabilización basada en el método de cálculo finito (FIC). En las referencias
[Garćıa and Oñate (2003); Oñate (2004); Oñate et al. (2000; 2004); Oñate and Garćıa (2001);
Oñate and Idelsohn (1998)] se pueden encontrar diferentes aplicaciones de la técnica FIC
para problemas de fluidos incompresibles utilizando elementos triangulares y tetrahédricos
lineales.

La formulación Lagrangiana tiene muchas ventajas para seguir el movimiento de las part́ıculas
del fluido en flujos en donde existen grandes desplazamientos de la superficie libre, como en el
caso de olas que rompen sobre una estructura y en splashing (salpicadura) de ĺıquidos (Figura
1). Recordamos que la información en el método PFEM es t́ıpicamente nodal, es decir la malla
de elementos finitos se utiliza fundamentalmente para obtener los valores de las variables de
estado (por ejemplo las velocidades, presiones, etc.) en los nodos. Aqui aparece una dificultad
en la identificación de los contornos del dominio a partir de una colección dada de nodos.
Ciertamente el “contorno” puede incluir la superficie libre en el fluido y también las part́ıculas
individuales del ĺıquido que se mueven fuera del dominio del fluido. En nuestro trabajo hemos
utilizado la técnica Alpha Shape para identificar los nodos contorno [Edelsbrunner and Mucke
(1999)].

El contenido de este informe es el siguiente. En el próximo apartado se presentan las ideas
básicas del PFEM. Tras ello se presentan las ecuciones básicas para un problema de flujo de
fluido incompresible utilizando una descripción Lagrangiana actualizada y el método FIC.
Después se describe un esquema de pasos fraccionados para la solución transitoria utilizando
procedimientos de elementos finitos estándar. Se dan también detalles del tratamiento del
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Figura 1. (a) Ola de gran tamaño rompiendo sobre la playa. (b) Resultados del análisis 2D
de una ola rompiendo una pared vertical utilizando el PFEM.

problema acoplado entre el fluido y la estructura. Tras ello se describen brevemente los
procedimientos para la generación de la malla y para la identificación de los nodos en la
superficie libre. Finalmente, se demuestra la eficiencia de la técnica PFEM en su aplicación
a un número de problemas de interacción fluido-estructura en los que intervienen grandes
movimientos de la superficie libre, olas, cuerpos en movimiento, etc.

2 IDEAS BÁSICAS DEL MÉTODO DE PARTÍCULAS Y ELEMENTOS
FINITOS

Consideremos un dominio que contiene subdominios de fluido y de sólido. Las part́ıculas
de fluido en movimiento interaccionan con los contornos del sólido induciendo por tanto la
deformación del sólido que a su vez afecta al movimiento del fluido y, por consiguiente, el
problema está totalmente acoplado.

Los problemas de interacción fluido-estructura se han resuelto tradicionalmente utilizando
una descripción ALE para las ecuaciones del fluido mientras que la estructura se modela
con una formulación Lagrangiana total. En la literatura se encuntran muchos ejemplos de
aplicación de este tipo de procedimiento [Donea and Huerta (2003); Zienkiewicz and Taylor
(2000)].

En la técnica PFEM que aqúı se presenta, tanto los dominios del fluido como del sólido se
modelan utilizando una formulación Lagrangiana actualizada. Se utiliza el método de los
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elementos finitos para resolver las ecuaciones de gobierno en ambos dominios. Por tanto debe
generarse una malla que discretiza estos dominios para resolver las ecuaciones de gobierno
para el fluido y el sólido en la forma de métodos finitos tradicional. Se destaca de nuevo
que los nodos que discretizan los dominios del fluido y del sólido pueden entenderse como
part́ıculas de materiales cuyo movimiento se sigue durante la solución transitoria.

La calidad de la solución numérica dependerá obviamente de la discretización utilizada, como
sucede en el MEF estándar. Puede utilizarse también técnicas de refinamiento adaptable para
mejorar la solución en zonas donde ocurran grande movimientos del fluido o de la estructura.

La formulación Lagrangiana permite seguir el movimiento de cada part́ıcula individual del
fluido (un nodo). Esto es útil para modelar la separación de las part́ıculas del ĺıquido del
dominio principal del fluido y para seguir su movimiento como part́ıculas individuales con
una velocidad inicial y sometidas a las fuerzas de gravedad.

En resumen, una solución t́ıpica con el PFEM involucra las etapas siguientes.

1. Discretizar los dominios del fluido y del sólido con una malla de elementos finitos. El
proceso de generación de la malla puede basarse en una discretización de Delaunay
estándar [George (1991)] del dominio de análisis utilizando una colección inicial de
puntos que se convierten entonces en los nodos de la malla. Alternativamente, puede
generarse los nodos durante el proceso de generación de la malla utilizando un método
de generación frontal [Irons (1970); Thompson et al. (1999)].

2. Identificar los contornos externos para los dominios del fluido y del sólido. Esta es
una etapa esencial ya que algunos contornos (como la superficie libre en los fluidos)
pueden haberse distorsionado severamente durante el proceso de solución, incluyendo
la separación y reentrada de nodos. En nuestro trabajo hemos utilizado el método
de Alpha Shape [Edelsbrunner and Mucke (2003)] para la definición de los nodos del
contorno.

3. Resolver las ecuaciones acopladas del movimiento Lagrangiano para los dominios del
fluido y del sólido. Calcular las variables de estado relevante en ambos dominios en cada
paso de tiempo: las velocidades, la presión y las tensiones viscosas en el fluido, y los
desplazamientos, las deformaciones y las tensiones en el sólido.

4. Mover los nodos de la malla a una nueva posición en función del tamao del paso del
tiempo. Esta etapa es t́ıpicamente una consecuencia del proceso de solución de la etapa
3.

5. Generar una nueva malla en caso necesario. El proceso de regeneración de la malla
puede tener lugar después de un número prescrito de pasos de tiempo, o cuando la
malla actual ha sufrido importantes distorsiones debido al movimiento Lagrangiano.
En nuestro trabajo utilizamos un esquema de geración de malla innovador basado en
una teselación extendida de Delaunay [Idelsohn et al. (2003a; 2003b; 2004)].

6. Volver a la etapa 2 y repetir el proceso de solución para el paso de tiempo siguiente.

En el siguiente apartado se dan detalles de la formulación de elementos finitos lagrangianos
estabilizados para solución de las ecuaciones del fluido utilizando la técnica FIC. En las
secciones que siguen se dan detalles del esquema de pasos fraccionados para la solución
transitoria del problema acoplado interación fluido-estructura utilizando el MEF y detalles del
método de reconocimiento de contornos y la técnica de la regeneración de la malla utilizada.
Finalmente se presentan ejemplos de aplicación del MEF.
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Para completar esta introducción, en la Figura 2 se muestra un ejemplo t́ıpico de una apli-
cación bi-dimensional del PFEM. Las figuras corresponden al análisis del problema de la
rotura de una columna de agua que se describe en el apartado 10.1. La Figura 2a muestra
la malla inicial de rectángulo de elementos rectangulares de cuatro nodos que discretizan el
dominio del fluido y las paredes del sólido. Los nodos de contorno identificados con el método
Alpha-Shape se han marcado con un ćırculo. Se aprecia en las Figuras 2b y 2c la malla en
los dominios del fluido y del sólido en dos instantes de tiempo diferentes.

(a) (b)

(c)

Figura 2. Rotura de una columna de agua. (a) Discretización del dominio del fluido y de las
paredes del recipiente. Los nodos del contorno se marcan con ćırculos. (b) y (c) Mallas en el
fluido y en las paredes del recipiente en dos tiempos distintos.

3 ECUACIONES LAGRANGIANAS PARA UN FLUIDO INCOMPRE-
SIBLE. FORMULACIÓN FIC

Las ecuaciones infinitesimales estándar para un fluido viscoso incompresible pueden escribir
en un marco Lagrangiano actualizado como [Oñate (1998); Zienkiewicz and Taylor (2000)].

Cantidad de movimiento

rmi = 0 in Ω (1)

Balance de masa

rd = 0 in Ω (2)
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donde

rmi = ρ
∂vi

∂t
+

∂σij

∂xj
− bi , σji = σij (3)

rd =
∂vi

∂xi
i, j = 1, nd (4)

En las ecuaciones anteriores nd es el número de las dimensiones del espacio, vi es la velocidad
a lo largo del eje global (vi = ∂ui

∂t , donde ui es el desplazamiento ith) y ρ es la densidad
(constante) del fluido, p es la presión absoluta (definida positiva en compresión), bi son las
fuerzas másicas y σij son las tensiones viscosas desviadoras relacionadas con la viscosidad µ
por la expresión estándar

sij = 2µ

(
ε̇ij − δij

1
3

∂vk

∂xk

)
(5)

donde δij es el delta d Kronecker y las velocidades de deformación de ε̇ij son

ε̇ij =
1
2

(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)
(6)

En nuestro trabajo resolveremos un sistema de ecuaciones modificadas obtenido mediante la
técnica de cálculo finito. Las ecuaciones de gobierno en la formulación FIC son [Oñate (1998;
2000; 2004); Oñate et al. (2001)]

Cantidad de movimiento

rmi −
1
2
hj

∂rmi

∂xj
= 0 (7)

Balance de masa

rd − 1
2
hj

∂rd

∂xj
= 0 (8)

La definición del problema se completa con las siguientes condiciones de contorno

njσij − ti +
1
2
hjnjrmi = 0 on Γt (9)

uj − up
j = 0 on Γv (10)

y la condición inicial es uj = u0
j for t = t0. Se adopta el convenio de suma estándar para los

ı́ndices repetidos al menos que se indique lo contrario.

En las Ecs.(6) y (7) ti y up
j son fuerzas de superficie y desplazamientos prescritos en los

contornos Γt y Γv, respectivamente, nj son las componentes de la normal del vector unitario
al contorno y σij son las tensiones totales dadas por σij = sij − δijp.

Las hi en las ecuacioens anteriores son distancias caracteŕısticas del dominio donde se sat-
isface el balance de cantidad de movimiento y de masa. En la Ec.(9) estas distancias están
relacionadas con el dominio donde se establece el equilibrio de las fuerzas de superficie. Los
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detalles de la obtención de las Ecs.(7)–(10) pueden encontrarse en las referencias [Oñate
(1998; 2000); Oñate et al. (2001)].

Las Ecs.(7)–(10) son el punto inicial para desarrollar métotos de elementos finitos estabiliza-
dos para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en un sistema Lagrangiano
de referencia utilizando una interpolación de igual orden para las variables de velocidad y
presión [Idelsohn et al. (2002; 2003a; 2003b; 2004); Oñate et al. (2003); Aubry et al. (2004)].
La aplicación de la formulación FIC al análisis de problemas de fluidos utilizando técnicas de
elementos finitos y sin malla pueden encontrarse en [Garćıa and Oñate (2003); Oñate (2000;
2004); Oñate et al. (2000; 2004a,b); Oñate and Garćıa (2001); Oñate and Idelsohn (1988)].

3.1 Transformación de la ecuación de balance de masa. Ecuaciones de gobierno
integrales

El término subrayado en la Ec.(8) puede expresarse en función de las ecuaciones de cantidad
de movimiento. La nueva expresión para la ecuación de balance de mas es (ver Apéndice)

rd −
nd∑
i=1

τi
∂rmi

∂xi
= 0 (11)

con

τi =
3h2

i

8µ
(12)

Las τi’s en la Ec.(11), cuando se escalan por la densidad, se denominan parámetros de tiempo
intŕınseco. Valores similares de τi (usualmente se toma τi = τ) se utilizan en otros trabajos
donde se obtienen por extensions ad-hoc del problema advectivo-difusivo unidimensional [Co-
dina et al. (1998); Codina and Blasco (2000); Codina (2002); Codina and Zienkiewicz (2002);
Cruchaga and Oñate (1997; 1999); Donea and Huerta (2003); Franca and Frey (1992); Hans-
bo and Szepessy (1990); Hughes et al. (1986; 1989; 1994); Oñate (1998; 2000; 2004); Sheng
et al. (1996); Storti et al. (2004); Tezduyar et al. (1992); Zienkiewicz and Taylor (2000)].

En este momento ya no es necesario retener los términos de estabilización en las ecuaciones
de cantidad de movimiento. Estos términos son cŕıticos en las formulaciones Eulerianas para
estabilizar la solución numérica para altos valores de los términos convectivos. En la formu-
lación Lagrangiana los términos convectivos desaparecen de las ecuaciones de cantidad de
movimiento y los términos FIC en estas ecuaciones solo son necesarios para obtener la for-
ma de la ecuación de balance de masa de la Ec.(11) y pueden despreciarse a partir de ah́ı.
Consistentemente, los términos de estabilización se desprecian también en la ecuación de las
condiciones de contorno de Neuman (Ecs.(9)).

La expresión de residuos ponderados de la forma final de las ecuaciones de cantidad de
movimiento y de balance de masa pueden escribirse como∫

Ω
δvirmidΩ +

∫
Γi

δvi(njσij − ti)dΓ = 0 (13)

∫
Ω

q

[
rd −

nd∑
i=1

τi
∂rmi

∂xi

]
dΩ = 0 (14)

donde δvi y q are arbitrary weighting functions equivalent to virtual velocity and virtual
pressure fields.
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El término rmi en la Ec.(14) y las tensiones desviadoras y los términos de presión dentro de
rmi en la Ec.(13) se integran por partes para dar∫

Ω

[
δviρ

∂vi

∂t
+ δε̇ij(sij − δijp)

]
dΩ −

∫
Ω

δvibidΩ −
∫
Γt

δvitidΓ = 0 (15)

∫
Ω

q
∂vi

∂xi
dΩ +

∫
Ω

[
nd∑
i=1

τi
∂q

∂xi
rmi

]
dΩ = 0 (16)

En la Ec.(15) δε̇ij son las velocidades de deformación virtuales. Adviértase que el término de
contorno que resulta de la integración por partes de rmi en la Ec.(16) se ha despreciado ya
que se ha encontrado que la influencia de este término en la solución numérica es despreciable.

3.2 Proyección del gradiente de presión

El cálculo de los términos residuales en la Ec.(16) pueden simplificarse si introducimos las
proyecciones de gradiente de presión πi, definidas como

πi = rmi −
∂p

∂xi
(17)

Expresamos ahora rmi en la Ec.(17) en función de las πi que se convierten en variables adi-
cionales. El sistema de ecuaciones integrales aumenta por consiguiente en el número necesario
de ecuaciones imponiendo que el residuo rmi se hace cero dentro del dominio de análisis (en
un sentido medio). Esto da el sistema final de las ecuaciones de gobierno como

∫
Ω

[
δviρ

∂vi

∂t
+ δε̇ij(sij − δijp)

]
dΩ −

∫
Ω

δvibidΩ −
∫
Γt

δvitidΓ = 0 (18)

∫
Ω

q
∂vi

∂xi
dΩ +

∫
Ω

nd∑
i=1

τi
∂q

∂xi

(
∂p

∂xi
+ πi

)
dΩ = 0 (19)

∫
Ω

δπiτi

(
∂p

∂xi
+ πi

)
dΩ = 0 no sum in i (20)

donde i, j, k = 1, nd. En las Ecs.(20) δπi son funciones de peso apropiadas y τi se introducen
por razones de simetŕıa.

4 DISCRETIZACIÓN DE ELEMENTOS FINITOS

4.1 Obtención de las ecuaciones de la discretización

Escogemos interpolaciones de continuidad C◦ para las velocidades, la presión y las proyec-
ciones del gradiente de presión πi sobre cada elemento con n nodos. Las interpolaciones se
escriben como

vi =
n∑

j=1

Nj v̄
j
i , p =

n∑
j=1

Nj p̄
j , πi =

n∑
j=1

Nj π̄
j
i (21)

donde (̄·)j denota las variables nodales y Nj son las funciones de forma [Zienkiewicz and
Taylor (2000)]. En el Apartado 6 se dan más detalles del proceso de discretización de la malla
y de la selección de las funciones de forma.
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Substituyendo las aproximaciones (21) en las Ecs.(19–20) y escogiendo una forma de Galerkin
con δvi = q = δπi = Ni se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de discretización

M ˙̄v + ḡ − f = 0 (22a)

GT v̄ + Lp̄ + Qπ̄πππππππππππππ = 0 (22b)

QT p̄ + M̂π̄πππππππππππππ = 0 (22c)

donde
ḡ =

∫
Ω

BT [s −mp]dΩ (23)

is el vector de fuerzas nodales interno que se obtiene de las ecuaciones de cantidad de
movimiento, s es el vector de tensiones desviadoras, B es la matriz de velocidades de de-
formación y m = [1, 1, 0]T para problemas bidimensionales.

Este vector y el resto de matrices y vectores en las Ecs.(22) se ensamblan de las contribuciones
de elementos finitos dadas para problemas 2D por

Mij =
∫

Ωe
ρNiNjdΩ , ḡi =

∫
Ω
BT

i [s −mp]dΩ , Bi =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂Ni

∂x1
0

0
∂Ni

∂x2
∂Ni

∂x2

∂Ni

∂x1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Lij =
∫
Ωe

τk
∂Ni

∂xk

∂Nj

∂xk
dΩ , Q = [Q1,Q2] , Qk

ij =
∫
Ωe

τk
∂Ni

∂xk
NjdΩ

M̂ =
[
M̂1 0
0 M̂2

]
, M̂k

ij =
∫
Ωe

τkNiNjdΩ , Gij =
∫
Ωe

BT
i mNjdΩ

fi =
∫
Ωe

NibdΩ +
∫

Γe
t

NitdΓ , b = [b1, b2]T , t = [t1, t2]T

(24)

con i, j = 1, n y k, l = 1, 2.

Como es usual, las tensiones desviadoras sij están relacionadas con las velocidades de defor-
mación ε̇ij por la Ec.(5).

Puede demostrarse que el sistema de las Ecs.(22) conduce a una solución numérica estabilizada
[Oñate et al. (2003)].

Comentario 1

La Ec.(22a) puede escribirse de una forma más expĺıcita in función de las velocidades y las
variables de presión como

M ˙̄v + Kv̄ − Gp̄− f = 0 (25)

donde
Kij =

∫
Ωe

BT
i DBjdΩ (26)

siendo D la matrix constitutiva. Para problemas 2D

D = µ

⎡
⎣ 2 0 0

0 2 0
0 0 1

⎤
⎦ (27)
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5 MÉTODO DE PASOS FRACCIONADOS PARA ANÁLISIS DE
PROBLEMAS DE INTERACCIÓN FLUIDO-ESTRUCTURA

Se puede obtener un algoritmo iterativo simple y efectivo separando la presión de las ecua-
ciones de cantidad de movimiento como sigue

v̄∗ = v̄n − ∆tM−1[gn+θ1,j − fn+1] (28a)

v̄n+1,j = v̄∗ + ∆tM−1Gδp̄ (28b)

En la Ec.(28a)

gn+θ1,j =
∫
Ωn+θ1,j

BT [sn+θ1,j − αmT pn]dΩ

donde α es una variable que toma los valores uno o cero. Para α = 0, δp ≡ pn+1,j y para
α = 1, δp = ∆p. Adviértase que ambos casos que la suma de las Ecs.(28a) y (28b) da la
discretización en el tiempo de las ecuaciones de cantidad de movimiento con las presiones
calculadas en tn+1.

En las ecuaciones anteriores y en las que siguen, el ı́ndice j denota un número de iteraciones
dentro de cada paso de tiempo.

El valor de v̄n+1,j de la Ec.(28b) se substituhe ahora en la Ec.(22b) para dar

GT v̄∗ + ∆tGT M−1Gδp̄ + Lp̄n+1,j + Qπ̄πππππππππππππn+θ2,j = 0 (29a)

El producto GTM−1G puede aproximarse por una matriz laplaciana, es decir

GTM−1G = L̂ with L̂ij �
∫
Ωe

1
ρ
∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇T Ni∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇Nj dΩ (29b)

En las ecuaciones anteriores θ1 y θ2 son parámetros algoŕıtmicos que vaŕıan entre cero y uno.
En lo que sigue se discute la se discute la selección de θ1 y θ2.

Se puede obtener un algoritmo semi-impĺıcito como sigue. Para cada iteración

A semi-implicit algorithm can be derived as follows. For each iteration:

Etapa 1 Calcular v∗ de la Ec.(28a) con M = Md donde el sub́ındice d indica a partir de
ahora una matriz diagonal.

Etapa 2 Calcular δp̄ y pn+1 de la Ec.(29a) como

δp̄ = −(L + ∆tL̂)−1[GT v̄∗ + Qπ̄πππππππππππππn+θ2,j + αLp̄n] (30a)

La presión pn+1,j se calcula como sigue

For α = 0 p̄n+1,j = δp̄
For α = 1 p̄n+1,j = p̄n + δp̄

(30b)

Etapa 3 Calcular v̄n+1,j de la Ec.(28b) con M = Md

Etapa 4 Calcular π̄πππππππππππππn+1,j de la Ec.(22c) como

π̄πππππππππππππn+1,j = −M̂−1
d QT p̄n+1,j (31)
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Etapa 5 Calcular el movimiento de la estructura debido a las fuerzas del fluido.

Esto implica resolver las ecuaciones dinámicas para movimiento de la estructura escritas como

Msd̈ + Ksd = fext (32)

donde d y d̈ son respectivamente los vectores de desplazamiento y aceleración de los nodos que
discretizan la estructura, Ms y Ks son las matrices de masa y rigidez de la estructura y fext

es el vector de fuerzas nodales externas que tienen en cuenta las fuerzas del fluido inducidas
por la presión y las tensiones viscosas. Claramente las fuerzas principales que conducen el
movimiento de la estructura son debidas a la presión del fluido que actúa como una fuerza de
contorno normal a la superficie sobre la estructura. Ciertamente la Ec.(32) puede aumentarse
con un término de disipación adecuado. La forma de las matrices y vectores para el problema
estructural puede encontrarse en los libros estándar de cálculo de estructuras por el MEF
[Zienkiewicz and Taylor (2000)].

La solución de la Ec.(32) en el tiempo puede realizarse utilizando algoritmos de integración
en el tiempo impĺıcito o completamente expĺıcito. En ambos casos se pueden encontrar los
valores de los desplazamientos nodales, velocidades y aceleraciones de la estructura en tn+1

para la iteración jth.

Etapa 6

Actualizar los nodos de la malla de forma Lagrangiana. De la definición de la velocidad
vi = ∂ui

∂t se deduce
xn+1,j

i = xn
i + v̄n+1,j

i ∆t (33)

Etapa 7

Generar una nueva malla. Esto puede realizarse efectivamente utilizando el procedimiento
descrito en el Apartado 6.

Etapa 8

Comprobar la convergencia de los campos de velocidad y de presión en el fluido y los de-
splazamientos de tensiones y deformaciones en la estructura. Si se ha obtenido la convergencia
iniciar el cálculo para el próximo paso de tiempo, de otra manera volver a la etapa 1 para la
siguiente iteración con j + 1 → j.

Pese a que los nodos se mueven dentro del proceso iterativo, en general, no hay necesidad de
regenerar la mall en cada iteración. Se genera t́ıpicamente una malla después de que hayan
convergido un número de pasos de tiempo, o cuando los desplazamientos nodales inducen
distorsiones geométricas importantes en algunos elementos. En los ejemplos que se presentan
en este trabajo, la malla en el dominio del fluido se ha regenerado en cada paso de tiempo.

Las condiciones de contorno se aplican como sigue. No se aplica ninguna condición para
calcular de las velocidades fraccionales v∗ en la Ec.(28a). Las velocidades prescritas en el
contorno se aplican cuando se resuelven para v̄n+1,j en la etapa 3. Las presiones prescritas en
el contorno se imponen haciendo cero los incrementos de presión en los nodos del contorno
relevantes, y haciendo p̄n igual a las presiones prescritas.
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Los detalles del tratameinto de las condiciones de contorno en la interfase fluido-sólido se dan
en el Apartado 8 [Idelsohn et al. (2004)].

Adviértase que la solución de las etapas 1, 3 y 4 no requiere resolver un sistema de ecuaciones
ya que se utiliza una forma diagonal para las matrices M y M̂. El proceso de solución dentro
de cada paso de tiempo puede linearizarse escogiendo θ1 = θ2 = 0 y en este caso no es
necesario el bucle de iteración. La solución impĺıcita para θ1 = θ2 = 1 es sin embargo más
efectiva ya que pueden utilizarse incrementos de tiempo mayores. Esto requiere realizar varias
iteraciones dentro de las etapas 1–8 hasta que se obtienen los valores convergidos para las
variables del fluido y del sólido y para la nueva posición de los nodos de la malla en el tiempo
n + 1.

En los ejemplos que se presentan en este trabajo se ha utilizando el siguiente incremento de
tiempo

∆t = min(∆ti) with ∆ti =
|v|

hmin
i

(34)

donde hmin
i es la distancia entre el nodo i y el nodo más cercano en la malla.

Comentario 2

Aunque no se ha mencionado expĺıcitamente, todas las matrices y vectores en las Ecs.(28)–
(32) se calculan en la configuración final Ωn+1,j . Esto implica que el dominio de integración
cambia dentro cada iteración, y, por consiguiente, todos los términos en los que involucran
las derivadas espaciales deben actualizarse en cada iteración. Este problema desaparece si se
toma Ωn como la configuración de referencia (θ1 = 0) ya que ésta permanece fija durante las
iteraciones. La dificultad en este caso es que hay que calcular la matric jacobiana en cada
iteración [Aubry et al. (2004)].

6 TRATAMIENTO DE CONTACTO ENTRE LAS INTERFASES DEL
FLUIDO Y DEL SÓLIDO

La condición de velocidades o presiones prescritas en los contornos del sólido puede aplicarse
en el PFEM en forma fuerte a los nodos del contorno. Estos nodos pueden pertenecer a
contornos exteriores fijos, o a contornos móviles relacionados o vinculados a los sólidos que
intereactúan con el fluido. En algunos problemas es útil definir una capa de nodos adyacente
al contorno exterior en el fluido donse se impone la condición de velocidad prescrita. Estos
nodos t́ıpicamente permanecen fijos durante el proceso de solución. El contacto entre las
part́ıculas de agua y los contornos de sólido se tiene en cuenta a través de la condición
de incompresibilidad, que previene de forma natural que los nodos de agua penetren en los
contornos de sólido. Esta forma sencilla de tratar el contacto entre el agua y las paredes del
sólido es otra caracteŕıstica atractiva de la formulación PFEM.

7 GENERACIÓN DE UNA MALLA NUEVA

Uno de los puntos clave para el éxito de la formulación de fluidos Lagrangianos que aqúı
se describen es la rápida regeneración de una malla en cada paso de tiempo a partir de la
posición de los nodos en el dominio espacial. En nuestro trabajo hemos generado la malla
utilizando la denominada teselación extendida de Dalaunay presentada en [Idelsohn et al.
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(2003a; 2003c; 2004)]. El método EDT permite generar mallas no estándar combinando ele-
mentos de formas polihédricas arbitrarias (triángulos, quadriláteros y otros poĺıgonos en 2D
y tetrahedra, hexahedra y polihedros arbitrarios en 3D) en un tiempo de cálculo n, donde
n es el número total de nodos en la malla (Figura 3). Las funciones de forma cont́ınua C◦
de los elementos pueden obtenerse sencillamente utilizando la denominada formulación de
la interpolación de los elementos finitos sin malla (MFEM) [Idelsohn et al. (2003a; 2003c;
2004)].

Figura 3. Generación de mallas no estándar combinando diferentes poĺıgonos (en 2D) y
poliedros (en 3D) utilizando la técnica de Delaunay extendida.

Una vez que se ha generado la malla en cada paso de tiempo se aborda la solución numérica
utilizando el algoritmo de pasos fraccionados descritos en el apartado previo.

La combinación de elementos con formas geométricas diferentes en la misma malla es otro de
los aspectos innovadores de la formulación Lagrangiana que aqúı se presenta.

8 IDENTIFICACIÓN DE LOS CONTORNOS

Una de las principales etapas en el PFEM es la definición correcta de los contornos. A veces los
nodos de contorno se definen expĺıcitamented como tales de manera diferente de los contornos
en el interior de dominio. En otros casos, solo se dispone de la información del conjunto total
de nodos y algoritmo debe reconocer los nodos de contorno.

La utilización de la partición de Dalaunay extendida facilita reconocer los nodos de contorno.

Considerando que los nodos siguen una distribución variable h(x), siendo h(x) la distancia
mı́nica entre dos nodos, se ha utilizado el siguiente criterio para identificar nodos de contorno.
Para todos los nodos se busca el ćırculo (la esfera en 3D) de radio αh que los contiene. Todo par
de nodos contenido en un ćırculo que no contenga otro nodo en su interior se consideran nodos
de contorno. En la práctica, α es un parámetro cercano a, pero mayor que uno. Adviértase
que este criterio es muy similar al método Alpha Shape [Edelsbrunner and Mucke (1999)].

Una vez que se ha decidido qué nodos estan sobre los contornos, debe definirse la superfice de
contorno. En este trabajo dicha superficie se ha definido por todas las superficies polihédricas
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(o poĺıgonos en 2D) que tienen todos sus nodos sobre el contorno y que pertenecen a un único
poliedro.

La Figura 4 muestra ejemplos de la técnica de recognición de contornos utilizando el método
de Alpha Shape.

 

Figura 4. Ejemplos de reconocimiento del contorno con el método de Alpha Shape. Los
ćırculos de radio mayor que αh(x) y que no contienen nodos en su interior definedn los nodos
de contorno.

La definición correcta del contorno es muy importante para definir la normal externa a la
superficie de contorno. Además, en formas débidles (Galerkin) como las aqúı utilizadas es muy
importante una evaluación correcta del volumen del dominio. En el criterio aqui utilizado,
el error en la definición de la superficie de contorno es proporcional a h lo que es un error
aceptable. La única de forma de obtener una superficie de contorno más precisa es reduciendo
la distancia entre los nodos.

El método descrito permite también identificar las part́ıculas de fluido aisladas fuera del
dominio principal del fluido. Estas part́ıculas se tratan como parte del contorno exterior
donde la presión se fija a el valor atmosférico.

La Figura 5 muestra un ejemplo esquemático del proceso para identificar las part́ıculas in-
dividuales (o un grupo de part́ıculas) comenzando de una colección dada de nodos. Una
aplicación práctica del método para identificar las part́ıculas de la superficie libre se muestra
en la Figura 6. El ejemplo corresponde al análisis del movimiento de un fluido dentro de un
recipiente de forma elipsoide oscilante. Adviértase que el método captura las gotas de agua
individuales que se separan de la superficie libre durante la oscilación del recipiente.

9 MODELIZACIÓN DE UNA ESTRUCTURA “RÍGIDA” COMO UN
FLUIDO VISCOSO

Una forma simple y efectiva para analizar un movimiento de sólidos ŕıgidos en interior de
fluidos con la formulación Lagrangiana descrita anteriormente, es modelar el sólido como
un fluido con una viscosidad mucho mayor que la del fluido que le rodea. Puede aplicarse
entonces el esquema de pasos fraccionados del Apartado 5 sin incluir la etapa 5 y resolver al
mismo tiempo para el movimiento simultáneo de ambos dominios de fluido (el fluido real y
el fluido ficticio que modela el cuerpo cuasi-ŕıgido).
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Figura 5. Identificación de part́ıculas individuales (o un grupo de part́ıculas) partiendo de
una colección dada de nodos.

(a)

(b)

Figura 6. Movimiento de un ĺıquido sobre un recipiente oscilante. (a) Distribución original
de part́ıculas (nodos) antes de la oscilación. (b) Posición de las part́ıculas del ĺıquido en dos
tiempos diferentes. Las part́ıculas de contorno que representan la superficie libre, las gotas
de ĺıquido y las paredes del recipiente se representan con un color más pálido. Las flechas
denotan los vectores de velocidad para cada part́ıcula.

Ciertamente este procedimiento puede extenderse para incluir la deformación elástica del
sólido tratado ahora como un fluido visco-elástico. Esto introducirá, sin embargo, alguna
complejidad en la formulación y es preferible en este caso utilizar el esquema de interacción
fluido-estructura totalmente acoplado descrito en el Apartado 5.
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10 EJEMPLOS

Los ejemplos muestras la aplicabilidad del PFEM para resolver problemas problemas de
interés en el ámbito de la ingenieŕıa de puertos. Los ejemplos se han resuelto con el algoritmo
de pasos fraccionados aplicado θ1 = θ2 = 1 y α = 1.

 

  

Figura 7. Simulación de un ensayo de rotura de un recipiente prismático lleno de agua. Malla
utilizada para la solución 3D por el PFEM

10.1 Colapso de una columna de agua

El primer problema es el estudio del colapso de una columna de agua. Este problema se
resolvió experimentalmente por Koshizu and Oka (1996). Se ha convertido en un clásico para
validar la formulación Lagrangiana en fluidos. El agua permanece inicialmente encerrada en
un recipiente rectangular (Figura 7). Las condidiones de contorno son de velocidad cero en
las paredes y presión atmosférica (de valor cero) en la superficie libre. La Figura 7 muestra
la malla 3D que discretiza el dominio de agua y las paredes del recipiente. Se destaca que el
método permite seguir el movimiento de la columna de agua y la separación de part́ıculas.
El colapso comienza en el tiempo t = 0 al eliminar la pared derecha del recipiente. La Figura
8 muestra la evolución de los puntos del fluido en diferentes pasos de tiempo. Los puntos
negros indican la superficie libre del agua detectado con el algoritmo descrito en el texto. Se
muestran también en negro los puntos fijos del contorno detectados también con el mismo
algoritmo.

El agua evoluciona sobre el fondo hasta que tras 0.3 segundos impacta sobre la pared vertical
derecha. La ola de retorno se inicia a unos 0.6 seg. y después de 1 seg. la ola alcanzó de nuevo
la pared izquierda. En la Figura 9 se compara la solución obtenida con el PFEM utilizando
tres mallas de tamaños diferentes. Es interesante que para las tres mallas, los resultados
coincidan muy bien con los experimentales de Koshizuka and Oka (1996), tanto en la forma
de la superficie libre como en su evolución.

En la Figura 10 se muestra la solución 3D del mismo problema.
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Figura 8. Colapso de una columna de agua en diferentes pasos de tiempo.
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Figura 8. cont.
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Malla 3 

Malla 2 

Malla 1

Figura 9. Rotura de un recipiente prismático lleno de agua. Comparación de los resultados
obtenidos con tres mallas distintas en tres tiempos diferentes con las medidas experimentales.
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a) t = 0 sec. b) t = 0.2 sec.

c) t = 0.4 sec. d) t = 0.6 sec.

e) t = 0.8 sec. f) t = 1.1 sec.

Figura 10. Colapso de una columna de agua en un dominio 3D.
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10.2 Problemas de agitación de agua en tanques

En la Figura 11 se muestra un ejemplo sencillo del análisis 2D de la oscilación libre del agua
en un tanque ciĺındrico. En la Figura 12 se muestra la distribución de puntos utilizada al
inicio del análisis. En la Figura 12 se muestra la comparación de la amplitud obtenida con
una solución anaĺıtica para un fluido casi-no viscoso. Los resultados del PFEM comparan
muy bien con los anaĺıticos en las oscilaciones iniciales cuando el efecto de la viscosidad no
es todav́ıa importante.

En la Figura 13 se muestra otro ejemplo de grandes oscilaciones de agua en un tanque
ciĺındrico. En este caso no se dispone de una solución anaĺıtica para comparación.

En la Figura 14 se muestra un caso similar de oscilación en un dominio 3D.

Figura 11. Agitación del agua en un tanque ciĺındrico. Distribución inicial de puntos.

 

Figura 12. Agitación del agua en un tanque ciĺındrico. Comparación de la evolución de la
amplitud de la oscilación obtenida anaĺıticamente y con el PFEM.
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Figura 13. Resultados obtenidos con el PFEM para un problema de oscilaciones de agua de
gran amplitud dentro de un recipiente ciĺındrico.

 

Figura 14. Problema de agitación de agua en un recipiente prismático.

En las Figuras 15–21 se muestran resultados del estudio de agitación en un tanque de gas
licuado. Se ha estudiado el efecto de incluir o no el efecto del aire en el análisis. Los resultados
de la evolución de la presión sobre la pared (Figura 19) muestran que en este problema la
consideración del efecto del aire no es necesaria.
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10.3 Rotura de olas sobre la playa

En las Figuras 23 y 24 se muestra un ejemplo de simulación con el PFEM de la propagación
de una ola sobre un plano inclinado y su rotura sobre la playa. Se muestra también la com-
paración con uan solución anaĺıtica, apreciándose la concordancia entre ambas soluciones
(en amplitud y fase) hasta el momento de la rotura en la playa, efecto que solo puede ser
modelado con el PFEM.

En la Figura 25 se muestra la solución 3D del problema de la propagación de una ola que
parte de una posición obĺıcua con respecto a la playa. Al entrar en la zona de pendiente, se
acelera la cresta de la ola hasta que se corrige totalmente la posición obĺıcua y la ola rompe
paralela a la playa. Se reproduce bien también el efecto de avance y retroceso del frente de
la ola al acercarse a la orilla.

Figura 22. Ola de gran tamaño rompiendo sobre una playa.

Figura 23. Análisis 2D de la rotura de una ola sobre la playa. Vista general de la distribución
de puntos en un instante.
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                      a)   t = 0   sec.                                                  b)   t = 6 sec.  

  
                         c)  t =  10 sec.                                                d)  t = 11 sec. 

  
                     e)   t =  12 sec.                                               f)  t = 13 sec.  

  
                       g)   t = 14 sec.                                              h)  t = 16 sec.  

Figura 24. Análisis 2D de la rotura de una ola sobre una playa. Comparación de la evolución de
la cresta de la ola con resultados anaĺıticos en diferentes instantes. Figura superior: resultados
del PFEM. Figura inferior: solución anaĺıtica.
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Figura 25. Análisis 3D de la progresión de una ola obĺıcua y su rotura sobre la playa.
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10.4 Modelización de objetos ŕıgidos cayendo en el agua

El análisis con precisión del momento de objetos en el agua es de gran importancia en muchos
ámbitos de la ingenieŕıa portuaria, maŕıtima y naval entre otras.

En la Figura 26 se muestra la evolución de la penetración de un sólido de forma cúbica en el
agua. El estudio se ha realizado en 2D modelando el sólido como un fluido de alta viscosidad.

En la Figura 27 se estudia un problema similar, considerando esta vez el sólido como un
cuerpo ŕıgido.

En las Figuras 28–30 se muestra la penetración y evolución de un cubo y un cilindro en un
recipiente con agua. La graduación de colores en la figura indica los diferentes tamaños de los
elementos de la malla en varios instantes. Obsérvese que el algoritmo de generación de malla
asegura un tamaño de elementos más pequeños en la proximidad de los cuerpos durante su
evolución en el agua.

 

 

 

 

 

Figura 26. Análisis de la penetración en el agua de un cubo ŕıgido. El cubo se modela como
un fluido de alta viscosidad.

30



    

 

Figura 27. Análisis de un cubo ŕıgido cayendo en el interior de un recipiente con agua. El
cubo se modela como un sólido ŕıgido.
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10.5 Análisis del flujo de agua sobre estructuras ŕıgidas

Los ejemplos que se presentan en este apartado incluyen diferentes casos de interacción de
una columna de agua con objetos ŕıgidos.

En la Figura 31 se muestra la simulación de la propagación de una ola generada en un canal
incidiendo sobre un dique vertical.

En la Figura 32 se compara la presión calculada sobre la pared vertical del dique con resultados
experimentales obtenidos en el Canal de Ensayos de Puertos de la E.T.S de Ingenieros de
Caminos, Canales y Puertos de Barcelona.

El ejemplo de la Figura 33 muestra la evolución de la rotura de una columna de agua dentro
de un recipiente prismático.

En las Figuras 34 y 35 se muestran dos ejemplos similares que incluyen la interacción del
agua con un cilindro vertical contenido en el centro del recipiente.

Finalmente en las Figuras 36 y 37 se muestra el impacto de una ola sobre una columna
prismática sobre una placa de cimentación sustentada por pilotes. En las Figuras 38 y 39 se
muestra también la presión del agua sobre dicha estructura.
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Figura 31. Simulación de la propagación de una ola generada en un canal incidiendo sobre
un dique vertical.
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10.6 Arrastre de objetos por olas

El PFEM es un método muy idóneo para el análisis del impacto de grandes olas sobre objetos
tales como veh́ıculos, personas, etc.

Figura 40. Ejemplo de gran ola evolucionando hacia un coche.

El ejemplo que aqúı se muestra simula el efecto de una gran ola impactando sobre un cubo
que representa un veh́ıculo. En la Figura 41 se muestran los resultados del estudio realizado
donde se aprecia la eficiencia del método PFEM para modelar el arrastre del cubo debido al
impacto de la columna de agua.
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10.7 Análisis del flujo de agua sobre diques

Los ejemplos de este apartado muestran la aplicabilidad del PFEM para estudiar el efecto
del agua sobre diques.

En las Figuras 43–45 se muestra la simulación del flujo de una ola en un canal de ensayos y
detalles del impacto de la ola sobre un conjunto de rocas que representan la escollera de un
dique.

En las Figuras 46–51 se muestra un análisis 3D de un problema similar. Se presenta la
evolución en 3D de una ola y el impacto de la misma sobre las rocas de una escollera. Se
destaca que es posible obtener las presiones sobre cada roca de la escollera en cada instante
del proceso de cálculo.

En la Figura 52 se presentan algunos resultados del análisis de la propagación del oleaje en
un dique formado por cilindros vertical de hormigón armado. La disposición de los cilindros
permite absorber y disipar la enerǵıa del oleaje

Figura 42. Olas rompiendo sobre una escollera.
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Figura 49. Vista general de la simulación 3D de la evolución de una ola sobre una escollera.
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Figura 50. Vista general de la simulación 3D de la evolución de una ola sobre una escollera..
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Figura 51. Vista de la evolución de la superficie libre durante el impacto de una ola sobre
una escollera.
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10.8 Movimiento de tetrápodos bajo la acción de olas

Los últimos ejemplos que se presentan están relacionados con la cinemática de tetrápodos y
su comportamiento bajo la acción de olas.

La Figura 53 muestra una simulación del movimiento de cinco tetrápodos que caen sobre un
recipiente inclinado.

Las Figuras 54 muestran el proceso de cáıda y hundimiento de dos tetrápodos en un recipiente
con agua.

Finalmente en las Figuras 55-58 se muestran diversas vistas del proceso de cáıda de diez
tetrápodos sobre un plano inclinado y su interacción y con una ola incidente.

Estos ejemplos muestran las posibilidades del método PFEM para analizar problemas com-
plejos de interacción de olas con estructuras de interés para la ingenieŕıa de puertos y costas.

Figura 53. Simulación de la cinemática de un conjunto de cinco tetrápodos.
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tetrápodos

sobre
un

plano
inclinado

e
interacción

con
una

ola
incidente.

1
1

C
O

N
C

L
U

S
IO

N
E
S

E
l
m

étodo
de

elem
entos

finitos
y

part́ıculas
(P

F
E

M
)

parece
ideal

para
tratar

problem
as

en
los

que
se

com
binan

fluidos
con

superficie
libre

con
estructuras

sum
ergidas

o
flotantes.

L
a

variedad
de

problem
as

que
pueden

analizarse
con

el
P

F
E

M
es

enorm
e

e
incluye

problem
as

de
interacción

fluido-estructura
incluyendo

grandes
m

ovim
ientos

de
las

part́ıculas
del

fluido
o

de
la

estructura,
olas,

efectos
salpicadura

del
agua

y
de

separación
de

gotas,etc.

E
l
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Figura 58. Vista vertical de la cáıda de diez tetrápodos sobre un plano inclinado e interacción
con una ola incidente.

Los autores agradecen también a R. Aubry, N. Calvo, M. de Mier y R. Rossi sus muchas
sugerencias durante el desarrollo del trabajo.

La geometŕıa del dique de cilindros de hormigón que se muestra en la Figura 52 fue propor-
cionado por la empresa Dragados.
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Idelsohn, S.R., Oñate, E., Calvo, N. and del Pin, F. (2003a). The meshless finite element
method. Int. J. Num. Meth. Engng., 58,6: 893–912.
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Oñate, E., Sacco, C. and Idelsohn, S.R. (2000). A finite point method for incompressible flow
problems. Comput. and Visual. in Science, 2: 67–75.
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