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Resumen El objetivo de este trabajo es introducir y
resolver numéricamente el modelo matemético para el
comportamiento del liquido semiconductor en el pro-
ceso Czochralski de obtencién de cristales semiconduc-
tores, bajo la accion de un campo magnético. Dicho
modelo corresponde a las ecuaciones de la Magneto-
hidrodindmica. La resolucién numérica de este modelo
matematico presenta dificultades importantes debido a
que en él estan involucrados fenémenos de Mecédnica de
Fluidos, Electromagnetismo y Transferencia de Calor.
Para la resoluciéon numérica de este modelo se emplea
un método de elementos finitos estabilizado basado en
la versién algebraica de las subescalas de malla, lo cual
permite satisfacer tanto la condicién de divergencia nu-
la sobre la velocidad del fluido como la condicién de
divergencia nula sobre el campo magnético ademas de
evitar oscilaciones numéricas. El esquema usado en este
trabajo estd basado en el esquema propuesto en [1]. El
esquema de elementos finitos antes mencionado se apli-
ca al ejemplo numérico propuesto por Biickle [2]. Dicho
ejemplo es la comparacién numérica mas extendida pa-
ra el proceso de Czochralski. Los casos analizados en
este trabajo sélo difieren de los propuestos por Biickle
en el hecho de que se les ha anadido un campo magnéti-
co. El empleo de campos magnéticos en el proceso de
Czochralski esta encaminado a reducir y eliminar las
perturbaciones en el fluido que pudieran dar origen a
defectos en el cristal semiconductor.
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NUMERICAL RESOLUTION OF THE
MAGNETOHYDRODYNAMICS EQUATIONS
FOR THE CZOCHRALSKI PROCESS TO
OBTAIN SEMICONDUCTOR CRYSTALS

Summary The objective of this work is to introdu-
ce and numerically solve the mathematical model for
the behavior of liquid semiconductors in the Czoch-
ralski process to obtain semiconductor crystals under
the influence of a magnetic field. Such model is framed
within the Magnetohydrodynamics equations. The nu-
merical solution of this mathematical model presents
important difficulties due to the involvement of phe-
nomena from Fluid Mechanics, Electromagnetism and
Heat Transfer. In order to numerically solve this model
a stabilized finite element approximation based on the
algebraic version of a subgrid scale model is used. This
approach makes possible to satisfy the free divergence
condition over the velocity of the fluid together with the
free divergence condition over the magnetic field and al-
so to avoid numerical oscillations. The numerical sche-
me used in this work is based on the scheme proposed
in [1]. This numerical scheme is applied to the nume-
rical benchmark proposed by Biickle [2]. Such example
is the most common numerical benchmark for the Czo-
chralski process. The cases analysed in this work only
differ from those proposed by Biickle in the fact that
a magnetic field has been added. The use of magnetic
fields in the Czochralski process is headed to diminish
and suppress the perturbations in the liquid which can
originate defects in the semiconductor crystal.
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1. Introduccién

La Magnetohidrodindmica (MHD) puede concep-
tualizarse como la combinacién de la Mecanica de Flui-
dos y el Electromagnetismo. A grandes rasgos la MHD
es la rama de la Ciencia que estudia el comportamiento
de los fluidos conductores y no magnéticos en presen-
cia de campos magnéticos y/o eléctricos. La interaccién
mutua entre el campo magnético B y el campo de ve-
locidades del fluido, u, se puede explicar de la siguien-
te manera: El movimiento relativo del fluido a través
del campo magnético origina una fuerza electromotriz
y por tanto una corriente eléctrica, todo esto de acuerdo
con la ley de Faraday. Estas corrientes eléctricas indu-
cidas dan lugar a un segundo campo magnético, al que
llamaremos campo inducido, de acuerdo con la ley de
Ampere. Por dltimo, el campo magnético resultante,
que es la suma del campo inducido y del campo aplica-
do, interactia con la densidad de corriente inducida, J,
para dar como resultado una fuerza volumétrica J x B,
que no es otra que la fuerza de Lorentz. Esta fuerza
tiende a ir en contra del movimiento relativo entre el
campo magnético y el fluido.

El atractivo de la MHD en el procesamiento de ma-
teriales es el hecho de que permite aplicar fuerzas vo-
lumétricas a un metal o semiconductor en estado liquido
sin introducir elementos extranos. En el proceso Czoch-
ralski lo que se busca es eliminar la conveccién natural
del liquido semiconductor mediante la aplicacién de un
campo magnético estacionario de alta intensidad.

2. Ecuaciones de gobierno

En esta seccién presentamos las ecuaciones que rigen
el modelo fisico. Pese a ser conocidas, es importante
recordar las hipdtesis de la MHD para tener presente
en qué condiciones se modelard el proceso Czochralski,
particularmente teniendo en cuenta que incluiremos el
acoplamiento con la temperatura.

2.1. Ecuaciones de Navier—Stokes

Las ecuaciones de Navier—Stokes son las ecuaciones
diferenciales parciales que describen el flujo de los flui-
dos incompresibles. La ecuacién (1) a continuacién co-
rresponde al principio de conservacién del moméntum.
La ecuacién (2) corresponde al principio de conserva-
cién de la masa, tomando la densidad p como constante:
Ou

1
e + (u-V)u-— Z/Au—f—;Vp =f (1)

V-u=0 (2)

donde v es la viscosidad cinemaética, p es la presion y f
son las fuerzas de cuerpo aplicadas al fluido. Estas ecua-
ciones suponen que el fluido bajo estudio es un fluido
newtoniano, es decir el fluido exhibe una relacién lineal
entre el esfuerzo cortante y la derivada de la velocidad.

2.2.  Ecuaciones de Maxwell
Las ecuaciones de Maxwell constituyen un sistema

de ecuaciones en derivadas parciales que relacionan los
campos eléctricos y magnéticos. Estas ecuaciones go-

biernan todos los fenémenos electromagnéticos macroscopi-

cos. Las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial
son las siguientes:

0B
5 TV XE=0 (3)
oD
V-D = p, (5)
V-B=0 (6)

donde definimos E como la intensidad del campo eléctri-
co, H como la intensidad del campo magnético y p. co-
mo la fuente impuesta de densidad de carga electrica.
La ecuacién (3) es conocida como la ley de induccién
de Faraday y expresa la relacion entre la tasa de cam-
bio del flujo magnético a través del drea encerrada por
un lazo cerrado y el campo eléctrico inducido a lo largo
del lazo. La ecuacién (4) es conocida como la ley de
Ampere y relaciona el campo magnético tangencial a
un lazo cerrado con la corriente que pasa por el lazo.
La ecuacién (5) es conocida como la ley de Gauss y
establece la relacién entre el flujo eléctrico que sale de
una superficie y la carga encerrada por dicha superficie.
Por tltimo, la ecuacién (6) simplemente establece que
no hay monopolos magnéticos.

Ademas de estas ecuaciones se deben considerar otras
ecuaciones que, sin ser leyes fundamentales del Electro-
magnetismo, juegan un papel importante en él. La pri-
mera de estas ecuaciones es la fuerza de Lorentz que
acttia en todos los conductores cargados en presencia
de un campo magnético. Su expresién esta dada por la
ecuacién (7) :

F=pE+JxB (7)

La segunda ecuacion que, sin ser una ley fundamen-
tal del Electromagnetismo, es importante considerar es
la ley de Ohm. Esta ley declara que la intensidad de co-
rriente J es proporcional a la fuerza experimentada por
las cargas libres. En un conductor fijo esta ley se expre-
sa como J =cE, pero en un fluido conductor debemos
tomar en cuenta el campo eléctrico, medido desde un
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marco de referencia fijo, que se mueve con la velocidad
del conductor, por lo que la ley de Ohm se transforma
en la expresién (8):

J=0E, =0 (E+uxB) (8)

donde o es la conductividad eléctrica. Por tltimo, debe-
mos considerar dos expresiones que se pueden entender
como relaciones constitutivas que describen las propie-
dades del medio que se estd considerando. Estas expre-
siones son las siguientes:

D =¢E
B=u,H

donde € es la permitividad eléctrica, pu,, es la permea-
bilidad magnética, D es la densidad del flujo eléctrico
y B es la densidad del flujo magnético. Con estas rela-
ciones y las ecuaciones de Maxwell, es posible describir
los fendmenos electromagnéticos macroscépicos que in-
tervienen en la MHD.

2.3.  Acoplamiento térmico

Dado que el proceso Czochralski involucra fluctua-
ciones térmicas al mismo tiempo que fenémenos del
Electromagnetismo y de Mecéanica de Fluidos, se requie-
re usar la ecuacion de la energia térmica para lograr una
simulacion efectiva. La ecuacién de la energia térmica
puede ser expresada como:

pe, (gf+(u.v)19> ~ V- (kVY) =3I -E—P(u) =Q
)

donde ¢, es el calor especifico, k; es la conductividad
térmica, ¥ es la temperatura , #(u) es la tasa de di-
sipacién viscosa y @ es la fuente de calor. El término
J - E es el efecto Joule eléctrico y es el proceso me-
diante el cual el flujo de corriente eléctrica a través de
un conductor libera calor. El término ¢(u) corresponde
al efecto de Joule mecanico y se puede expresar como
prV3u : V3u, donde V2u es la parte simétrica de Vu.

Es importante recordar que en la aproximacion de
Boussinesq se asume que la variacién de la densidad
p es despreciable excepto en el término de fuerzas de
cuerpo f en la ecuacién (1). En ese término se asume que
la densidad depende de la temperatura de la siguiente
manera;

P = Pr |:1 - B (19 - 197) (10)

donde p, es la densidad de referencia, 9, es la tempe-
ratura de referencia y (§ es el coeficiente de expansiéon
térmica.

2.4. Ecuaciones de la magnetohidrodinamica

Dado que se desea estudiar la MHD en fluidos in-
compresibles a velocidades relativamente bajas, se pue-
den realizar ciertas simplificaciones fisicas. Dichas sim-
plificaciones permiten arribar a un conjunto de ecuacio-
nes que gobiernan el comportamiento de los fendmenos
de MHD en la gran mayoria de las aplicaciones indus-
triales. Las simplificaciones son las siguientes:

1. Velocidades del fluido no relativistas. Dado
que la velocidad a la que se mueve el fluido de traba-
jo es pequena comparada con la velocidad de la luz,
|V2’ < 2, podemos mantener la forma Newtoniana
de las ecuaciones de movimiento.

2. Campo magnético inducido pequeno. Se asu-
me que el campo magnético inducido en el fluido es
mucho més pequeno que el campo magnético apli-
cado.

3. No se consideran fenémenos que involucren
altas frecuencias. Esta suposicién implica que la
derivada de la corriente de desplazamiento , %—?, es
despreciable comparada con la corriente de conduc-
cién J. Esta suposicion se justifica dado que estamos
trabajando con conductores y no con dieléctricos.

4. La energia eléctrica es despreciable compara-
da con la energia magnética. Esto significa que
la interaccién principal es entre el campo magnético
y el fluido.

5. Se desprecia p.. En la ley de Ohm, la carga espa-
cial p., es despreciable en conductores liquidos, no
asi en los gases.

6. Densidad de fuerzas La densidad de fuerzas es re-
presentada por f =p.E 4+ J x B y dado que p, pue-
de ser despreciada, esto se puede reducir a f = J x B.

Tomando en consideracién las simplificaciones an-
teriores y aplicAndolas a las ecuaciones de Maxwell,
(3),(4),(5) y (6), ademds de las ecuaciones de Navier—
Stokes, (1) y (2) y la ecuacién de la energfa térmica (9),
podemos obtener las ecuaciones de la MHD en su forma
correspondiente a fluidos incompresibles empleando la
aproximacién de Boussinesq:

ou 1

— 4+ (u-Vyu—vAu+ —Vp— V xB

5 T (V) o umpr( )
xB =gp

V-ou=

0B 1

— +—Vx(VxB)—-Vx(uxB)=0
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V-B=0 sistema (11). El lector interesado puede encontrar el
oY 1 > (1) desarrollo completo del esquema numérico en [7].

PrCp at+(uV)19> _ktAﬁ_@||VXB”
—d(w) =d 4. Simulaciones numéricas

A partir de estas ecuaciones se construirdn esquemas
numeéricos empleando elementos finitos estabilizados. El
lector interesado en una exposicién mas detallada de
los origenes y aplicaciones de la Magnetohidrodindmica
puede referirse al libro de Davidson [3].

3. Esquema numérico

El esquema numérico que se empled en el sistema
de ecuaciones (11) estd basado en el enfoque de subes-
calas de malla (subgrid scales), introducido por Hughes
[4]. La idea esencial es descomponer el espacio conti-
nuo de las incégnitas en dos subespacios, uno el espacio
de elementos finitos y otro, el llamado de las subesca-
las de malla, de manera que complete el primero. La
aproximacion puede definirse entonces en la manera en
que se aproxima el espacio de subescalas. En nuestro
caso, usamos una aproximacién algebraica de éstas, es-
cribiéndolas como funcién del residuo de elementos fi-
nitos y unos pardametros numéricos que dependen de la
formulacién. El resultado es un problema escrito en el
espacio de elementos finitos que nos permite evitar la
condicién inf-sup [5] y las oscilaciones numéricas aso-
ciadas.

Otra caracteristica importante del esquema desarro-
llado para las ecuaciones de la Magnetohidrodinami-
ca es el empleo de una presién magnética ficticia para
forzar la condicién de divergencia nula sobre el cam-
po magnético. Dado que durante la deducciéon de las
ecuaciones de la Magnetohidrodinamica se emplea la
ecuacién (6) para llegar a la ecuacién de adveccién del
campo magnético, anteriormente se asumia que los es-
quemas numéricos basados en esta ecuaciéon no nece-
sitaban forzar la condicién (6). Jian, Wu y Povinelli
[6], demostraron que es necesario forzar dicha condi-
cién para evitar el surgimiento de soluciones espurias
en el campo magnético.

Un problema también asociado a la resolucién numéri-
ca de las ecuaciones de la Magnetohidrodinamica es el
desacoplamiento del sistema de ecuaciones (11). Dado
que tanto la velocidad del fluido influye en el campo
magnético como el campo magnético influye en la ve-
locidad, es necesario linealizar las ecuaciones y poste-
riormente desacoplarlas. En el trabajo desarrollado se
empleo un esquema de punto fijo del término cuadrati-
co en la ecuacién de conservacién del moméntum y en
la ecuacion de transporte del campo magnético en el

4.1. Proceso Czochralski

El proceso Czochralski para el crecimiento de crista-
les semiconductores es usado ampliamente en la indus-
tria de los semiconductores. El principal objetivo del
proceso es obtener un monocristal semiconductor. Para
realizar esta tarea se extrae lentamente una semilla del
crisol donde se encuentra fundido el material semicon-
ductor. Esta accién le proporciona al cristal una direc-
cién dnica en la cual crecer. Para asegurar que el cristal
crece en forma cilindrica uniforme, el crisol esta suje-
to a un movimiento de rotacién mientras el cristal es
extraido.

La Figura 1 presenta la situaciéon del proceso Czo-
chralski para esta simulaciéon. Como puede verse el pro-
blema consiste en un crisol cilindrico vertical de altura
H rotando con velocidad angular {2¢. El cristal coaxial
en la parte superior del crisol rota con velocidad §2x pe-
ro en sentido opuesto a la rotacién del crisol. Se asume
que el cristal y el crisol son isotérmicos con temperatu-
ras T'x y Tc respectivamente.

Las condiciones de frontera para esta simulacién
numérica se presentan en la Figura 2. La naturaleza de
esta simulaciéon numérica hace necesario emplear con-
diciones de frontera para la velocidad, la temperatura
y el campo magnético. El primer tipo de condiciones
de frontera se impone sobre la velocidad. La condicién
de no deslizamiento se impone en todas las paredes del
crisol asi como en la interfase entre el cristal y el liqui-
do. Se debe tomar en cuenta que tanto el crisol como
el cristal giran con cierta velocidad angular por lo que
la velocidad impuesta sobre el fluido serd dada por el
producto de las distancias por las velocidades angula-
res. Para el caso del crisol la velocidad es 2c R, donde
R¢ es el radio del crisol. La velocidad del fluido en la
interfase con el cristal esta dada por 2x Rx donde Ry
es el radio del cristal. En el caso de la superficie libre
entre el cristal y el crisol, la velocidad no estd sujeta
mas que a la condicién de superficie libre.

La segunda clase de condiciones de frontera estan
impuestas sobre la temperatura, la cual estd represen-
tada por la letra T en este ejemplo. Para las paredes del
crisol la temperatura del liquido semiconductor est4 fi-
ja en To y para el liquido semiconductor en contacto
con el cristal la temperatura esta fija en Tx. Para el
caso del liquido semiconductor en contacto con el fon-
do del crisol se impuso una condicién de flujo de calor
igual a cero. La misma condicién se impuso en en la



Resolucién numérica de las ecuaciones de la magnetohidrodindmica

199

Rotacién del Cristal

Cristal

Frontera de Fase K’J /
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Gravedad

Rotacién del Crisol K_/
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Figura 1. Dominio considerado para el proceso Czochralski
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Figura 2. Condiciones de frontera para el proceso Czochralski

linea de simetria axial. El espacio entre el cristal y las
paredes del crisol esta sujeto a una variacion lineal de
la temperatura, desde la temperatura del cristal hasta
la temperatura de las paredes del crisol. En el caso de
las condiciones de frontera para el campo magnético, se
consideré que todas las interfases constituian paredes
aislantes.

En este ejemplo se emplearon los siguientes niimeros
adimencionales, que definen las condiciones a las que se
realiza la simulacién numérica del proceso Czochralski:

RZ |02 R%Z |02
RQC: C| 0‘7 ReX: C" X| (12)
v v
3(Te — Tx ) R3
Pr = K, Gr = 98 (Tc 5 x) Re (13)
K v
H Rx
o= = (1

Para limitar las posibles combinacién de valores de
estos numeros, durante la investigacién que dio origen
a este trabajo se analizaron ocho combinaciones. Es-
tas combinaciones estan basadas en las propuestas por
Biickle en [2]. Estos casos son representativos de las po-
sibles situaciones que se presentan en el proceso Czo-
chralski. Los valores para los nimeros de Reynolds y
Grashof se presentan en la Tabla 1 para todos los ca-
sos. Para todos los casos propuestos las relaciones de
longitud y el numero de Prandtl estén fijas en a = 1,0,
8=04y Pr=0,05.

En esta investigacion se realizaron los casos presen-
tados en la Tabla 1 incrementando el valor del nimero
de Hartmann Ha = BH /o /pv. Para cada caso lista-
do, el numero de Hartmann tomo los siguientes valores:
Ha = 0,0,5,0 y 10,0. Debido a la simetria de revo-
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Figura 3. Malla usada para el proceso Czochralski

lucién de la geometria del problema, sélo es necesario
discretizar una seccién, aunque el campo de velocidades
es tridimensional (hay velocidad en la direccién azimu-
tal). Para todos las simulaciones realizadas se emple6 la
malla presentada en la Figura 3. Esta malla consiste de
5408 tridngulos lineales y 2809 nodos. Como se puede
ver en la Figura 3, la malla es més gruesa en el centro
y refinada cerca de las paredes para capturar cualquier
capa limite que se presente en la simulacion.

Dadas las limitaciones de espacio en este documento
sélo se presenta la simulacién correspondiente al caso
A2. Como se desprende de la Tabla 1, el cristal tiene
una velocidad angular constante mientras que el crisol
estd estacionario. Esta disposicién describe la configu-
racion bésica de un proceso Czochralski real. No existen
temperaturas impuestas sobre el crisol y por lo tanto no
hay movimientos inducidos por conveccion en el liquido
semiconductor.

Tabla 1. Parametros y sus valores para los diferentes
casos del proceso Czochralski

Caso Gr Rex Rec
Al 0 102 0
A2 0 102 0
Bl 0 102 —2,5 x 10!
B2 0 103 —2,5 x 102
C1 10 0 0
C2 10° 0 0
D1 10 10! 0
D2 10> 10! 0

Para Hartmann Ha = 0,0, la norma de la velocidad
se muestra en la Figura 4. El campo vectorial de la velo-
cidad se muestra en la Figura 5, esta figura se presenta
usando una perspectiva isométrica para visualizar ade-
cuadamente los vectores de velocidad. Como se puede
ver en estas figuras, las velocidades mas altas se encuen-
tran cerca del cristal. Para este caso no existe campo
magnético.

IVELOC CDR|

401.44
356.84
312.23

267.63
223.02
178.42

133.81
89.209
44 604

o

Figura 4. Norma de la velocidad para Ha=0.0 en el
caso A2
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Figura 5. Vectores de velocidad para Ha=0.0 y el caso
A2
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Figura 6. Norma de la velocidad para Ha=5.0 y el caso
A2

Para Hartmann Ha = 5,0, se puede apreciar una
homogenizacién del campo de flujo. Este efecto puede
verse en la Figura 6. Finalmente para Hartmann Ha =
10,0, la homogenizacién del campo de flujo es bastante
evidente como puede verse en la Figura 8.
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Figura 7. Vectores de velocidad para Ha=5.0 y el caso
A2
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Figura 8. Norma de la velocidad para Ha=10.0 y el
caso A2

5. Conclusiones

En este trabajo se han presentado los resultados
numéricos de una simulacién del proceso Czochralski
de crecimiento de cristales empleando elementos finitos
estabilizados. En dichos resultados se pueden observar
los comportamientos esperados de homogenizacién del
campo de flujo. Las simulaciones numéricas del proceso
Czochralski permiten obtener una visién mas completa
del comportamiento del fluido semiconductor antes de
solidificarse. En este trabajo hemos estudiado asimismo
el acoplamiento del problema de MHD con el problema
térmico, lo cual ha sido posible gracias a la formula-
cién numérica usada (descrita en [7]). Este conocimien-
to puede emplearse para incrementar la eficiencia en el
proceso de produccién de cristales semiconductores, lo
que tendria importantes aplicaciones industriales.

Figura 9. Vectores de velocidad para Ha=10.0 y el caso
A2
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