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GENERACIO DE MALLES ESTRUCTURADES
A PARTIR D’EQUACIONS EL.LIPTIQUES

Resum. En aquest treball es descriu un métode de generacié de malles estructurades d’elements finits
basat en imposar que les linies coordenades satisfacin una equacié el.liptica, analitzant ’efecte de diferents
termes amb les incognites sense derivar d’aquesta equacié sobre la malla resultant. Les equacions que cal
resoldre es discretitzen en diferéncies finites, adaptant-hi les técniques anomenades d’upwind propies del
metode dels elements finits. Es presenta també una técnica de resolucié del sitema algebraic d’equacions
resultant.

e

1. Introduccié

Bona part de la investigacié duta a terme en aquests darrers deu anys en el camp
dels elements finits s’ha centrat en técniques de generacié automatica de malles. Les
raons d’aquest interés sén diverses. En primer lloc, la simulacié numeérica de fendmens
de mecanica de solids cada cop més complexos fa que calguin propietats especifiques de
la malla en algunes zones del domini (problemes de localitzacié, fractura, etc.). Per una
altra banda, I’analisi matematica del métode i el seu coneixement cada. cop més extens
proporciona informacié sobre quin ha de ser el tamany dels elements per aconseguir
un cert error maxim. La possibilitat de poder actuar sobre la malla per aconseguir
aquest tamany determinat és indispensable. Perd potser I'impuls més important en les
tecniques de generaci6 de malles ha vingut de la mecanica computacional de fluids, en la
qual el métode dels elements finits (MEF) no va comencar a aplicar-se fins a finals dels
anys setanta. La gran quantitat d’elements que sén necessaris per modelar la fisica dels
medis fluids ha fet que I’etapa de generacié de la malla esdevingui extraordinariament
important en el procés de simulacié numeérica.

Una forma de classificar els possibles tipus de malla d’elements finits és en
estructurades i no-estructurades. Una definicié del concepte de malla estructurada és que
els nodes dels elements es trobin sobre un conjunt de corbes que defineixin un sistema
de linies coordenades. Quan aixo no sigui possible la malla s’anomena no-estructurada.
D’aquesta definicié ja es desprén que les malles estructurades sén molt més flexibles que
no pas les estructurades, encara que aquestes darreres segueixen conservant diversos
aspectes d’interes. En primer lloc, els algorismes de generacié de malles no-estructurades
d’elements quadrangulars (en dues dimensions) o hexaédrics (en tres dimensions) sén



molt complexos o bé molt limitats. La gran flexibilitat que caracteritza les malles
no-estructurades només es pot aconseguir generant elements triangulars o tetraédrics.
Tanmateix, els elements quadrangulars segueixen tenint interés més enlla del purament
teoric. Per exemple, I’element que proporciona velocitat de convergéncia optima en
la resolucié pel MEF de les equacions de Navier-Stokes bidimensionals per a fluids
incompressibles, fent servir la formulacié de penalitzacié, és quadrangular (c.f. [2]), amb
nou nodes amb incognites de velocitat i integracié reduida de tres punts per al terme de
penalitzacié. D’altres exemples es podrien presentar en aquesta mateixa linia, perd val
la pena indicar que també hi ha casos en els quals les malles estructurades d’elements
quadrangulars es fan servir simplement per ajustar-se als detalls del fenomen fisic, com
ara en el contorn d’un solid en un camp fluid viscéds per tal se representar la variacié de
velocitats a la capa limit.

L’objectiu d’aquest treball és presentar un técnica de generacié de malles
estructurades. El lector interessat en conéixer l’estat de I’art en técniques de generaci6
de malles (estructurades i no-estructurades) pot consultar [1], [13].

Dins dels metodes de generacié de malles estructurades, tres sén les técniques d’is més
freqiient. Potser la més habitual en programes comercials és 1’algebraica [10], basada
en la interpolacié de nodes dins del domini a partir de valors nodals del contorn. Un
altre metode és el basat en aplicacions conformes [5], [9], consistent en transformar el
domini on es vol resoldre el problema en un altre de més simple, on es genera la malla,
a partir d’una transformacié conforme. Invertint aquesta transformacié s’obté la malla
en el domini fisic del problema. Aquest métode esta restringit naturalment a problemes
bidimensionals, encara que s’ha aplicat en tres dimensions en combinacié amb técniques
algebraiques.

El tercer procediment habitual de generacié de malles estructurades consisteix en
imposar que les linies coordenades sobre les quals es trobin els nodes compleixin una
determinada equacié. Encara que s’han fet servir equacions paraboliques i hiperboliques,
en aquest treball es presenta una técnica proposada per Thompson, Thames i Mastin
[12], basada en imposar que les linies coordenades compleixin una equacié el.liptica.

L’as d’equacions el.liptiques com a generadors de punts de la malla es pot motivar
de diferents formes. La naturalesa de les equacions el.liptiques és “suavitzar” els valors
del contorn, cosa desitjable si el que es pretén és obtenir una distribucié uniforme de
nodes. En el cas de la mecanica de fluids, a més, la malla obtinguda es pot ajustar a
les caracteristiques del fenomen fisic. En particular, en flux bidimensional, estacionari,
incompressible i irrotacional, les funcions de corrent i de potencial satisfan ’equacié de
Laplace. Siimposem que les linies coordenades siguin també harmoniques i sapiguéssim
quins han de ser els nodes de la frontera del domini per tal que les condicions de contorn
sobre elles fossin les mateixes que sobre les funcions de corrent i potencial, simplement
la generacié de la malla ens descriuria el flux.

Els diferents punts que es tractaran en el treball sén els segiients. A 1’apartat 2
es presenten les bases del métode i s’escriu el sistema d’equacions diferencials que cal
resoldre. A ’apartat 3 es descriu la discretitzaci6 en diferéncies finites de les equacions



anteriors i a 'apartat 4 s’indica quins termes de font es poden emprar en aquestes
equacions per tal d’obtenir certes propietats de la malla resultant. Al cinqué apartat es
proposa un metode iteratiu per resoldre les equacions en diferéncies que s’obtenen, basat
en la resoluci6 d’un problema transitori associat. A continuacié es presenten alguns
exemples numerics i finalment es treuen algunes conclusions del métode desenvolupat.

2. El sistema d’equacions diferencials a resoldre

En aquest apartat es descriu el métode de generacié de malles estructurades proposat
per Thompson et al. [12]. El métode és aplicable amb tota generalitat tant a problemes
bidimensionals com a tridimensionals, encara que tots els desenvolupaments els farem
en el cas bidimensional.

Suposem que tenim un domini Q C IR? que volem discretitzar en elements finits amb
una malla estructurada. Siguin z,y les coordenades cartesianes de IR? i £=¢lz.9),59=
n(z,y) les families de linies coordenades associades a la malla. La idea basica del métode
és imposar que aquestes linies coordenades verifiquin les equacions:

AE = P(£7 77)
An = Qé,n) 1)

on A és l'operador diferencial % -+ % i P(¢,m),Q(€,m) sén funcions donades que

s’introdueixen per obtenir certes propietats de la malla resultant. Algunes possibilitats
es discutiran al quart apartat.

Les incognites del nostre problema, perd, sén les funcions z(€,m),y(&,m), les quals ens
permetran determinar com col.locar els nodes de la malla sobre les linies coordenades.
Les condicions de contorn les tenim, a més, sobre aquestes funcions, doncs coneixem
quant han de valer a 91).

Sense perdua de generalitat, considerarem les linies coordenades parametritzades de
manera que (¢,7) € Q' :=[0,1] x [0,1]

Plantegem ara de forma abstracta de quin problema han de ser solucié les funcions
z(&,m),y(€,m). Suposarem que les solucions de (2.1) sén classiques a efectes de definir
els espais de funcions on es trobaran les incognites. Els espais que en aquest cas ens
interessa considerar sén:

Hyp = {r(‘c,y) = (f(m,y),n(w,y)) : 6,77 € CZ(Q) N CO(Q)}
Hp = {p(&,m) = (=(&,m),y(&,m)) : e,y € C3(Q') N CYQ)}

Sigui H} el subespai de H; de funcions invertibles i considerem 7 : B == H, definit
per Ir = r 1, funcié inversa de r.



Dessignem per plggr = pg = (z0,y0) la funcié que descriu el contorn 9 i A :
[CO(Q')]2 — Hy I'operador definit per (P, Q) — (€,m), amb A¢ = P(¢,7), Anp = Q(&,1m)
1 Z(&,m)loqr = (=0,0)- Per construccid, (z,y) = IA(P, Q).

Per tal d’obtenir la forma concreta del problema de contorn la solucié del qual és
IA(P,Q), considerem, abusant del llenguatge, les relacions

£ =¢(z,y)
n=1(z,y)
de les quals s’obtenen les identitats
fome + Eyye = 1
ey + Eyyn =0

Nee + Myye =0
Nzy + Nyyn =1

(2.2)

on els subindexos indiquen derivacié parcial. Suposant la transformacié (&n) — (z,v)
invertible, de (2.2) resulta

ts = J_lyn, €y = —J_lzcn, e = —J_lyf, Ny = J_lazg (2.3)
on J és el determinant de la matriu jacobiana de la transformacié &n) — (z,y):
J = Teyn — TyYg
Derivant les equacions (2.3) s’obté
ez = —J_zynjzv T+ J_2(y§77yn - ynnyg)
by = T 2agdy — T X (wypue — Zenn)

e = I ye o — I X(yeeyn — YenYe)
T]yy = —J_sz.]y + J_Z(mf.,]:vg = wfﬁm’fl)

(2.4)

on
Ty = Jeby + Jpmy = —=JeJ "Lan + JyJ ey (25)
Je = zeeyn + eyen — Tenye — Tnyee

In = Tgnyn + Teynm — Tppye — TnY¢n

Per ser J # 0, el sistema d’equacions (2.1) és equivalent a

- Jz‘”{(ﬁm + &yy) — Jzicn(ﬂa:w +nyy) = —Jz(wgP + z27Q)

2.6
- Jzyg(fcc:c + &yy) — Jzyn(%w +1yy) = —Jz(yfp + Q) 24



Emprant les expressions (2.4) i (2.5) resulta finalment el sistema d’equacions no lineals
acoblat

QTee — 2ﬂw€n - YTyn = —Jz(:l!£P -+ (I:nQ)

2 (2.7)
Weg = 28Yen + 1y = —J " (ve P + 9y Q)
on
o =2y +y;
B = zgzn + yeyy (2.8)
Y= rcg + y?

Les equacions (2.7) caldra resoldre-les amb les condicions de contorn que resultin
d’imposar que 9 es transformi en 8, que amb la notacié introduida anteriorment
son

plagr = po (2.9)

La solucié del problema de contorn anterior, p(&n) = (=(&m),y(€,m)), ens
proporcionara la forma de generar la malla al domini . El primer pas sera generar
una malla al domini ' = [0,1] x [0,1], la qual cosa es pot fer de forma immediata.
L’opcié més senzilla és prendre el conjunt de nodes (&,m;), amb & = (1 — Dhe,i =
L.,Ne+1,m;=(j—1)hy,j =1,...,Np+1,0n N¢ i Ny sén el nombre de particions que

es volen considerar segons les direccions ¢ i 7 respectivament i h¢ = N é_ l,hn = Ny x

Els nodes de la malla de la discretitzacié del domini € seran simplement (z35,9i5) =

(2(&ism5),y(&,m5))

La topologia de la malla final, és a dir, la matriu de connectivitats entre nodes per
formar els elements, la podrem establir també a partir de la topologia de la malla del
domini ©'. Podrem obtenir, per exemple, malles d’elements triangulars de 3 o 6 nodes
i malles d’elements quadrangulars de 4 0 9 nodes en el cas bidimensional.

3. Discretitzacié en diferéncies finites
3.1 Consideracions generals

La resolucié del sistema d’equacions diferencials (2.7) amb les condicions de contorn
(2.9) es duu a terme discretitzant les esmentades equacions pel meétode de diferencies
finites. L’opcié més immediata que es presenta és emprar diferéncies centrals per
discretitzar les derivades primeres i segones que hi apareixen. Tanmateix, veurem que
localment cada equacié del sistema (2.7) té ’estructura de I’equaci6 de conveccié-difusié

div(Kgradg) — u - gradé = 0

on ¢ és la funcié incognita, K el tensor de conductivitat o de difusié i u el camp de
velocitats, en la terminologia habitual de la fisica matematica. Es important destacar
que K ha de ser un tensor definit positiu.



Es ben conegut que quan el terme de conveccié u-grade és important, la discretitzacié
de les primeres derivades en diferéncies centrals provoca oscil.lacions que només és
possible eliminar disminuint la distancia entre nodes de forma de vegades inviable.

Aquest mateix fenomen es produeix en el métode dels elements finits fent servir
la formulacié estandar de Galerkin. En aquest context, s’han desenvolupat diverses
tecniques per eliminar el problema. Discutirem a continuacié una d’elles, originada en
el camp de les diferéncies finites perd que ha adquirit generalitat dins dels elements finits.
Al subapartat 3.4 es descriura de quina manera el métode es pot aplicar al problema
que considerem fent servir diferéncies finites.

3.2 L’equaci6é de conveccié-difusié unidimensional

La motivacié inicial de I’algorisme de discretitzacié que emprarem es troba en el
problema de conveccié-difusié unidimensional, estacionari i homogeni: trobar la funcié
¢ = ¢(z) que verifica:

dp  d*¢

’U,E—szo, O<z<

$(0) = ¢o (3.1)
¢(L) = ¢,

on K > 01w sén constantsi ¢ i ¢, els valors prescrits al contorn de la funcié incognita
¢. El fet de considerar condicions de contorn de Dirichlet no suposa cap restriccié pel
que veurem.

Sigui 0 = 29 < @3 < .. < zy = L una particié de linterval [0,L], amb
;41 —2; =h, 1=0,...,N —1. Anomenem Pe = % el nombre de Péclet del problema
(3.1) amb la particié definida. Si resolem aquest problema numeéricament amb el MEF
fent servir la formulacié de Galerkin i considerant elements finits lineals entre els punts
d’abcisa z; i 2,41, s’obté el segiient sistema d’equacions en diferéncies:

(1—Pe)pit1—2¢;+ (1 + Pe)p;_1 =0, i=1,..,N -1 (3.2)

essent ¢; la incognita nodal al punt i (¢g i ¢ sén coneguts per les condicions de
contorn). El mateix sistema (3.2) s’obté si en lloc de fer servir el MEF es fa servir una
aproximacio en diferéncies centrals per a les derivades:

¢

o Pit1 — i1

Eh|  big1 —2¢i + di1
d.’l)2 z o h2

Si la soluci6 exacta del problema (3.1) és substituida a I’esquema (3.2) s’obté (c.f. [4])

(w2 d2_¢) s

udw— dz? ; dz? =0 (3.4)

1




on

K* —;;e [%(cosh@Pe) 1) - sinh(zpe)] (3.5)

és a dir, I’error de troncament de (3.2) és

d%¢
_ ¥
T—K m

i

Es facil demostrar (cf. [4]) que K* — 0 quan Pe — 01 sgn(K*) = sgn(K). De (3.4)
observem que (3.2) resol de forma exacta als nodes 1’equacié infradifusiva

dé

— (K — K*
u— ( K™)

@9 _

dz? =4

La idea que sorgeix ara és afegir una difusié numerica K’ a I’equacié (3.1), de manera
que en lloc de considerar la difusié real K es prengui, a efectes numerics, K = K + K'.
Si la difusié K' es pren de la forma

K'=a— (3.6)

amb & una funcié del nombre de Péclet a determinar, I’esquema que es troba, en lloc

de (3.2), és
(1 + Pe(a —1)]giy1 — 2(1 + aPe)d; + [1 + Pe(a + 1)];—1 = 0 (3.7)

i error de troncament que resulta és

= — 2 [(3= + @)(cosh(2Pe) — 1) — sinh(2P ) i
T =55, (5, +@)(cos e sin ¢)| 72 i
Imposant que 7 = 0 s’obté
1
a = coth Pe — — d
& = co €= oo (3.8)

En resum, si resolem numéricament (3.1) amb el MEF fent servir la formulacié de
Galerkin amb elements lineals o bé aproximant les derivades amb diferéncies centrals
com indica (3.3) i afegim una difusié6 numeérica K’ de la forma, (3.6) amb & donada per
(3.8), obtindrem una solucié nodalment exacta, (amb error de troncament nul als nodes
de la discretitzacié).

El fet d’afegir una difusié artificial com I’expressada a (3.6) es pot reinterpretar en el
MEF com considerar les funcions de pes

_hdN



hdN
2

on N és una funcié de forma genérica i el terme & s’aplica només a ’interior dels

elements. En el cas de diferéncies finites, ’esquema (3.7) s’obté si les primeres derivades
s’aproximen per
dop| (11— a)diy1 +2a¢; — (1 +a)di1

e o7 (3.10)

3

OBSERVACIONS

(1) Es facil veure que la funcié & donada per (3.8) és antisimetrica i verifica que & — 1
quan Pe — oo i & = %Pe + O(Pe3) quan Pe — 0. Sovint s’aproxima (3.8) per

Pe :
APl =43 si0<|Pel <3 311
%a(Pe) {sgn(Pe) si |Pe| > 3 (3:11)

(2) L’expressié (3.8) va ser obtinguda per Christie et al. [3].

(3) Sia =1, de (3.10) observem que les primeres derivades s’aproximen per diferéncies

enrere
dg|  ¢i— i1
i si @ = —1 per diferéncies endavant
dg|  diy1— ¢

Aquestes aproximacions de les derivades en diferéncies van ser el punt de partida
de les tecniques anomenades d’upwind (ponderacié contracorrent), tant en el camp
de les diferéncies finites com en el dels elements finits, ’objectiu de les quals és
eliminar les oscil.lacions que resulten de les aproximacions en diferéncies centrals.
Cal observar que sén aproximacions de primer ordre

3.3 Extensi6é a problemes multidimensionals

Considerem ara el segiient problema de contorn: trobar ¢ = ¢(z,y) tal que
u - grad¢ — div(Kgradg) =0, (z,y) € Q (3.12)

¢(m’y) = g(w,y), (m,y) € 0N

on € és un obert de IR? i g(z,y) és una funcié donada. La resta de notacié és la definida
anteriorment.

Laidea basica del métode que implementarem consisteix en aplicar els conceptes vistos
anteriorment en el cas unidimensional sobre les linies de corrent que defineix el camp



de velocitats u = (uy(z,y),us(z,y)). Per aixo, es demostra (Hughes i Brooks, [6]) que
cal introduir un tensor de difusié numeérica

1 Uil

Kij =K W (3.13)
on
o e
2
1

a = coth Pe — o (3.14)

[ul|?

Pe=-——

“~ 9K,

essent h la longitud caracteristica de 1’element segons la direccié del flux i K la difusié

segons les linies de corrent
2

Ks=» ——7
A
1,7=1

De forma semblant al que hem vist en el cas unidimensional, la idea és ara resoldre
(3.12) numeéricament amb un tensor de conductivitat K;; = K;j + Kéj, aplicant el
metode de Galerkin en el cas del MEF o emprant diferéncies centrals per aproximar les

derivades en el cas de diferéncies finites.

Pel que fa al MEF, el procediment descrit resulta ser equivalent, si es fan servir
elements lineals, a considerar com a funcions de pes

ah
W =N+ ——u-gradN 3.15
2] (319

on NN indica una funcié de forma genérica i el terme de pertorbacié ﬁu - grad NV

afecta només 'interior dels elements. Donat que les funcions de pes no pertanyen al
mateix espai que les d’interpolacié, la formulacié variacional resultant s’anomena de
Petrov-Galerkin. Aquesta en concret es coneix com SUPG (Streamline Upwind Petrov-

Galerkin) [6].
OBSERVACIONS

(1) La formulacié6 SUPG ha estat analitzada matematicament per Jonhson et al. [7].

1
En particular, es demostra que ’ordre de convergéncia és O(h"12), essent r l’ordre
dels polinomis d’interpolacié. Per al cas d’elements lineals que considerem, r = 1.

(2) En el cas de métode de diferéncies finites, el procediment a seguir per aplicar
aquesta formulaci6 sera simplement afegir el tensor de difusié numerica (3.13) al
tensor K de (3.12) i discretitzar totes les derivades en diferéncies centrals. En
qualsevol cas, coneixem les propietats de convergéncia de ’algorisme a través de la
seva interpretacié en el context del MEF



3.4 Aplicacié a les equacions de generacié de malla

La idea és ara veure com aplicar els conceptes vistos anteriorment al cas de les
equacions (2.7), que reescrivim de la forma

amee — 2Bzey + yog + Jz(:ch +27,Q) =0

) (3.16)
ayee = 2BYen + vyqn + I (v P+ ypQ) = 0

on «,f i v depenen de les derivades de z(¢,7) i de y(¢,m). Tanmateix, linealitzant
localment les equacions anteriors observem que cadascuna d’elles t& lestructura de
l'equacié de conveccié-difusié de (3.12), prenent

u=(—JP —J%Q)

com a camp de velocitats i
a —p
K = 3.17
(—B v ) (317)

com a tensor de conductivitat. Per tal que aquesta analogia sigui certa hem de veure
que la matriu K donada per (3.17) és definida positiva.
Proposicié. La matriu K de (3.17) amb «, i v donats per (2.8) és definida positiva.

Demostracio. Sigui U la matriu ortonormal

o (% 1)
(1)

De (2.8) veiem que 7,3, a sén precisament les components del tensor métric a 1’espai de
coordenades (z,y) transformat del tensor de la metrica euclidia a I’espai de coordenades
(€,n) a través de I'aplicacié (¢,7) — (z,y). Aixi doncs, G és la matriu d’una metrica, i
per tant definida positiva. Per ser U ortonormal, K sera també definida positiva.

Observem que U'KU = G, on

Una demostracié més directa és veure que els valors propis de K sén positius. Aquests
valors propis, ’expressié dels quals farem servir posteriorment, sén

}
}

[

/\1=%{a+7+ (o= 7)? + 467

(3.18)

D=

A2=%{a+’r— [(a—7)2+4ﬁ2]

10



Ens cal veure que Ay > 0. Donat que suposem que la transformacié (&,m) —

(z(&,m),y(&,m)) és invertible
J? = (zeyn — a:nyf)z >0
d’on 2.2 2,2
zeyy + TnYe > 2z¢ TnYeyn,
oy = (zf +y7)(2h +y3) > (zgen +yewn)? = B2,
o? -|—'y2—|—2a7 > o? +72 —2a7+4ﬂ2,
(a+7)" > (a —7)" + 467,

és a dir, A\g > 0o

L’aplicacié de les idees del subapartat 3.3 a la resolucié de les equacions (3.16) és ara
immediata. Suposem que ' = [0,1] x [0,1] estd discretitzat de la forma indicada a

l’apartat 2. Les aproximacions que prendrem de les derivades seran

Oz|  @ip15— i1

Ot li; 2hy

Oz| 241 — 251

Onli; 2hn

x| wip1j =25+ mi

o2, W

Pa| w1 — 2w+

n? & - h%

e | @ip141 = Tig1o1 — o141 F 2141
0€0n % o 4hnhyg

1 expressions analogues per a les derivades de y(¢,7).

(3.19)

A continuacié caldra calcular els coeficients o, 8,7, J,, —J2Pi —J 2Q1 afegir la difusié

numerica donada per (3.14):
o —a+ K'ugué
—B — =B+ K'uguy
v —v+ I(Iunun

on

—P
%= e
—Q

(3.20)



En la implementacié del métode s’ha pres com a valor de la longitud caracteristica
h = max(hg, hy) i la funcié @ s’ha aproximat per

aa(Pe):{% si0< Pe<3
: 1 siPe>3

h o /
Pe = J P2 + 2
° T 2K, Q (3.21)

Ks = augug — 2Bugun + yuguy

El que queda ara és veure com resoldre el sistema d’equacions algebraiques que resulta
d’aplicar la discretitzacio presentada a les equacions (3.16), la qual cosa es discutira a
I’apartat 5.

4. Termes de font

L’error comes al realitzar un calcul pel MEF no és el mateix a tot el domini del
problema. Per tal de fer-lo el més uniforme possible, és necessari concentrar elements
en certes zones, és a dir, discretitzar-les amb elements de longitud caracteristica menor
que a la resta del domini. Si es coneix un estimador d’error per al problema que
s’esta analitzant, és possible saber amb certa precisié quin tamany d’element cal i
tractar d’aproximar-s’hi fent servir técniques adaptatives. En qualsevol cas, la fisica del
problema proporciona ja una idea intuitiva sobre a quines zones interessa concentrar els
elements de la malla.

Les funcions P(¢,n) i Q(¢,n) introduides anteriorment com a termes “de font” a
les equacions (2.1) tenen com a objectiu ’obtenir propietats de la malla que a prior:
puguin semblar adequades per reproduir numeéricament la solucié de ’equacié que es
pretén resoldre.

Thompson, Thames i Mastin van proposar a la referéncia [12] com a funcions de font
per concentrar la malla en un punt (¢;,7;)

}

on b; i d; sén constants positives. S’aconsegueix concentrar la malla al voltant de la
linia coordenada { = &, si es pren

[T

P;(&,m) = —b;sgn(€ — &;)exp {—di [(6 — &)+ (n - 77i)2]
(4.1)

[

Q;(&,m) = —bssgn(n — n;)exp {—di [(6 — &)+ (n— m')z]

Pm(f,ﬂ) = —amsgn(f - fm)exP [_Cm lf - fm”

Om(sm) = 0 (+2)
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amb amp i ¢y constants positives. Expressions analogues es poden emprar per tal de
concentrar la malla al voltant de n = 7.

Si I és el nombre de punts amb termes de font de la forma (4.1), M el de linies
coordenades amb termes de font com indica (4.2) i NV I’analeg segons linies 7 = constant,
la forma general de les funcions P(¢,7), Q(€,m) que permeten concentrar major nombre
d’elements al voltant de punts i linies coordenades és

I M
P(é,m) =Y Pi(&;m)+ > Pm(ém)
i=1 m=1

I N
Qém) =) Qi&,m) + D Qnl(é,n)
=1 n=1

De les expressions (4.1) i (4.2) s’observa que les constants b; i ay, determinen la
“intensitat” de la font, mentre que d; i ¢, permeten regular la distancia sobre la qual
es vol que aquesta font tingui més efecte.

Als exemples que es presentaran a l’apartat 6 es veu que es possible concentrar de
forma uniforme els elements de la malla en una zona limitada per les linies coordenades
£ =¢&1,€ = €2,m =11 1 = 19 modificant lleument i combinant expressions de la forma
(4.2). Una possible manera de fer-ho és prenent les funcions P i Q com

P(&,m) = — ayx+ (&1 — E)exp [—c1 |€ — &)
— agx+(€ — &2)exp [—cz € — &2

Q(&,m) = — ayx+(n1 — n)exp [—c} [n — m]]
— agx+(n — n2)exp [—ch|n — nal]

(4.3)

on al,az,a,'l,a'Z,cl,cz,cll i cé sén constants i x4 es defineix per
() = 1 siz>0
X+ 10 siz<0

Un tipus de funcions de font totalment diferent és el proposat per Steger i Sorenson
[11], les quals es determinen imposant que hi hagi una certa velocitat de creixement de
la distancia entre linies coordenades properes a una part del contorn del domini on es
vol generar la malla. S’imposa també que prop d’aquest contorn les dues families de
linies coordenades es tallin de forma quasi ortogonal. Per implementar aquesta idea cal
determinar les funcions P i ) de forma iterativa, doncs resulten ser dependents de les
derivades de les funcions incognita z(¢,7),y(€,7)
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5. Resolucid del sistema d’equacions
5.1 Consideracions generals

La discretitzacié de les equacions (3.16) descrita al subapartat 3.4 donara lloc a un
sistema d’equacions algebraiques no lineal F(x) = 0, on x és el vector que conté les
incognites z;5,y;5,1 = 2,...,N¢ — 1,5 = 2,..., Ny — 1 (la resta de coordenades nodals
vindra donada per les condicions de contorn).

Usualment, el sistema resultant es resol pel métode de sobrerelaxament successiu
(SOR) [12]. Tanmateix, només és possible provar convergéncia d’aquest métode per
resoldre equacions de la forma F(x) = 0 quan la matriu jacobiana de la funcié F és
simétrica (c.f. [8]) 1 suposant que els valors a partir dels quals es comenca a iterar sén
propers a la solucié final.

En el cas que ens ocupa, la matriu jacobiana de I’aplicacié F no és simeétrica, a causa
de la presencia de les funcions P i ) de ’equacié (3.16), les quals proporcionen un
terme de caracter convectiu. Quan aquest terme és important, experiments numeérics
indiquen que la convergeéncia del meétode SOR es veu dificultada [11] i el parametre de
sobrerelaxament s’ha de prendre molt petit (entre 0.02 i 0.06 en els casos tractats a la
referéncia [11]).

El metode de resolucié que aqui es presentara es basa en aprofitar el caracter local
d’equacié de conveccié-difusié de (3.16), ja explotat a ’hora de discretitzar aquestes
equacions de manera que s’evitin les oscil.lacions numériques quan P i ) prenen valors
elevats.

Es sabut que els metodes de Jacobi, Gauss-Seidel i sobrerelaxament aplicats als
sistema que resulta de discretitzar en diferéncies centrals el problema de trobar v =
v(z,y) tal que

Av = f, (m,y)ED:[O,l]x[O,l]

v(z,y) = g(z,y), (z,y) € dD (5.1)

on f i g son funcions donades, es poden interpretar com la resolucié de certs problemes
transitoris associats discretitzant ’operador de derivacié temporal amb el meétode
d’Euler endavant (explicit).

Partint d’aquesta idea, ens plantegem resoldre, en lloc de (3.16), el sistema d’equacions

5{ = oz — 2,3.’1:&] + YTy - Jz(mfp + an)
(5.2)

E = Qayge — 2,63./5,7 + YYnpy + JZ('ng + ynQ)

i obtenir la soluci6 de (3.16) com l’estat estacionari per al problema (5.2) amb una certa
condicié inicial i les condicions de contorn que corresponen a z(¢,7),y(¢,m). Aquest
estat estacionari podem preveure que existira en virtud del caracter difusiu del terme
en derivades segones de les incognites de (5.2).
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Per desenvolupar ’algorisme de resolucié ens cal en primer lloc veure quines sén les
condicions d’estabilitat del métode d’Euler endavant per a les equacions (5.2). Després
caldra veure si és possible accelerar d’alguna manera la convergeéncia per tal d’arribar
el més rapidament possible a ’estat estacionari d’aquestes equacions.

5.2 Estabilitat de ’equacié de conveccié-difusié unidimensional transitoria

El sistema d’equacions (5.2) és acoblat, bidimensional i no lineal. Escometre ’analisi
d’estabilitat d’esquemes d’integracié en el temps en la situacié més general és inviable.
Tanmateix, podem obtenir una idea de quin pot ser el pas de temps critic per a ’esquema,
d’Euler endavant analitzant I’estabilitat d’aquest métode per a I’equacié unidimensional

1 lineal )
% _ P 06

at " 0z2 "0z (5:3)

La discretitzacié espacial suposarem que és la descrita al subapartat 3.2, del qual en
conservarem la notacié en tot el que segueix.

Si At és el pas de temps que fem servir i K és la difusié total (real més numerica)
que s’introdueix, les equacions de la discretitzacié total de (5.3) fent servir en el temps
I’esquema d’Euler explicit sén

¢ — 297+, " 41~ $i1

n+l _ n %
b = TALK h2 2h

(5.4)

on els superindexos fan referéncia al nivell de temps i els subindexos al node de la
discretitzacié a l’espai.

El nombre de Courant Cr es defineix com

uAt

Cr .= .

(5.5)
Siu # 0, les condicions d’estabilitat de 1’algorisme (5.4) es podran expressar en termes
del nombre de Courant Cr i del nombre de Péclet Pe. Obtindrem aquestes condicions
amb meétodes classics d’analisi de problemes de valor inicial.

Proposicié. L’algorisme (5.4) per a lequacid (5.3), com a problema de valor inicial,
és estable st, i només si

h2
A< (5.6)

on K = K+ K' i K' és la difusié numérica definida per (3.6) i (3.8).

Demostracié. Analitzarem (5.4) fent servir ’analisi d’estabilitat de von Neumann (c.f.
[8]). La matriu d’amplificacié de 1’algorisme té dimensions 1 x 1 i és per tant normal. La
condicié necessaria i suficient d’estabilitat de I’algorisme és en aquest cas que el factor
d’amplificaci6 (tinica component de la matriu d’amplificacié) tingui modul < 1.
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Sigui
h oy
1)/)7; = g~ nAtezchh (5.7)

J

un harmonic al punt z; = jh i a I'instant " = nAt de la solucié analitica de (5.3) com

a problema de valor inicial. A (5.7) es considera v® > 0 (constant), k enter i i = /—1.
Introduint 1/)? a I’esquema (5.4) s’obté el factor d’amplificacié

¢@+1
A = 2 _ Redl 4 ilma”
1/)7?'
J

Red? =1

2KAt 2K At
T Tz

At
uh sinkh

coskh

ImAh = —

La condicié d’estabilitat resultara d’imposar que |Ah‘2 <1 Vk. Anomenant z = coskh,
considerem la funcié

= ~ 2 2
f(z) = (1 _ 2122“ + 21;?%) + (“TN) (1 —a?)

Ens cal ara veure que f(z) <1, = € [—1,1] si, i només si, es compleix (5.6). Escrivim

f(z) de la forma

f(z) = (6% — Cr?)z? + 2b(1 — b)z + (1 — b)% + Cr?

on -
2K At
b =
h2

Si b2 —Cr? >0, els maxims de f es poden trobaraz =1oaz = —1. Peraz =1 és
f(z) =11per az=—1 obtenim la condicié
4K At
h2

~1<1,

h2
At < o (5.8)

Si b2 — C7r% < 0 el maxim de f es troba al punt

2y = (1—0)b
Cr2 — p2
ies té que
Cr?
f(mO) = (1 - b2)C7‘2 Y + 07’2
(Cr? —b)?
T opop AT
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L’inica possibilitat per tal que I’algorisme sigui estable és que |zg| > 1. Si es compleix
5.8) es té que b < 1, per la qual cosa el que cal és que
( q ,per la g q q

oo 21
d’on resulta la condicid 5 o -
CTZZAZZ'U, Sb:2IZZAt
isiu#0 .
At < i—f (5.9)

Finalment, ens queda demostrar que la condicié (5.8) és més restrictiva que no pas
(5.9), és a dir

(5.10)

Tenim

1
< co e a-}—Pe

2 (K_I_auh) 225

T
d’on s’obté (5.10) 0
OBSERVACIO

La condici6 (5.10) només té sentit si u # 0. Suposem que aquest és el cas. Es pot
veure aleshores que les condicions (5.8) i (5.10) es poden escriure conjuntament
com

Pe 1
Cr<min| —,a+ — 5.11
T_mm<1+6¢Pe’a+Pe) (5.11)

Si & ve donada per (3.8), la desigualtat (5.10) implica que

Pe _ 1
T N Lk
1+ aPe Pe

Perd si @ = 0 (és a dir, si discretitzéssim 1’espai sense introduir difusié numerica),
la condicié (5.11) esdevé

1
Cr < min | Pe, —
r < min ( e, Pe)
de manera que l'algorisme es fa incodicionalment inestable quan Pe — oo (en
particular, quan K =01 u # 0). A la Figura 1 es representen les funcions
Pe . 1

Cr=a+ —

Cr=———
" 1+ aPe ! Pe
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que defineixen la regié d’estabilitat de 1’algorisme al pla (Pe,Cr) per a & =
cothPe — ?15 iala Figura2 peraa=0p

5.3 Un algorisme iteratiu per a les equacions de generacié de malla

Ja s’ha indicat que la idea basica és obtenir la solucié del sitema (3.16) com l’estat
estacionari del problema de contorn i valor inicial (5.2). Anomenem Ry i Ry els termes
de la dreta d’aquestes equacions (5.2), de manera que ara es podran escriure

" (5.12)
% _ g
ot~ Y

Si apliquem el meétode d’Euler explicit per discretitzar en el temps (5.12) obtindrem

2"t = o™ 4 AtRD

5.13
yn+1:yn+AtRZ ( )
on el superindex fa referéncia al pas de temps. Els termes R; i Ry els discretitzarem
aplicant el meétode descrit al subapartat 3.4, de manera que per a cada node de
coordenades (¢;,7;) en el domini ' tindrem

:l:%,-i-l — :I};:LJ + At(RZ)ij

5.14)
] (
i =yl + AYRY);;
Donat que el que ens interessa és arribar el més rapidament possible a 1’estat
estacionari de (5.2), el pas de temps At el prendrem proper al critic (aquell a partir del
qual ’algorisme deixa de ser estable). El que hem vist a ’apartat anterior ens permet
estimar quant pot valer aquest pas de temps, At..;;. Segons (5.6), el podriem prendre
com

h2
Atcrit = ﬁ (5'15)

on K és una constant caracteristica de la matriu K, resultat d’afegir a la matriu K de
(3.17) la difusié numerica com indica (3.20). El valor de K que hem triat es fonamenta
en criteris heuristics. Si el terme de difusié de les equacions (3.16) predomina sobre el
de conveccié (cas que es pot definir a partir de la condici6 Pe < 1, amb Pe donat per
(3.21)), no hi ha una direccié de propagacié de la solucié definida. En aquest cas, s’ha
pres K = )1, el maxim valor propi de la matriu K (veure (3.18)). Si en canvi és el
terme convectiu el que predomina, les linies de corrent del camp u = (—J 2p.J 2Q)
defineixen la direccié predominant de transport de la solucid i en aquest cas R es pot
prendre com K = K, on
B u!Ku
T uf?
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Els experiments numerics han indicat que aquestes conjectures sén valides. Prenent
a (5.14) el pas de temps com

Al = FAL iz (5.16)

amb At..;; donat per (5.15), per a valors de f < 0.9 I’algorisme (5.14) s’ha comprovat
que és estable, mentre que per a valors de f > 1 no s’ha aconseguit estabilitat en cap
cas.

EIL METODE DE PARTIDA

Les equacions (5.14), (5.15) i (5.16) defineixen ja un métode de resolucié de (3.16).
Ara cal entendre el superindexos de (5.14) com a passos del procés iteratiu més que no
pas com a estats en el temps.

El valor de At donat a (5.16) dependra del node (¢;,7;) que considerem. Per tal
que totes les equacions de (5.14) siguin estables, haurem de prendre el minim At dels
calculats a tots els nodes. L’algorisme iteratiu quedara com s’indica a ’esquema 1.
Per ’analogia amb el métode corresponent que resultaria per al problema (5.1), aquest
metode I’anomenarem tipus Jacob.

- Llag d’iteracions
- Fixar At =1
- Llag per a ¢
- Llag per a j
. Calcular At (eq. (5.16))
LS AL Atpin, Atmin — At
. Calcular (R:,;),'j 1 (Ry),'j
- Fi del llag per a j
- Fi del llag per a ¢
- Llag per a 7
- Llag per a j
. Actualitzar:
®i5 — C35 + Atpmin(Re )ij
Yij < Yij + Atmin(Ry)ij
- Fi del llag per a j
- Fi del llag per a ¢
- Avaluar convergéncia
- Fi del llag d’iteracions

Esquema 1. Algorisme de tipus Jacobi

METODE TIPUS GAUSS-SEIDEL

De manera semblant al que es fa en el cas de sistemes lineals, podem pensar en
calcular (Rz);; i (Ry);; fent servir totes les incognites actualitzades que sigui possible,
la qual cosa correspon al métode de Gauss-Seidel. Aixd porta a la variant de ’esquema
anterior indicada a I’esquema 2. S’observa que en el comput de (Rz);; i (Ry);; els valors
de ;_14,255-1,Yi—1,5 1 ¥5,5—1 que es faran servir corresponen ja als valors de la iteracié
actual.
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- Llag d’iteracions
- Fixar Atpin =1
- Llag per a 7
- Llag per a j
. Calcular At (eq. (5.16))
.S AL < Atpin, Atpin — At
- Fi del llag per a j
- Fi del llag per a ¢

- Llag per a 7
- Llag per a j
. Calcular (Rg)i; 1 (Ry)ij
. Actualitzar:

Bij — Tij + Atmin(Rz)sj
Yij < Yij + Atnlin(Ry)ij
- Fi del llag per a j
- Fi del llag per a ¢
- Avaluar convergéncia
- Fi del llag d’iteracions

Esquema 2. Algorisme de tipus Gauss-Seidel

PAS DE TEMPS LOCAL

Donat que no ens interessa el transitori del sistema (5.2), una nova estratégia que
es pot assajar és emprar (5.14) amb el pas de temps At donat per (5.16) diferent per
a cada equacto. Aixd accelera notablement la convergéncia vers l’estat estacionari. A
més, l’algorisme resultant (esquema 3) és molt més simple i facil d’implementar.

- Llag d’iteracions
- Llag per a 7
- Llag per a j
. Calcular At (eq. (5.16))
. Calcular (Rg)i; 1 (Ry)ij
. Actualitzar:
Tij — Ti; + At(Rz),'j
Yij — Yij + At(Ry)ij
- Fi del llag per a j
- Fi del llag per a ¢
- Avaluar convergéncia
- Fi del llag d’iteracions

Esquema 3. Algorisme de tipus Gauss-Seidel amb pas de temps local

A l'apendix s’inclou un llistat del modul de resolucié del sistema (3.16) del programa
d’ordinador escrit per generar malles estructurades amb el procediment presentat.
El metode de resolucié implementat és el de l’esquema 3, doncs s’ha comprovat
numericament en diversos casos que és el més eficient. Al primer exemple del segiient
apartat es compara la velocitat de convergencia obtinguda amb la proporcionada pels
algorismes dels esquemes 1 i 2.
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AVALUACIO DE LA CONVERGENCIA

El procés iteratiu presentat s’atura quan la diferéncia en una certa norma entre les
incognites en una iteraci6 i I’anterior és prou petita. El parametre de convergéncia que

“ (:c"+1 _ :z:n,yn'H _ yn) ”2
| (zmF1,ym+1) |2

1@ 9) 13 =3 (3 +93)

4]

s’ha pres és

(5.16)

conv =

on

El procés es considera convergit quan conv < TOL, on TOL és una certa tolerancia
donada.

OBSERVACIONS

(1) Amb totes les modificacions fetes de ’algorisme de partida, es podria ara pensar
si no és possible prendre f > 1 a (5.16) (sobrerelaxament). Experiments numérics
indiquen que aix6 no és possible i que el pas de temps critic per a ’estabilitat del
metode segueix essent aproximadament el mateix.

(2) El meétode presentat convergird independentment de quina sigui la condicié
inicial, la qual només determinara el nombre d’iteracions necessiries per assolir
convergencia. El la implementacié del meétode, els valors inicials de les incognites
a l'interior del domini s’han pres interpolant els valors del contorn.

(3) Per al tipus de termes de font de ’apartat 4, només és Pe > 1 en alguns punts de
la malla. Per tal d’evitar introduir un cond1c1onant en el programa, a (5.15) s’ha
pres sempre K = A1, Adhuc quan Pe > 1, cas en el qual ja s’ha dit que K = K,
resulta suficient.

6. Exemples

Tots els exemples presentats en aquesta secci6 s’han corregut en un ordinador
CONVEX C-120 en doble precisid, amb ’opcié de compilacié vectorial.

Aquests exemples tracten de ser il.lustratius. No s’ha pretes, per tant, obtenir la malla
més adient a un determinat calcul. Per aixo, les condicions de contorn d’un exemple (i.e.
coordenades dels nodes de contorn) no s’han modificat en els diferents casos considerats
d’aquest exemple.

Tots els casos s’han corregut amb f = 0.9 a Iequacié (5.16) i generant elements

quadrangulars de 4 nodes.

EXEMPLE 1. L’objectiu d’aquest exemple és veure com afecten les funcions de font
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P(¢,m) 1 Q(&,m) a la malla resultant i comparar la velocitat de convergéncia dels
algorismes presentats a ’apartat anterior.

El primer cas consisteix en generar una malla al domini @ = [0,2] x [0,2] amb els
elements concentrats al punt ¢ = 0.75,7 = 0.75. S’han fet servir les funcions de font
de (4.1) amb b = 10,d = 1. La tolerancia de convergéncia s’ha pres TOL = 1075, Els
resultat obtingut és el presentat a la Figura 3.

A les Figures 4 i 5 es comparen les velocitats de convergéncia obtingudes amb els
algorismes de tipus Jacobi, Gauss-Seidel i Gauss-Seidel amb pas de temps local per a
aquest cas. S’observa que la convergencia millora extraordinariament al passar d’un
meétode a ’altre. En tots els exemples seglients s’ha fet servir el darrer algorisme.

En el segon cas es resol el mateix problema anterior perd concentrant ara els elements
de la malla al voltant de la linia coordenada ¢ = 0.75. S’han fet servir les funcions de
font de (4.2) amb @ = 10,c = 1. La malla resultant és la de la Figura 6.

Finalment, el tercer cas consisteix en concentrar els elements al voltant de la zona
definida per les linies coordenades é; = 0.4,&3 = 0.6,777 = 0.4,75 = 0.6, utilitzant els
termes de font (4.3) amb a1 = ay = a'l = a'z = 10,61 = ¢3 = c’1 = c'2 = 1, resultant la
malla de la Figura 7

EXEMPLE 2. Aquest exemple consisteix en la generacié d’una malla d’elements finits
en una regié en forma de graé (veure la Figura 8). La tolerancia s’ha pres TOL = 107,

A les Figures 8 i 9 es representa la malla obtinguda amb P({,n) =0, Q(£,7) = 0. La
malla de la Figura 10 s’obté concentrant els elements al voltant de la linia coordenada
n = 0 (que descriu el grad) prenent com a amplitud del terme de font @ = 1 i com
a coeficient ¢ = 1 (les expressios dels termes de font sén les analogues a (4.2) perd
concentrant al voltant de linies  =constant).

Finalment, a les Figures 111 12 es representa la malla obtinguda fent servir les funcions
de font (4.3) amb ¢ = 0.05,¢3 = 1,71 = 0,72 = 0.1 i tots els coeficients iguals a 1.
S’observa que s’aconsegueix una distribucié dels tamanys dels elements entre n = 0 i
7 = 0.1 més uniforme que en el cas anterior, encara que les funcions de font resulten
influir punts més llunyans de la malla havent pres els mateixos coeficients a i ¢ que
abans.

EXEMPLE 3. El domini a discretitzar en aquest cas és un rectangle amb una
entrada semicircular. La Figura 13 representa la malla resultant amb P({,n) = 0
i Q(¢,m) = 0, havent pres una tolerancia de convergéncia TOL = 107°. La malla
obtinguda concentrant els elements al voltant de n =0 (e = 1,¢ = 1) és la de la Figura
14.
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7. Conclusions

En aquest treball s’han analitzat diversos aspectes del métode de generacié de malles

estructurades a partir d’equacions el.liptiques proposat per Thompson, Thamesi Mastin
[12].

En primer lloc, s’ha vist que es poden introduir termes de font per tal de concentrar els
elements de la malla resultant no només al voltant de punts i de linies coordenades, siné
també al voltant de zones tancades per aquestes linies. Dels exemples, pero, s’ha vist
que és dificil controlar la forma dels elements a tota la malla. Els coeficients adequats de
les funcions de font i les zones de concentracié s’han de determinar, a I’hora de generar
una malla per a un determinat tipus de calcul, assajant diverses possibilitats fins que
s’obtingui la malla que es consideri idonia.

Quan els termes de font indicats sén importants, les equacions que cal resoldre tenen
un marcat caracter convectiu. Per tal d’eliminar les possibles oscil.lacions que es poden
presentar discretitzant les derivades en diferéncies centrals, s’ha adaptat la formulacié
SUPG del MEF al metode de diferéncies finites. La discretitzacié resultant ha mostrat
un comportament excel.lent en tots els exemples tractats.

Per ltim, s’ha presentat un algorisme iteratiu de resolucié del sistema d’equacions en
diferéncies resultant basat en ’evolucié en el temps d’un problema transitori associat. El
meétode finalment adoptat ha demostrat ser molt eficag, rapid i, el que és molt important,
convergent independentment dels valors inicials a partir dels quals es comenci a iterar.
La idea, a més, és aplicable a qualsevol sistema en diferéncies que resulti de discretitzar
un problema de contorn que, a nivell local, es comporti com el de conveccié-difusié.

Agraiments

L’autor agraeix ’ajut a projectes de recerca d’investigadors joves concedit per la
CIRIT (Generalitat de Catalunya) en la convocatoria de 1989.

Apéndix

A continuacié es presenta el llistat de la subrutina de resolucié numerica de les
equacions (3.16) del programa d’ordinador que implementa el metode presentat, escrit
en FORTRAN-77. L’algorisme que es fa servir és de tipus Gauss-Seidel amb pas de
temps local (veure I’apartat 5).
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[g]

subroutine solver(xc,yc,pf,qf)

Aquesta subrut
aproximant les
cies finites.

ns, nt
niter
toler
facto ...

Els valors de

ina resol el sistema d’equacions que resulta
derivades de 1l’equacio continua en diferen-
Les variables principals son:

Nombre de punts segons les direccions s i t
Maxim nombre d’iteracions permeses

Tolerancia de convergencia

Factor que multiplica el pas de temps critic
Coordenades x dels nodes

Coordenades y dels nodes

Residu de l’equacio segons x

Residu de l’equacio segons y

Termes de font

les coordenades dels nodes de contorn son

coneguts (es poden programar en cada problema o be llegir

d’un fitxer).
ment.

Els termes de font s’han calculat anterior-

implicit real*8 (a-h,o-z)

common/contro
dimension pf(

hs=1.0d0/dflo
ht=1.0d0/dflo

/ns,nt,ntfo,ntco,niter,toler,facto
ns,nt), qf(ns,nt), xc(ns,nt), yc(ns,nt)

at(ns-1)
at(nt-1)

hmax=max(hs,ht)
hmin=min(hs,ht)

Llac d’iteracio

conv=2.0d0*to
iiter=0

ns

ler

do while(conv.gt.toler. and .iiter.lt.niter)

iiter=iiter+1

dosn=0.0d0
dosd=0.0d0

do is=2,ns-1

do it=2,nt-

1
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Primeres derivades

dxds=(xc(is+1,it)-xc(is-1,it))/(2.0d0%*hs)
dxdt=(xc(is,it+1)-xc(is,it-1))/(2.0d0*ht)
dyds=(yc(is+1,it)-yc(is-1,it))/(2.0d0*hs)
dydt=(yc(is,it+1)-yc(is,it-1))/(2.0d40*ht)

Coeficients alfa, beta, gamma i jacobia

al=dxdt*dxdt+dydt*dydt
be=dxds*dxdt+dyds*dydt
ga=dxds*dxds+dyds*dyds
cj=dxds*dydt-dxdt*dyds

Afegeix difusio artificial

ves=-cj*cj*pf(is,it)
vet=-cj*cj*qf(is,it)
venor=dsqrt(ves*ves+vet*vet)
if(venor.gt.1.0e-8) then
difco=al*ves*ves-2.0d0*be*ves*vet+gakvet*vet
difco=difco/(venor*venor)
if(difco.gt.1.0e-8) then
pecle=venor*hmax/(2.0d0*difco)
upw=pecle/3.d0
if(upw.gt.1.) upw=1.0d0
else
upw=1.0d0
endif
al=al+upw*hmax*ves*ves/(2.0d0*venor)
be=be-upw*hmax*ves*vet/(2.0d0*venor)
ga=ga+upwxhmax*vet*vet/(2.0d0*venor)
endif

Segones derivades

dxdss=(xc(is+1,it)-2.0d0*xc(is,it)+xc(is-1,it))/(hs*hs)

dxdst=(xc(is+1,it+1)-xc(is-1,it+1)-xc(is+1,it-1)
+xc(is-1,it-1))/(4.0d0*hs*ht)

dxdtt=(xc(is,it+1)-2.0d0*xc(is,it)+xc(is,it-1))/(ht*ht)
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dydss=(yc(is+1,it)-2.0d0*yc(is,it)+yc(is-1,it))/(hs*hs)

dydst=(yc(is+1,it+1)-yc(is-1,it+1)-yc(is+1,it-1)
+yc(is-1,it-1))/(4.0d0*hs*ht)

dydtt=(yc(is,it+1)-2.0d0*yc(is,it)+yc(is,it-1))/(ht*ht)

c Calcul del residu

resx=al*dxdss-2.0d0*be*dxdst+ga*dxdtt
+cj*cj*pf(is,it)*dxds+cj*cj*qf(is,it)*dxdt

resy=al*dydss-2.0d0*bexdydst+ga*dydtt
+cj*cj*pf(is,it)*dyds+cj*cj*qf(is,it)*dydt

Calcul del pas de temps

vap1=0.5d0*(al+ga+dsqrt((al-ga)*(al-ga)+4.0d0*be*be))
delpro=0.5d0*hmin*hmin/vapl
deltt=facto*delpro

Actualitzacio i parametre de convergencia

xn=xc(is,it)+deltt*resx
yn=yc(is,it)+deltt*resy
difx=xn-xc(is,it)
dify=yn-yc(is,it)
dosd=dosd+difx*difx+dify*dify
dosn=dosn+xn*xn+yn*yn
xc(is,it)=xn

yc(is,it)=yn

enddo
enddo

conv=dsqrt(dosd/dosn)
if (mod(iiter,100).eq.0)
write(6,*) ’iiter =’,iiter, ° conv =’, conv

enddo

if(iiter.gt.niter. or .conv.gt.toler) then
write(6,*) ’No ha convergit !’
stop

endif

return
end
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Figura 3. Malla de I’exemple 1 concentrant elements en un punt.

31



||||ll|llllIllrllllllllllIlllllllllllllllllllllll]lllllllll|IIIIHIHIHIIIHII’IIIIllr

Ll 11

|

Parametre
S
o

10'5 llll||Il!lllI||llIIlllllllI|IIIIlIIlIIIlIIIIIIII!]lIllllllllllllllIIIIIIIIIIIIl Lilll
0. 100. 200. 300. 400. 500. 600. 700. 800. 900.
Iteracions

Convergencia

Figura 4. Velocitats de convergéncia dels métodes tipus Jacobi i tipus Gauss-Seidel.

32



IIllIIllllllIIlIllIIl|ll|lIIl[lllllllllllllllllllllllI|IIIIllllllllllIIIIIIIIIIIIIIII

LI I '
Ll 11

Parametre
=

1

10'5 lllllIllllllllllllllllllI!lllIIllll!llllIllll[lllIllllIllllllllll!lllllllll L LIl
0. 100. 200. 300. 400. 500. 600. 700. 800. 900.
Iteracions

Velocitat de convergencia

Figura 5. Velocitats de convergéncia dels métodes tipus Gauss-Seidel amb pas de
temps global i local.

33



UP C/ETSICCP 1.0 DATE: 29 JUN 90 MODEL : QUAD

LV AV NS/

LAV VAN AN ANANANNTT T

VAV AN A NNV

/

|

//////////, |
|

|

34

T

T |

R EEEENNYYYaNInnaEm

RN YYSSIIIaRm

ANEENENY YV /LANAN N

Figura 6. Malla de ’exemple 1 concentrant elements en una linia.
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Figura 7. Malla de I’exemple 1 concentrant elements en una zona.
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Figura 8. Malla de ’exemple 2 sense termes de font.
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Figura 10. Malla de ’exemple 2 concentrant elements a la corba que descriu el graé.
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Figura 13. Malla de I’exemple 3 sense termes de font.
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Figura 14. Malla de ’exemple 3 concentrant elements al contorn inferior.
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