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Presentacion

La Dinamica de Estructuras en un area del analisis mecanico de las construcciones
que estudia el efecto de las acciones externas que producen vibraciones. Su de-
sarrollo comienza en el siglo XIX con las investigaciones de Lord Rayleigh sobre
los efectos del sonido en cuerpos elasticos, las cuales aun tienen validez. Actual-
mente, esta area de la Mecdnica presenta un estado avanzado de desarrollo, pues
se ha logrado establecer métodos de cdlculo para estructuras lineales o no lineales
sometidas a acciones deterministas o aleatorias. El presente texto estda concebido
solamente como una introduccién al tema, que no obstante retine de manera di-
recta y suficiente los conocimientos requeridos en la practica usual del diseno de
edificaciones, en especial para el caso sismico.

El texto se encuentra dividido en siete capitulos. En el primero se presentan
algunos conceptos basicos sobre acciones dindmicas y modelos estructurales. En el
segundo capitulo se aborda el andlisis de vibraciones libres de sistemas de un grado
de libertad, mientras que en el tercero se hace lo correspondiente a vibraciones de
tipo armonico. En el cuarto capitulo se estudia la soluciéon general de sistemas
de un grado, tanto de forma analitica como numérica. Los capitulos restantes
corresponden a sistemas de varios grados de libertad, con cierto énfasis en lo que
corresponde al andlisis sismico de la respuesta de estructuras de edificacion. En
particular, el capitulo quinto estd dedicado a la construccién de los modelos es-
tructurales adecuados al caso dinamico, mientras que el sexto y el séptimo versan
sobre la respuesta dindmica de sistemas de varios grados de libertad en forma libre
y forzada, respectivamente.

En el texto se han incluido varios programas de cdlculo escritos en lenguaje
MATLAB, los cuales son utilizados para la soluci’on de ejemplo. Se ha elegido el
lenguaje MATLAB debido a su facilidad de programacién, que fundamentalmente
radica en su manejo de matrices y vectores como objetos, lo que hace que los
programas tengan una extension mucho menor que sus equivalentes en lenguajes
corrientes, como PASCAL, BASIC, C o FORTRAN. Esto permite que el estudio
de los programas pueda realizarse facilmente en armonia con el de los desarrollos
matematicos y de los ejemplos; por esta razéon se ha incluido el listado de todos
los programas en las partes convenientes del texto como parte integral de éste.
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Asimismo, MATLAB tiene la ventaja sobre cualquier lenguaje de los mencionados
de permitir trabajar en el modo consola, adicionalmente al uso directo de los
programas. Finalmente, dispone de una gran versatilidad para la presentaciéon
grafica de los resultados, lo que en Dindmica de Estructuras resulta absolutamente
necesario. Al final del texto se ha incluido un Apéndice que contiene una guia
minima de supervivencia para el uso de este lenguaje.

Jorge E. Hurtado
Universidad Nacional de Colombia



Capitulo 1

Conceptos basicos

Este capitulo introductorio comienza con la deduccién de las ecuaciones del movi-
miento dindmico de un sistema sencillo (es decir, de un grado de libertad). Luego se
describen brevemente las principales cargas dindmicas que actian sobre las estruc-
turas y se discute la utilidad de los sistemas sencillos para representar el compor-
tamiento de estructuras mas complejas. Finalmente, se introduce una clasificacién
de los tipos de sistemas estructurales y de las acciones dindmicas que actian sobre
ellos.

1.1 Ecuaciones del movimiento

La segunda ley de la mecdnica de Newton establece que la resultante de un sis-
tema de fuerzas que actuan en un cuerpo en movimiento es igual al cambio del
momentum del mismo. El momentum g estd definido en fisica como el producto
de la masa m por la velocidad v,

d
u:mv:md—? (1.1)

donde u denota el desplazamiento del cuerpo. Por tanto, llamando f a la fuerza
resultante, la ley de Newton se expresa matemdticamente en la forma siguiente:

dp d du

f(®) dt dt\ dt (12)
Si, como es usual en mecanica de solidos, la masa se supone constante en el tiempo,
se tiene que

f(t) = m— = mii(t) (1.3)
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donde i es la aceleracién del cuerpo. (En lo que sigue se hard uso casi exclusivo
de este tipo de notacién de las derivadas temporales). La anterior es la expresion
mas conocida de la segunda ley de Newton, que sélo es valida para sistemas cuya
masa permanece constante. La fuerza fi(t) = mii(¢) se conoce con el nombre de
fuerza de inercia, por lo que esta asociada a la tendencia del cuerpo a conservar
su estado de movimiento o de reposo, conocida en fisica con dicho nombre.

- u(t)
k
N AV AVAVAYSS B =0
O O
(b) ku(t)«— m — p(t)

Figura 1.1: Modelo de un grado de libertad sin amortiguamiento. (a): Esquema.
(b): Diagrama de cuerpo libre.

Consideremos el sistema ilustrado en la figura 1.1, en el que se tiene una fuerza
externa variable con el tiempo p(t), una masa de valor m y un resorte eldstico de
rigidez k que fija al sistema a un apoyo fijo. El diagrama de cuerpo libre mostrado
en la figura indica que la resultante de fuerzas aplicadas es

f(t) = p(t) = ku(t) (1.4)

De acuerdo a la ley de Newton, esta fuerza es igual al producto de la masa por la
aceleracion:
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ft) = p(t) = ku(t) = mi(t) (1.5)

de donde se concluye que

mii(t) + ku(t) = p(t) (1.6)

La solucién de la ecuacion diferencial anterior permite conocer las historias de
desplazamiento y aceleracién del sistema, a partir de las cuales pueden calcularse
las historias temporales de las fuerzas internas, tales como la desarrollada en el
resorte en este caso sencillo:

fr(t) = ku(t) (1.7)
La fuerza fgr(t), igual en este caso a ku(t), se conoce con el nombre de fuerza de
restitucion, ya que tiene la tendencia a restituir la forma original de la estructura,
que en este caso es un simple resorte.

El llamado principio de D’Alembert no es otra cosa que una presentacion dife-
rente de la segunda ley de Newton propuesta por D’Alembert con el fin de asimi-
larla a la primera ley de Newton, segtin la cual todo cuerpo se encuentra en estado
de reposo o de movimiento uniforme a menos que una fuerza externa actie sobre
él. Esta ley gobierna el andlisis estatico de estructuras, toda vez que implica que
la resultante de fuerzas es nula, lo que corresponde a un estado de equilibrio. La
primera ley de Newton puede, en consecuencia, abarcar la segunda si se toma como
resultante a la fuerza f(t) —mii en lugar de la fuerza f(t). De esta manera se tiene

F(£) — mii(t) = 0 (1.8)

lo que equivale al resultado anterior obtenido de manera directa por medio de la
segunda ley de Newton.

1.2 Acciones estructurales dinamicas

Las principales acciones dindmicas que actuan sobre las estructuras son las sigui-
entes:

1. Motores y equipos mecdnicos. La actividad de maquinas en las cuales hay
rotacion de émbolos produce vibraciones sobre los elementos estructurales
que las soportan, sean losas o cimientos. El valor y las direcciones de esta
accion dependen del tipo de equipo mecanico. Asi, algunos producen una
carga armonica, como la indicada en la figura 1.2, debido a la rotacion de
una masa excéntrica. Como resultado de la accion, evidentemente, se ten-
dran desplazamientos horizontales, verticales y rotacionales en la estructura.
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Figura 1.2: Vibraciones producidas por maquinaria.

Otros equipos consisten de dos masas iguales y excéntricas que rotan en sen-
tidos opuestos, por lo cual se anula la componente horizontal del movimiento.
En ambos casos la carga p(t) tiene la forma

p(t) = m, ew® sin wt (1.9)

donde m, es la masa total rotatoria, e es la excentricidad y @ es la frecuencia
de la rotacién. Finalmente, es importante mencionar que otros equipos se
apartan de este esquema y producen acciones en forma de series de pulsos.

. Terremotos. Los movimientos sismicos del suelo constituyen una de las ac-
ciones dinamicas mas severas entre las que actian sobre las estructuras. En
la figura 1.3 se representa un registro del factor determinante de la carga
externa p(t), cual es la aceleracién del suelo, que denotaremos como ;. Se
observa que la accién carece de ley matematica, por lo que se puede consi-
derar como la realizacion de un proceso aleatorio.

Como es bien sabido, los sismos se producen por el deslizamiento stibito de
sectores de la corteza terrestre a lo largo de las fracturas que ésta presen-
ta en las llamadas fallas geoldgicas y en las zonas de subduccion de placas
tecténicas. En la zona donde se produce el deslizamiento (llamada hipocen-
tro) se libera una energia de deformacién acumulada durante un largo periodo
de tiempo por causa de la tendencia opuesta de los dos sectores de la corteza.
La figura 1.4 ilustra este proceso de acumulacion y ruptura, explicado por
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30 40

Figura 1.3: Registro del sismo de Loma Prieta (Estaciéon Santa Cruz, componente
NS).

la teoria del rebote elastico. De esta manera, desde la zona del hipocentro se
irradia la energia cinética, en la que se ha transformado la energia de defor-
macion acumulada, en todas las direcciones del espacio. Las ondas atraviesan
diversas capas de rocas y suelos, en las cuales sufren complejos fenémenos de
reflexién y refraccion (figura 1.5) hasta llegar a la superficie terrestre, donde
se manifiestan en forma de un movimiento del suelo, cuya aceleracién se pre-
senta como un tren de ondas de diferente frecuencia superpuestas de manera
erratica, como ilustra la figura 1.3. La fuerza que produce esta aceleracion
en la base se puede deducir facilmente a partir del esquema mostrado en la
figura 1.6. Al comparar este esquema con el de la figura 1.1, se observa que el
eje vertical de referencia se ha desplazado hacia la derecha la cantidad us(t).
Esto indica que la masa del sistema sufre un desplazamiento total w(t) + us,
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Figura 1.4: Teoria del rebote elastico.

Figura 1.5: Propagacién de la energia sismica.

por lo que la aceleracion total vale ii(t) +iis(t). Por otra parte, la estructura,
representada por el resorte de rigidez k£ sélo sufre un desplazamiento de val-
or u(t). Por tanto, como no hay fuerzas externas aplicadas, la ecuacién de
equilibrio es

f(t) = —ku(t) = mli(t) + is(t)] (1.10)

por lo cual

mii(t) + ku(t) = —miis(t) (1.11)

Esto indica que la carga sismica equivalente es igual a
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p(t) = —miig(t) (1.12)
0 e ()
| k
i 0 O

Figura 1.6: Accién sismica horizontal.

3. Vientos. Los vientos fuertes ejercen una presion dinamica sobre las estruc-
turas, la cual estd basicamente determinada por su velocidad v(t). Un ejem-
plo de la variaciéon temporal de ésta aparece en la figura 1.7, en la que se
muestran tres registros obtenidos en diferentes alturas. En general la veloci-
dad media crece con la altura debido a que en esa medida se pierde paulati-
namente el efecto de freno que ejercen los obstaculos naturales y urbanos.
Después de cierto nivel (que depende de la naturaleza y forma de dichos ob-
staculos) se puede considerar que la velocidad media ya no depende més de
la elevacion sobre la tierra. Puede verse que esta accion también es de tipo
aleatorio.

La fuerza que ejerce el viento esta dada por

p(t) = ge,pa’() (1.13)

donde p es la densidad del aire, a es el area de la estructura que se encuentra
expuesta al empuje del viento (normal a su direccién) y ¢, es un coeficiente
que depende de los obstaculos mencionados y que, para estructuras espe-
ciales, se suele determinar de manera experimental en tineles de viento.
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4. Oleaje. Esta accion debe ser tenida en consideracion por todo tipo de estruc-
turas sometida a empujes del agua en mares y rios. La fuerza ejercida por el
oleaje depende estrechamente de la altura de las olas h(t), la cual tiene una
variacion con el tiempo como la representada en la figura 1.8.

100
90
80
70
60
v(t)
(km /h)so

40

30 b

20 I I I I I
0 20 40 60 80 100 120

t(min.)

Figura 1.7: Variacién temporal del viento a diferentes alturas.

Otras acciones dinamicas, que deben ser consideradas en casos especiales, son
las siguientes:

1. Impacto. Problemas de impacto sobre las estructuras surgen principalmente
de accidentes, tales como los causados por choque repentino de vehiculos
contra soportes de edificios, puentes, etc.

2. Paso de vehiculos o personas. Esta accion, generalmente débil, puede provo-
car a largo plazo problemas de fatiga en los materiales estructurales, por lo
cual puede considerarse potencialmente nociva.

3. Ezplosiones. Esta accién se caracteriza, en general, por ser de muy corta
duracién, en la cual se presentan dos fases claramente diferentes, una de
expansiéon y otra de contraccion.
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_3 Il Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 120

t(min.)

Figura 1.8: Variacién temporal de la altura de las olas.

1.3 Grados de libertad

La nocion de grado de libertad se ha tornado de uso corriente en el analisis estatico
de estructuras, principalmente a raiz del auge del calculo matricial por medio de
modelos de barras o de elementos finitos. En este campo, un grado de liber-
tad corresponde a cualquier movimiento posible de los nodos de los elementos en
una direccion no restringida. Obviamente, cualquier estructura posee un nimero
infinito de grados de libertad, debido a su continuidad, pero el proceso de dis-
cretizacion en elementos supone un nimero finito, aunque elevado, de ellos. En el
caso dinamico, el modelo empleado hasta aqui esta basado en la suposicién de que
la rigidez se concentra en un resorte que carece de masa, mientras que la masa se
ubica en un cuerpo rigido que no se deforma. Esto comporta una separacion ideal
de la masa y la rigidez.

En estructuras tales como edificios de una sola planta, depdsitos elevados, etc.,
es claro que las masas presentan de por si una importante concentracion en cier-
tos sitios, por lo cual basta transferir las masas restantes en los puntos de alta
concentracion. Asi, en el depdsito mostrado en la figura 1.9, un modelo razonable-
mente preciso tendria como tnica masa la correspondiente al depdsito mas la de la
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Figura 1.9: Modelo de un depdsito elevado.

estructura, mientras que la rigidez estaria dada por la fuerza estatica que habria
que aplicar en el punto de colocacién de la masa para causar un desplazamiento
unitario de la estructura. De esta manera, a pesar de que desde el punto de vista
estatico la estructura presente un elevado nimero de grados de libertad, desde el
punto de vista dindmico se puede calcular con suficiente precision como un sistema
sencillo.

Lo anterior ilustra la importancia que tienen los sistemas de un grado de li-
bertad en Dindmica de Estructuras. En sintesis, el sistema esta compuesto de un
resorte sin masa, en el que se concentra toda la informacién sobre la rigidez de la
estructura en el parametro £, y un cuerpo rigido caracterizado por m, que corres-
ponde a toda la masa de la estructura. Sobre esta ultima variable, sin embargo,
resulta necesario anotar que debe entenderse no sélo las masas de tipo traslacional,
que denotaremos como m, sino también las de tipo rotacional, . La figura 1.10,
por ejemplo, muestra un disco que gira sobre un soporte circular. En dicho caso,
si se desprecia la inercia rotacional del soporte, la masa equivale al momento polar
de inercia del disco, mientras que la rigidez es la correspondiente a la torsién del
soporte. Esto es,

. ymd*t
m =
32
Gs
[

k (1.14)
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donde v es el peso especifico del material del disco, ¢ su espesor, d su didmetro, G
el modulo de rigidez del material del soporte, [ la longitud de éste, J el momento
polar de inercia de la seccién transversal del soporte. Si el didmetro de ésta es 0,
el valor de k resulta igual a

E ot
k=———Xx— 1.15
2(1+v) 321 ( )
La figura 1.11 reine los valores de las masas traslacionales y rotacionales de
diferentes areas sencillas, en las cuales se pueden descomponer areas mas complejas
que se encuentran frecuentemente en la practica. Las masas rotacionales de estas
ultimas se pueden calcular aplicando los principios conocidos de la mecanica.

-y

Figura 1.10: Disco sometido a rotacion.

Los sistemas que no pueden ser caracterizados como sencillos se denominan
sistemas de varios grados de libertad o, simplemente, sistemas multiples. Por
ejemplo, en una viga simple (figura 1.12a) cada infinitésimo de su longitud tiene
las propiedades de masa y rigidez distribuidas de manera continua. Sin embargo,
siempre resulta posible discretizar la estructura en elementos finitos como indica
la figura 1.12b, en la que el modelo tendria tres grados de libertad. Como cabe
esperar, a mayor niimero de masas se obtiene una mejor precision en el calculo con
respecto al resultado exacto, que se calcula aplicando los conceptos y ecuaciones
de la dindmica de medios continuos. Sin embargo, en vista de que sélo se puede
obtener solucion analitica exacta para situaciones muy simples, la tendencia actual
para el calculo de todo tipo de estructuras que no puedan ser modeladas como
sistemas sencillos es la de modelarlos directamente como sistemas multiples, los
cuales se calculan por medio del método de los elementos finitos. En estos modelos
se disponen cuerpos rigidos con masas traslacionales y o rotacionales segun el caso,
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a a a
traslacién m = yabt m = %”t m = vwzbt

i6 5 — a®+b> o a®+b> o a2+b?
rotacion m = m( 15 m =m| “g m=m| “=e—

Figura 1.11: Masas de cuerpos rigidos.

en puntos seleccionados. La figura 1.13, por ejemplo, ilustra un modelo tipico de
edificio sometido a cargas de viento o sismo, en el que en cada piso se disponen
tres grados de libertad, a saber, dos traslacionales y un rotacional.

1.4 Clasificacion de los sistemas y las acciones

En lo tratado hasta ahora se ha supuesto siempre que el material de la estructura es
elastico—lineal, por lo que cumple la ley de Hooke y, en consecuencia, el principio de
proporcionalidad. El significado de estos términos es el siguiente: Un material es
eldstico cuando recupera su forma original después de retirar la carga aplicada; si,
ademas, existe una proporcionalidad entre fuerzas y desplazamientos, se dice que el
material es lineal. En este caso, el diagrama fuerza de restitucion/desplazamiento
es una linea recta (ver figura 1.14a) ya que fr(t) es directamente proporcional a

u(t):

fr(t) = ku(t) (1.16)
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() (b)

Figura 1.12: Discretizacién de una viga simple. (a): Modelo continuo. (b): Modelo
discreto.

=
T~
L
T

)

~
~

Figura 1.13: Modelo espacial de un edificio.

Por ello, para esta clase de sistemas es valido el principio de superposicion, el
cual implica que los efectos de dos cargas p, (t) y p,(t) se pueden sumar para obte-
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R

u wisw
[V

Figura 1.14: Tipos de fuerza de restitucién: (a) Lineal eldstica; (b) No lineal
elastica; (¢) No lineal histerética.

Poblacién

Tiempo

Figura 1.15: Proceso aleatorio.

ner el efecto de una carga p,(t) que sea la suma de ellas. Para sistemas multiples
este principio permite una gran simplificacién de los cdlculos dindmicos, ya que en
él esta basado el concepto de superposicion modal. Otro tipo de andlisis dindmico
empleado frecuentemente, denomiado andlisis en el dominio de la frecuencia es
igualmente valido para sistemas lineales solamente. Cualquier otra forma del dia-
grama fuerza restauradora/desplazamiento, tales como las mostradas en las figuras
1.14b y ¢ anula la aplicabilidad del principio de superposicién y, por tanto, se ha-



Conceptos bdsicos 15

cen inviables la superposicién modal y el andlisis en el dominio de la frecuencia.
Para sistemas no lineales, en consecuencia, sélo es posible aplicar el andlisis en
el dominio del tiempo, que consiste en la solucién de la ecuacion diferencial del
movimiento, que para un sistema sencillo sin amortiguamiento estaria en general
dada por

mii(t) + fr(t) = p(t) (1.17)

donde fgr(t) es la fuerza de restitucion, que ya no es mas proporcional al desplaza-
miento u(t).

En lo que respecta a las acciones externas, una clasificacién importante es
la que distingue entre acciones dindmicas deterministas, en el sentido de que su
ley de variacién temporal se conoce con certeza, y acciones dindmicas aleatorias,
en las cuales esta condicién no se cumple y, por tanto, estan gobernadas por
la incertidumbre. Entre las acciones deterministas se encuentra el caso de las
producidas por maquinaria, ya que los parametros que la definen se encuentran
previamente especificados. Por el contrario, la mayoria de acciones dindmicas
producidas por la naturaleza son de tipo aleatorio, tal como queda claro en las
figuras 1.3, 1.7 y 1.8. Si bien el efecto de este tipo de accion puede estudiarse desde
un enfoque determinista, utilizando alguno de los registros temporales como los
mostrados, existe la posibilidad de analizar la respuesta estructural considerando
un conjunto posible de muestras de la accién (registradas o simuladas), como la
que muestra la figura 1.15. Esto conduce a la teoria de vibraciones aleatorias, la
cual se basa en una combinacion de la Dinamica de Estructuras con la Teoria de
Probabilidades y, especificamente, con la Teoria de Procesos Aleatorios.
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Capitulo 2

Vibracion libre de los sistemas
sencillos

2.1 Vibraciones libres no amortiguadas

Por conveniencia, escribamos de nuevo la ecuacién de vibraciones libres sin amor-
tiguamiento deducida en el capitulo anterior:

mii + ku =p (2.1)

donde la dependencia del tiempo de las variables p, v y i se ha omitido en aras de
la simplicidad. Esta ecuacién corresponde a un sistema de un grado de libertad
unido al apoyo por medio de un resorte eldstico de rigidez k (ver la figura 2.1).
Este modelo puede ser utilizado para describir de manera aproximada multiples
situaciones estructurales, en las cuales el error que se cometa al concentrar la masa
en un solo punto sea insignificante.

La expresion (2.1) es una ecuacién diferencial con coeficientes constantes. De
acuerdo con la teoria de ecuaciones diferenciales, la soluciéon del problema com-
prende una solucién de la ecuacién homogénea

mii + ku =0 (2.2)

mas una solucién particular adecuada a la carga p. En términos fisicos, la ecuacion
homogénea equivale a un estado de vibracion libre, es decir, a una vibracion que se
produce al liberar el cuerpo desde una posicion inicial u, = u(0) (y, eventualmente,
con una velocidad inicial @, = 4(0)) y dejarlo oscilar libremente. La ecuacién (2.2)
puede formularse de manera mas simple

i + w?u =0 (2.3)

17
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Figura 2.1: Modelo de un grado de libertad sin amortiguamiento.

donde

w?=k/m (2.4)

Suponiendo conocidas las condiciones iniciales u, y u,, se buscara una solucién del
tipo

u = Asinwt 4+ B cos wt (2.5)

donde A y B son constantes por determinar. Como el desplazamiento en el instante
inicial es conocido, resulta posible calcular inmediatamente el valor de una de ellas:

u, = Asinw -0+ Bcosw - 0 (2.6)
es decir,
B = u, (2.7)
Derivando (2.5) se tiene
i = Aw coswt — Bwsinwt (2.8)

por lo que

. = Aw (2.9)
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Figura 2.2: Vibracion libre no amortiguada.

Derivando una vez més se obtiene la siguiente expresion para la aceleracion del
sistema;:

il = —Aw?sin wt — Bw? cos wt (2.10)

Sustituyendo estos resultados en (2.3) se comprueba facilmente que se obtiene una
identidad trivial. Por tanto, la solucion del problema de vibraciones libres es

u
u = —sinwt + u, coswt (2.11)
w

La ecuacion anterior consta de dos funciones arménicas de igual argumento con
constantes de amplitud diferentes. La constante que determina el argumento de
las funciones arménicas, w, se conoce como frecuencia angular natural, ya que es
una propiedad del sistema tal como lo indica la ecuacién (2.4). Un esquema de la
solucién (2.11) aparece en la figura 2.2. En ella se indica el intervalo de tiempo en
el que se repiten los valores de la respuesta, llamado periodo. Como las funciones
seno y coseno repiten sus valores cada 27 radianes, el valor del periodo se deduce
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de
wl' =27
es decir, ,
T
T = — (2.12)

Figura 2.3: Ejemplo 2.1. - Descripcién geométrica.

Ejemplo 2.1

La figura 2.3 muestra una viga de 15 m de luz sobre la cual cae stibitamente
un peso w de 9,800 N en el centro del vano desde una altura » =1 m . El mdédulo
de elasticidad de la viga es E = 2 x 10’kN/m? y el momento de inercia de la
seccién transversal es I = 0.02m* . Bajo la suposicién de que la viga carece de
peso, calcular sus caracteristicas dindmicas y la historia de su vibracién libre.

En primer lugar, la suposicion de que la viga carece de peso permite modelar
la estructura como un sistema de un grado de libertad, el cual tiene como masa la
del cuerpo que cae y rigidez la correspondiente a una viga sometida a una carga
concentrada en el centro del vano. La masa es, pues,

w

m=—
g

donde g es la aceleracion de la gravedad. Esto implica que m = 1,000kg. En lo
que respecta a la rigidez, de acuerdo a la Resistencia de Materiales, la deflexién
causada por una fuerza concentrada w en el centro de una viga de longitud [ es

wl?

= REI
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En consecuencia, la rigidez es
A48ET
B
por lo que k& = 5,688.9kN/m. La frecuencia angular de vibracién es, en conse-

cuencia,
w = ,/ﬁ _ 75495 74
m S

T = 2 = 0.0833s
w

k=

y el periodo

Ahora bien, en el instante que el cuerpo cae sobre la viga produce un desplaza-
miento instantaneo

_wl?

~ 48FI
el cual constituye la condicion inicial de la vibracion que se produce en adelante, la
cual es de tipo libre debido a que no estd acompanada de carga dinamica ninguna.
Si se mide el desplazamiento dinamico desde la posicién de deformacion estatica
definida por 0, se tiene que en el instante en que el cuerpo entra en contacto con
la viga, t = 0, el desplazamiento inicial, medido desde dicha posicién, es

= 0.0017m

=5

0

donde el signo negativo se debe a que en dicho instante atin no ha ocurrido la
deformacion estatica.

En lo que respecta a la velocidad inicial, ésta puede calcularse igualando la
energia cinética del peso que cae con su energia potencial al iniciar la caida:

S N

= wh

mi
2
por lo cual
m
U, = /2gh = 4.42 —
s
La historia del desplazamiento queda entonces descrita por

u = 0.0587sin 75.425t — 0.0017 cos 75.4251

En la figura 2.4 se encuentra una representacion grafica de este resultado. Puede
verse que el valor maximo del desplazamiento, 0.0587 m, es muy superior que el
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0.12
0.08
0.04

—0.04

—0.08
—0.12

Figura 2.4: Ejemplo 2.1 — Historia de la respuesta no amortiguada.

correspondiente a una colocacion estatica del peso w, igual a 0.0017 m, lo que
muestra la importancia del efecto dinamico. Finalmente, es necesario recordar que
el desplazamiento total de la estructura en cualquier instante de tiempo es ¢ 4 u(t),
ya que este tltimo término se mide a partir de la deformacién instantanea 9.

[ )

2.2 Interpretacién vectorial

La solucién (2.11) puede interpretarse de una manera vectorial, la cual resulta de
interés puesto que trae a la luz otras propiedades de la respuesta dinamica que
se encuentran implicitas en la representacion anterior. Consideremos la figura 2.5
en la cual aparecen dos vectores ortogonales OA y OB que giran a una velocidad
angular w. Los ejes coordenados se denotan como u y u/w, por razones que
resultaran claras enseguida. En un instante cualquiera ¢, el dangulo que forma
el vector OA con el eje vertical es wt. Si las magnitudes de los vectores son,
respectivamente, ||OA| = A = 4,/w y ||OB|| = B = u,, se concluye que las
proyecciones de los dos vectores sobre el eje horizontal son
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u/w
B
AS
A
AS
C
(0% /
//
o0& . u
7/
/
wt \,”
A

Figura 2.5: Interpretacion vectorial de la vibracién libre.

U
OAsinwt = —2 sin wt
w

OB cos wt = u, coswt

Puede verse que la suma de estas dos proyecciones reproduce la solucién (2.11).
Por otra parte, para t = 0 los vectores @ y @i coinciden en direccién con los
ejes coordenados horizontal y vertical, respectivamente, razén por la cual éstos se
identifican como u y @/w. El plano que definen se conoce con el nombre de plano
de fases.

Ahora bien, puesto que la suma de las proyecciones de dos vectores es igual a
la de su resultante, resulta conveniente expresar en forma compacta la solucién u
como

u = C cos(wt — a) (2.13)

donde C' es la magnitud del vector resultante oc y « su angulo con respecto al
vector O—é Es evidente que

a = tan~! —° (2.14)
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La constante C' define la amplitud méaxima de la respuesta mientras que el angulo
a corresponde a la diferencia angular que media entre los picos de la solucion
compacta (2.13), de un lado, y la segunda componente de la solucién (2.11), del
otro. Por esta razén se denomina dngulo de desfase. La figura 2.5 ilustra su
significado.

2.3 Solucién en el dominio complejo

Para multiples desarrollos y aplicaciones de la Dinamica de Estructuras, resulta
de gran importancia familiarizarse con las soluciones en el campo complejo. De
hecho, las soluciones complejas constituyen el fundamento del andlisis en el dominio
de la frecuencia asi como de algunos métodos de investigacién experimental de
estructuras y de analisis de vibraciones aleatorias.

Para la ecuacién (2.3) buscaremos ahora una solucién del tipo

u = De®' (2.15)
Derivando dos veces se obtiene
U = Dse®!
ii = Ds%e®

Sustituyendo la segunda de estas expresiones en (2.3) se obtiene

s +w? =0 (2.16)

por lo que
s = +iw (2.17)
en la cual i = —1. En vista de que s toma dos valores, la solucién de la ecuacién

homogénea se puede plantear en la forma

u = D" + Dye ! (2.18)

Expresemos las constantes Dy y D, en términos de sus componentes real e imagi-
naria, es decir,

Dy = R(Dy) +i3(D))
Dy = R(Dy) +i3(D2)

Sustituyendo en (2.18) y considerando la férmula de Euler
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e’ = cosf +isinf (2.19)

se obtiene

u = [R(Dy) +i(Dy)](cos wt +isinwt) + [R(Dy) +iF(Dy)](cos wt —isinwt) (2.20)
Al separar las partes real e imaginaria se llega a que
u= [R(D1)+R(Dy)]coswt — [S(D1) — I(Dy)] sinwt +
_|_

i{(éR(Dl) — R(Dy)) sinwt + (J(Dy) + I(Dy)) cos wt} (2.21)

En vista de que la solucion del problema debe ser real, la parte imaginaria debe
ser nula para todo tiempo ¢, por lo que se deben cumplir las condiciones

~¥(D,) = (D) (2.22)

lo cual indica que D; y Dy forman un par de complejos conjugados. De esta suerte,
la solucion final es

u = [R(D) +i3(D)]e™" + [R(D) — iJ(D)]e “* (2.23)

La solucion anterior también puede representarse en forma vectorial de la ma-
nera que ilustra la figura 2.6, en la que los ejes coordenados corresponden a la parte
real y a la parte imaginaria de las variables representadas. Por simplicidad sélo se
han dibujado los vectores que forman el primer término de la ecuacién (2.23). De
acuerdo con este diagrama puede verse que este término tiene también por valor

[(R(D) +i¥(D)]e!t = |D|ei(wt—a)

donde

|D| = VR(D)? + (D)2 (2.24)

lo que no es otra cosa que la definicion del médulo de una cantidad compleja. En
consecuencia, la solucién general (2.23) puede expresarse en la forma

w= |D|9%(ei<wt*a> + e*i(wt*@) (2.25)
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Figura 2.6: Primer término de la solucién compleja (2.23).

Sin embargo, esta solucién puede aun simplificarse mas si se tiene en cuenta que,
como muestra la figura 2.7, las componentes verticales (imaginarias) de los dos
términos que componen la solucién se anulan mutuamente. Por tanto, la solucion
esta compuesta por la suma de las proyecciones de los dos términos sobre el eje
real, por lo cual

u = 2|D| cos(wt — ) (2.26)

La comparacion de este resultado con (2.13) indica que

C =2/D| (2.27)

Adicionalmente, la aplicacién de la férmula de Euler (2.19) a la solucién compleja
(2.23) conduce directamente a la ecuacién (2.3)

u = Asinwt + Bcoswt
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&

R
Figura 2.7: Valor total de la solucién compleja (2.23).
donde
A =-23(D)
B =2R(D) (2.28)

Estas correpondencias ilustran la generalidad de la formulacién compleja, puesto
que contiene a las anteriores de manera implicita.
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2.4 Consideraciones energéticas

Resulta de gran interés examinar las vibraciones mecdnicas no sélo desde el punto
de vista de las ecuaciones de equilibrio sino también desde la éptica de la conser-
vacion de la energia, ya que este enfoque da origen a métodos alternativos para
obtener caracteristicas dindamicas de estructuras complejas, al menos de manera
aproximada. Por otra parte, algunos métodos de diseno o de evaluacién estruc-
tural bajo cargas dindmicas se realizan enteramente en el campo energético. Por
este motivo, es conveniente introducir las ideas basicas al respecto con relacién al
sistema sencillo estudiado hasta ahora en este capitulo.

Je

Figura 2.8: Relacién lineal fuerza-deformacion.

En cualquier instante de tiempo, la energia potencial almacenada por el re-
sorte de la figura 2.1 estd dada por el area sombreada que yace bajo la curva
fuerza/deformacién indicada en la figura 2.8, es decir

 fau ku?(t)
=t (2.29)

donde se vuelto a introducir la dependencia del tiempo de las variables. Por otra
parte, la energia cinética es

P(1)

K(t) = (2.30)
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Utilizando las ecuaciones (2.26) y (2.27), las expresiones correpondientes son

Pt)= * cos?(wt — )

K(t) = %202 sin?(wt — a) (2.31)

Energia

Figura 2.9: Energias potencial y cinética.

La figura 2.9 ilustra estas ecuaciones para el caso particular a = 0. Se observa
que la energia potencial alcanza su maximo valor cuando la energia cinética es nula.
Esto se explica por el hecho de que la méxima deformacién u (que determina
el valor de P) se alcanza cuando su derivada @ (que determina a K) es nula.
Adicionalmente, la energia total es £ = P + K. Como mw? = k,

_ kC? kC?

E(t) = 5 cos?(wt — a) + sin*(wt — )| = 5 (2.32)

lo que comprueba el principio fisico de que la energia total se mantiene constante.



30 Dinamica de Estructuras

2.5 Consideraciéon del amortiguamiento

La solucién del problema de vibraciones libres tratada en la seccion anterior debe
ahora ampliarse por medio de la inclusién del término de amortiguamiento. Esto
se impone, debido a que las ecuaciones (2.3) y (2.13) implican que el sistema vibra
libremente a perpetuidad manteniendo la amplitud, lo que contradice cualquier
observacion usual sobre el caso.

La introduccién de un amortiguamiento de tipo viscoso (es decir, proporcional
a la velocidad, lo que estd inspirado en la Mecdnica de los Fluidos) hace que la
ecuacion de vibraciones libres sea ahora la siguiente:

mii + ctu+ku =0 (2.33)

Dividiendo entre m e introduciendo la solucién supuesta

u = Ee® (2.34)
se obtiene
(52 + s+ w2> e’ =0 (2.35)
m
por lo cual la constante s se obtiene de resolver la ecuacion cuadratica
P+ Sstwr=0 (2.36)
m
es decir
c ¢\’
=——+ — ) —w? 2.37
° 2m <2m> “ (2:37)

Se obtienen diferentes soluciones, correspondientes as diversas situaciones fisicas,

si el discriminante
o\ 2
=(— ] —u? 2.38

p <2m> “ ( )

es mayor, igual o menor que cero. Examinaremos estas posibilidades a continua-
cién.
2.5.1 Caso p=0: Amortiguamiento critico

En este caso se tiene un amortiguamiento particular que hace nulo el discriminante
p:
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Cc = 2mw (2.39)

Este amortiguamiento se denomina critico no tanto porque constituya el criterio
de diferenciacion de los casos p < 0y p > 0, sino fundamentalmente porque desde
un punto de vista fisico corresponde a un movimiento sin vibracién. En efecto,
para p = 0 las dos soluciones de la ecuacion cuadratica se reducen a una sola, de
valor

C
S1 = S92 = ﬁ (240)
Por tanto
S] =Sy = —Ww (2.41)

De acuerdo con la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, la solucion del
problema en un caso como éste de raices iguales tiene la forma

u = (E) + Eyt)e’ = (E) + Eyt)e ™" (2.42)

Derivando una vez y considerando las condiciones iniciales u(0) = u, y @(0) = @
se llega a la siguiente solucion:

0

u = [u,(1+ wt) + i,tle " (2.43)

La figura 2.10 ilustra la forma de esta solucién. Puede verse que el valor del
amortiguamiento es tal que impide toda oscilacion, de suerte que el sistema regresa
asintoticamente a cero desde la posicidén inicial u,. Si, por otra parte, los signos de
u, y 4, fuesen diferentes se produciria un cruce tnico por el eje horizontal, después
del cual el sistema seguiria su camino hacia el reposo. De todas maneras, tal cruce
no constituye una oscilacion en el sentido propio del término.

2.5.2 Caso p < 0: Amortiguamiento subcritico

De los tres casos bajo consideracion éste es el que reviste la mayor importancia,
debido a que corresponde a los casos corrientes de estructuras civiles, las cuales
tienen amortiguamientos muy inferiores al critico. Una manera practica de definir
el amortiguamiento en términos adimensionales es por medio de la fraccion de
amortiguamiento critico, dada por

=< (2.44)

En mediciones experimentales se han identificado valores de & entre 0.02 y 0.05
para los materiales estructurales tipicos. Esto muestra lo lejos que se encuentran
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u = [uy(1 — wt) + u,tle "

Figura 2.10: Vibracién libre con amortiguamiento critico.

las estructuras corrientes de la situaciéon de amortiguamiento critico examinada
mas arriba.

En términos de la fraccién de amortiguamiento critico, la ecuacién (2.37) se
convierte en

s =—€fwt (w)? —w? (2.45)

s = —&wEiw, (2.46)

Wy =wy/1—¢2 (2.47)

es la frecuencia natural amortiguada del sistema, la cual, para los valores usuales
de la fracciéon de amortiguamiento de los materiales estructurales es casi igual a la
frecuencia natural w. Sustituyendo los dos valores de s dados por (2.46) en (2.34)
y sumando las soluciones se obtiene la solucion general

es decir

donde

u = [Dyes! 4+ Dye Wal]e=tw! (2.48)

en la cual se debe cumplir que Dy y D, sean complejos conjugados para que la
respuesta u sea real, tal como se demostrdé anteriormente en el caso sin amor-
tiguamiento. Esto es,
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S(D1) = =S(D2) = 3(D)
R(D,) = R(Dy) = R(D) (2.49)

Asimismo, por medio de la férmula de Euler se concluye facilmente que

u = [Asinw,t + B cos w,t]e™ (2.50)
con
A =-23(D)
B =2R(D) (2.51)

Introduciendo las condiciones iniciales u, = u(0) y @, = 4(0) se llega finalmente a
la solucion general

U = {(W) sinw,t + u, cos wyt e twt (2.52)
Wa,

Figura 2.11: Vibracién libre con amortiguamiento subcritico.

De manera semejante a como se hizo en el caso no amortiguado, la solucion
puede representarse de manera vectorial, a partir de lo cual se puede obtener la
siguiente solucion, equivalente a la anterior,
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u = C cos(wt — a)e ! (2.53)

la cual puede obtenerse directamente de (2.26) si se tiene en cuenta que la funcién
e %" no cumple més que un papel de un factor multiplicativo que no altera la
representacion vectorial. En la ecuacion anterior

. 2
O = {(%) + ug] (2.54)
y .
o = tan (W) (2.55)

La solucién (2.52) se encuentra representada en la figura 2.11 para el caso
particular 7, = 0. Se observa que la amplitud oscilacién disminuye con el tiempo
de acuerdo con una ley dada por Ce ¢t pues éste es el valor de u que resulta
cuando cos(wt — a) =1 en (2.53). Esta ley de decrecimiento de la vibracién libre
se utiliza para la medicion experimental de la fraccién de amortiguamiento &, como
se mostrara mas adelante.

Ejemplo 2.2

Calcularemos ahora la solucion del ejemplo 2.1 considerando que el material de
la viga tiene un amortiguamiento definido por £ = 0.05.
La frecuencia natural amortiguada esta dada por

Wy = w1 —E&%=75.425v1—0.052 = 75.33

lo que demuestra que para fracciones de amortiguamiento pequenas, usuales en la
préactica, las dos frecuencias pueden tomarse como iguales. La historia de despla-
zamientos estd dada por la ecuacién (2.52):

"y {(4.42 —0.0017 x 0.05 x 75.425

sin 75.33t — 0.0017 cos 75.33¢ | e~ -05x75-425¢
75.33

lo que da como resultado

u= [0.0586 sin 75.33t — 0.0017 cos 75.33t] e 3111

Esta ecuacién se encuentra representada en la figura 2.12.
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0.04 m

\j \/d/4V VY8 1.2

—0.04

—0.08

Figura 2.12: Ejemplo 2.2 — Historia de la respuesta amortiguada.

2.5.3 Caso p > 0: Amortiguamiento supercritico

En Dinamica de Estructuras, este caso reviste un interés principalmente académi-
co, puesto que es es poco previsible que se llegue a desarrollar materiales estruc-
turales con & > 1. Por este motivo este caso se considerara aqui sélo en aras de la
completitud del examen del efecto del amortiguamiento.

Partiendo de la ecuacién (2.37) se concluye facilmente que las raices de la
ecuacion caracteristica son, en este caso,

s = —fw + wy (2.56)

donde

ws =wyE& -1 (2.57)

La sustitucion de estos valores en la solucion supuesta conduce al siguiente resul-
tado, donde una vez mas se ha hecho uso de la formula de Euler:

u = [Asinhwgt + B cosh wst]e (2.58)



36 Dinamica de Estructuras

en la que las constantes A y B se pueden calcular a partir de las condiciones
iniciales.

2.6 Determinacion experimental del amortigua-
miento

El modelo de la fuerza de amortiguamiento viscoso adoptado hasta aqui no refleja,
en realidad, de manera correcta las caracteristicas de disipacion de la energia
de movimiento, tal como se vera en el capitulo siguiente. Sin embargo, dado
el bajo nivel de esta fuerza, su adopcion resulta suficientemente aproximada para
muchos problemas frecuentes en la practica, en especial los relacionados con cargas
no armonicas, tales como sismos, vientos, etc. En otros casos, como es el del
andlisis de la interaccién suelo/estructura, se suele adoptar otro tipo de modelo,
conocido como amortiguamiento histerético. Finalmente, el amortiguamiento de
tipo friccionante, presente en algunos dispositivos de disipacion de energia y de
aislamiento en la base, se trata usualmente de manera directa como una fuerza de
restauracion no lineal.

En esta seccion se expondra una manera experimental sencilla de determinar
la fraccién de amortiguamiento viscoso, la cual se basa enteramente en lo expuesto
hasta ahora sobre vibraciones libres. Nos referiremos para ello a la figura 2.11.
En ella se aprecia el decremento que sufren las amplitudes de la vibracion de ciclo
a ciclo como efecto de la fuerza de amortiguamiento. Consideremos el ciclo de
vibracién j. La amplitud del desplazamiento estd dada por la ecuacién (2.53)
como

uj = Ce *4 (2.59)
donde se ha hecho la funcién coseno igual a 1, lo que tiene lugar en el tiempo
tj=7 X 2n
i=1J o,
Andlogamente,
uj = Ce 8t
, 27
bon = (j+1) x = (2.60)
Wa

Esto indica que la relaciéon entre las dos amplitudes es

—§wj2—”
e wa 27
S (2.61)
Ujt1 e*§W(1+1)E

U
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El llamado decremento logaritmico de las amplitudes estd definido como el loga-
ritmo natural de la relacion anterior, por lo cual,

; 2 2
uj méw _ K (2.62)

Ujt1 Wa, 1— €2

€, = In

De acuerdo con esto, si se dispone de mediciones experimentales de vibracién
libre de un modelo determinado de un grado de libertad, la propiedad de amor-
tiguamiento se puede estimar

e Calculando el logaritmo natural de la relacion entre dos amplitudes sucesivas.

e Calculando luego el valor de & de la ecuacién (2.62). Notese que para los
valores usualmente pequenios que toma la fraccion de amortiguamiento, el
decremento logaritmico se puede calcular aproximadamente como

€ ~ 2mé (2.63)

El procedimiento anterior se puede generalizar al caso en que se tomen medi-
ciones de las amplitudes de dos ciclos 7 y j + m, lo que se realiza usualmente en
la practica. En tal caso, el decremento logaritmico es

U 2mém

€m = In = (2.64)

que para fracciones de amortiguamiento pequenas se puede aproximar por

€m 2 2mEM (2.65)
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Capitulo 3

Vibracion armonica de los
sistemas sencillos

En este capitulo se abordara el analisis de la vibracion de sistemas simples excitados
por una carga arménica de tipo p(t) = psinwt, donde @ denota la frecuencia de
la carga y p su amplitud. En la vida real, esta carga tiene lugar en la accién
de maquinaria sobre estructuras. Sin embargo, la importancia de este anélisis va
mas alld del interés por calcular la respuesta a este tipo de carga, puesto que la
carga armonica constituye el nicleo de la descomposicion de una accion cualquiera
en series trigonométricas (o series de Fourier) y, por tanto, del andlisis en el
dominio de la frecuencia. Dada la importancia de ambos temas en la Dindmica
de Estructuras, la respuesta bajo carga armonica de sistemas sencillos constituye,
pues, un tema indispensable para tales desarrollos avanzados.
El problema que examinaremos a continuacién tiene la forma siguiente:

mii + ct + ku = psinwt (3.1)

donde es la frecuencia de la excitacion externa y p su amplitud. Un problema
corriente en el andlisis de estructuras sometidas a excitaciones de tipo armoénico
es el llamado de fuerza armdnica constante, en el sentido de que la intensidad de
la fuerza p no depende de su frecuencia w. Un problema ligeramente diferente es
el creado por maquinas en las que una masa rota con una excentricidad dada a
una velocidad constante. Por este motivo, se conoce con el nombre de problema
de masa rotatoria y en él la fuerza dinamica tiene por expresion

p(t) = m, e @®sin wt (3.2)

donde m, es la masa rotatoria y e su excentricidad. Este problema equivale a
hacer p = m, e ©? en la expresién (3.1), lo cual indica que la magnitud de la fuerza
depende de la frecuencia de la misma. En este capitulo se tratara el problema

39
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general (3.1), pero se harén los ajustes pertinentes al caso de la fuerza dependiente
de la frecuencia de la excitacion.

3.1 Vibracién armodnica sin amortiguamiento

Consideremos en primer lugar la ecuacién (3.1) sin el término de amortiguamiento:

mii + ku = psin @t (3.3)

De acuerdo con la Teoria de Ecuaciones Diferenciales, este problema tiene por
solucion

U= Uy + Up (3.4)

donde uy, es la solucion de la ecuacion homogénea, que se obtiene haciendo nulo
el lado derecho de la ecuacion (3.3) y u, una solucién particular adecuada a dicho
término. La primera de ellas corresponde, pues, a la ecuacién (11) del capitulo 2:

up = Asinwt + B coswt (3.5)

En lo que respecta a la solucién particular u,, se buscard una solucién del tipo

u, = C'sinwt (3.6)

es decir, una respuesta en fase con la excitacion externa. Al derivar esta solucién
dos veces y sustituir en (3.3) se obtiene

—mCw?sinwt + kC sin wt = psin wt (3.7)

Al dividir entre sinwt se llega a que
—mCw* +kC =p (3.8)
Como w? = k/m, el coeficiente C' es
C = E (;) (3_9)
k
donde

w

En consecuencia, la solucién total es, de acuerdo a las ecuaciones (3.4), (3.5) y
(3.10),
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D 1
uw = Asinwt + Bcoswt + £<1—7ﬁ2) sin wt

k

a(f)

10

Figura 3.1: Factor de amplificacion - Sistema sin amortiguamiento.

41

(3.11)

Para el caso usual en el que la estructura se encuentre sin desplazamiento

ni velocidad iniciales (u, = u(0) = 0,4, = 4(0) =

0), el siguiente sistema de

ecuaciones, que permite calcular los coeficientes A y B, resulta al proceder de

manera semejante a lo hecho en el capitulo 2:

0—A.0+B
O:Aw—B-0+u‘)£(;)
AV

De aqui resulta que

En consecuencia, para condiciones iniciales de reposo,

(3.12)
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D 1
Esta expresion se puede expresar sucintamente en la forma,
u = uea(f)r(t) (3.14)
donde
D
e = — 3.15
we=" (3.15)

es el desplazamiento que produciria la carga p si se aplicase de forma estatica,

1

a(f) = 1— 7 (3.16)
es el factor de amplificacion, que depende solamente de 3 y la funcién
r(t) = sinwt — Fsinwt (3.17)

gobierna la historia de la respuesta. La figura 3.1 muestra un diagrama del valor
absoluto de la funcién a(f3), en el que se aprecia que para valores de ( cercanos a
1 la amplificacién de la respuesta dinamica con respecto a la estatica tiende a ser
infinita. Este fenémeno, conocido con el nombre de resonancia se da, entonces,
para una estructura con amortiguamiento nulo tal que su frecuencia natural se
aproxime a la de la carga arménica. Por su parte, la figura 3.2 muestra la respuesta
(3.14) para u, = 1, 3 = 0.9, w = 7 rad/s. Se observa que la respuesta es periddica,
con un periodo de aproximadamente 10 s, el cual difiere tanto del propio de la
estructura (T = 27 /7 = 2 s) como del de la excitacién (T = 2.22 s). Asimismo,
puede verse la manera como ocurre el fendmeno de la resonancia: A un ciclo inicial
de amplitud poco mayor que u, le suceden ciclos de amplitudes cada vez mayores,
hasta que se alcanza un maximo cuya magnitud esta gobernada por el valor de
[ correspondiente al caso; luego, después de una decadencia de la vibracién se
reinicia el fenémeno. Por esto puede concluirse que el proceso ocurre por golpes
dindmicos.

3.2 Vibracién armoénica amortiguada

Como ha quedado dicho en el capitulo anterior, la inclusién del amortiguamiento
viscoso en el analisis dinamico representa una mejor aproximacion a la respuesta
real que el modelo anterior, puesto que, como indica la ecuacién (3.11), aun cuando
se retirase la fuerza externa, la estructura seguiria vibrando perpetuamente. Al
considerar el amortiguamiento viscoso, la ecuacién (3.3) se transforma en
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il AL
Ly v 5 1 1\/\/20\/V5 30

Figura 3.2: Respuesta armonica para ue = 1, # = 0.9, w = 7 rad/s.

mil + ¢t + ku = psin ot (3.18)
La solucion de la ecuacién homogénea, obtenida en el capitulo 2, es
up = [Asinw,t + B cosw,t]e™! (3.19)

En lo que respecta a la solucién particular, se buscara una de la forma

up, = C'sinwt + D cos wt (3.20)

la cual tiene una expresién més general que la del caso anterior debido a la presencia
del amortiguamiento. Al derivar las solucién particular dos veces y sustituir en la
ecuacién (3.18) se llega a la siguiente expresion:

2C¢ow + D(w® — G)2)] cos wt + [C(w2 — &%) — 2D¢&Gw — % sinwt =0 (3.21)

Debido a la ortogonalidad entre las funciones seno y coseno, la igualdad anteri-
or solo queda satisfecha si los dos términos entre corchetes son simultdneamente
iguales a cero. Esto equivale a que

[ 1-p
“=% {(1 — B (256)2}
_ P —2¢0
D=5 [(1 —F+ (25@2] (3.22)
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La respuesta total uy + u, es, por tanto,

u = [Asinw,t + B cosw,tle ¢ +
B_ 1
kL= B2)2+ (260)

En esta ecuacion, el primer término, que corresponde a la vibracion libre amor-
tiguada, disminuye progresivamente hasta hacerse casi nulo, como se ha anotado
antes; por esta razén se le conoce con el nombre de componente transitoria de la
solucién armoénica total u(t). Por otra parte, la componente asociada a la carga,
up, se denomina componente estacionaria. Conviene examinar ahora de cerca esta
componente, la cual estd gobernada por la frecuencia de la carga @ y por relacion
de frecuencias 3, como puede observarse.

S[(1 = %) sinwt — 2£3 cos wi] (3.23)

Up /@
D
AS
A
AS
G
(7 /
t .
w
@] // Up
//
wt \,”
C

Figura 3.3: Interpretacién vectorial de la vibracién armoénica.

Tal como se hizo en el capitulo 2, la solucién u,, también puede representarse
en forma vectorial, como indica la figura 3.3. La magnitud de los vectores es
|OC|| = C y ||OD|| = D, donde las expresiones de C' y D estan dadas por las
ecuaciones (3.22). Esto implica que la componente estacionaria se puede expresar
como

u, = G cos(wt — ) (3.24)
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Figura 3.4: Angulo de desfase de la vibracién armoénica amortiguada.

donde G es la magnitud del vector resultante oc: y « su angulo con respecto al
vector OD. Evidentemente,

G =C?+ D? (3.25)

lo que da como resultado

G =

3

! 3.26
(1= + (20 (3:20)

La constante GG define la amplitud maxima de la respuesta. Por su parte, el angulo
« indica, claramente, el desfase existente entre la solucién total u, y el armoénico
constituido por D coswt en la solucién (3.20). Su valor es

C
— —-1{ =
a = tan (D) (3.27)
lo que equivale a
i 2P
_ 1
a = tan (1 — 52) (3.28)
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a(f3, )
18

16
14

12

101 & =0.06—H

Figura 3.5: Factor de amplificacion - Sistema con amortiguamiento.

La figura 3.4 contiene un diagrama que ilustra la dependencia de « con respecto
a 3y & De manera semejante a lo hecho en la secciéon anterior, la componente
transitoria se puede expresar de manera compacta en la forma

up = ue a(f, &) r(t) (3.29)

donde u, tiene el mismo significado que en la ecuacién 3.15 (es decir, el desplaza-
miento que causaria una fuerza p aplicada de manera lenta). Por su parte, la
funcién r(t) es ahora

r(t) = cos(wt — ) (3.30)

y el factor de amplificacion es en este caso funcién de § tanto como de &:
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1
a(B,€) = \/(1 — e T (287 (3.31)

La figura 3.5 contiene un diagrama que ilustra la variacion del factor de amplifi-
cacion. Es evidente que el amortiguamiento contribuye notoriamente a disminuir
la gran amplificacién que se presenta alrededor de # = 1. Desgraciadamente, el
incrementar la fraccién de amortiguamiento no es algo que pueda hacerse a vo-
luntad en el diseno de estructuras, salvo en el caso de ciertos sistemas especiales
de control activo y pasivo de vibraciones. Por tanto, bajo carga armodnica, una
medida prudente de diseno consiste en buscar para la estructura una frecuencia
suficientemente alejada de la frecuencia de la carga impuesta. En este contexto, es
importante anotar que los valores méaximos del factor de amplificacién (que pueden
obtenerse por simple derivacién) corresponden a las frecuencias

Wiax = wy/1 — &2 (3.32)

y tienen por valor

maxa(8, ) = - ! (3.33)

Ev1—-¢

Finalmente, en el problema de masa rotatoria mencionado mas arriba, el hecho

de que la amplitud de la fuerza p dependa de la frecuencia de la excitacion, hace

conveniente expresar algunas de las relaciones anteriores en forma modificada. En
efecto, el término p/k vale ahora

D mre@2 my e w? my e

= = = — (3.34)

k k m w? m

Por esto, los términos de la ecuacién (3.29) son en este caso

) 1
a(B,§) = \/(1 — T (23 (3.35)

r(t) = cos(wt — )

Los valores del factor maximo de amplificacion y de la frecuencia correspondi-
ente son

maxa(8, ) = - ! (3.36)

§yv/1—¢€2
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1

1 —2¢2
La figura 3.6 muestra la variacion del factor de amplificacién para el problema de
masa rotatoria.

(3.37)

Wmax — W

a(f3, )
18

16

14

12

10

Figura 3.6: Factor de amplificacién - Problema de masa rotatoria.

Ejemplo 3.1

La figura 3.7 muestra un bloque de cimentacion que soporta un equipo eléctrico,
el cual contiene dos masas rotatorias de 2,400 kg cada una, las cuales giran a



Vibracion arménica de los sistemas sencillos 49

Figura 3.7: Ejemplo 3.1. - Equipo de masas rotatorias.

una velocidad de 1,800 revoluciones por minuto, en sentido horario y antihorario,
respectivamente, con una excentricidad de 0.0002 m. La masa de la estructura
es de 14,200 kg, su rigidez en sentido vertical (incluyendo el aporte del sistema
cimentacién-suelo) es de 4.68 x 10° kN/m y la fraccién de amortiguamiento critico
es de 0.1. Hallar el factor de amplificacion dinamica y el desplazamiento vertical
maximo.

De acuerdo a esta informacion, el equipo dado es del tipo rotatorio-balanceado,
lo cual significa que al producirse giros en direcciones angulares opuestas, las com-
ponentes horizontales de las fuerzas centrifugas, iguales cada una a

my e@? cos ot

se anulan mutuamente. Por el contrario, las componentes verticales se suman y
generan una fuerza unica vertical igual a

p(t) = 2m, ew? sin wt

En estas ecuaciones m, es la masa rotatoria en cada centrifuga, igual a 2,400 kg
y e es la excentricidad (0.0002 m). La frecuencia angular de la carga se obtiene a
partir de su velocidad angular como

5 1800 x 27 _ 188.5@
60s S
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Por su parte, la frecuencia natural del sistema estructura—suelo es

1,68 x 108N
o \/( 68 x 10 RN
S

14,200 + 2 x 2,400)kg - m

Por tanto 188.5
= —— =1.201
b 156.9 ’

lo que indica que el sistema esta cerca del punto critico # = 1. El desplazamiento
maximo se obtiene del producto de
mee 4,800 x 0.0002

o= = = 5. 10°°
u -~ 19,000 5.05 x 10

por

2 1 —
a(8,§) =B \/(1 5P T (2eAf 2.86

Por tanto,

Umax = 1.44 x 10™'m



Capitulo 4

Vibraciones forzadas de los
sistemas sencillos

Luego de haber examinado un caso particular de vibracion forzada en el capitulo
anterior, correspondiente a la excitacién armoénica, en este se estudiara la vibraciéon
forzada de sistemas sencillos lineales ante una excitacion dinamica cualquiera. En
primer lugar se deducird la expresién que permite calcular la respuesta general,
conocida como integral de Duhamel. A continuacién se tratard el calculo analitico y
numérico de dicha integral y luego se estudiard el método de aceleracion lineal que
permite el analisis numérico de sistemas sencillos tanto lineales como no lineales.
Finalmente, se introducira la nocién de espectros de respuesta, de gran utilidad en
el andlisis de estructuras bajo diversos tipos de acciones dindmicas.

4.1 Integral de Duhamel

La figura 4.1 ilustra esquemdticamente una carga dindmica cualquiera p(¢). En
vista de que para sistemas lineales es valido el principio de superposicion, descom-
pondremos esta carga en una serie de impulsos formados por el drea sombreada
y sumaremos los resultados. Un impulso cualquiera abarca el intervalo de tiempo
(1,7 4+ d7). Cuando un impulso asi actia sobre un cuerpo de masa m produce un
incremento del momentum dy, igual al producto de la masa por el cambio de la
velocidad del cuerpo dv (ver capitulo 1). Este incremento de velocidad se agrega a
la velocidad que ya ha adquirido el cuerpo en el instante 7. Segin la segunda ley
de Newton, la tasa de cambio del momentum es igual a la fuerza aplicada p(7):

du du
= —— =m— 4.1
p(7) dr de (41)

A diferencia de la deduccion hecha al comienzo del capitulo 1, en este caso no
se considera la fuerza reactiva ku debido a que el resorte tarda en reaccionar y,

ol
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du(t)

/N
(1) VRV

Figura 4.1: Deduccién de la integral de Duhamel.

cuando lo hace, ya la fuerza externa ha desaparecido. De la ecuacién anterior, se
deduce que el incremento de la velocidad es

p(r)dr

du =

(4.2)

En vista de que la carga externa p(7) desaparece en un instante infinitesimal,
este incremento de velocidad se puede considerar como la velocidad inicial de la
vibracion libre que comienza en el instante ¢ — 7. Por tanto, resulta védlido hacer
uso de la ecuacién (2.11),

Uy .
u = —>sinwt + u, cos wt (4.3)
w

que describe la respuesta libre de un sistema sencillo no amortiguado con condi-
ciones iniciales de desplazamiento y velocidad. En este caso,

IS
o

Il

o
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(4.4)

Por tanto, se concluye que el desplazamiento producido en un instante ¢ cualquiera
es

du = 2T

p_ sinw(t — 7) (4.5)

Como el sistema es lineal, la respuesta total puede obtenerse sumando las con-
tribuciones de cada impulso p(7), es decir,

t
T) .
u(t) = / P Gt — 7)dr (4.6)
0 Mmw
Esta solucién se conoce con el nombre de integral de Duhamel. En esta ecuacién
se ha supuesto que las condiciones iniciales del sistema en ¢ = 0 son nulas. En el
caso general, en que u, # 0,1, # 0, la respuesta total esta dada por la suma de
las ecuaciones (4.3) y (4.6), es decir,

Uy "p(r)

u(t) = —>sinwt + u, coswt + / —~sinw(t — 7)dr (4.7)

w 0 mw
La respuesta general de un sistema con fraccién de amortiguamiento viscoso £ se
deduce de manera semejante. El resultado es

. t
U:(t) — e—&ut <M Sin wat _|_ U’O cosS wat> + / @e_gw(t—T) Sin Wy (t _ T)dT
Wa 0 Mwa
(4.8)

donde se ha hecho uso repetido de la ecuacién (2.52).

Ejemplo 4.1

Calcular la respuesta de un sistema sin amortiguamiento, ante la carga de forma
rectangular mostrada en la figura 4.2 con condiciones iniciales nulas.
La carga mostrada queda descrita matematicamente por la ecuacion

_Jp, 0<t<t,
p@y‘{o, t>t

En consecuencia, la respuesta entre t =0y ¢t <t es

t _

p .
t) = _— t—71)d 0<t<t
u(t) i sinw(t — 7)dr, <t<t
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h]

Figura 4.2: Ejemplo 4.1 - Carga externa.

lo que da como resultado

D
mw?
La expresion de la velocidad correspondiente a este desplazamiento es

u(t) =

(1 — coswt), 0<t<t, (4.9)

u(t) = L sinwt
mw

En el instante ¢ = ¢, se suspende la vibracion forzada y comienza una vibracién
libre con condiciones iniciales

_ P
u, = u(t)) = mw2(1 — coswt,)
S D .
U, = u(t)) = ——sin wt,
Por tanto,
u(t) = P [sinwt, sinwt + (1 — coswt, ) cos wt], t>1, (4.10)

L]
4.2 Solucion numérica de la integral de Duhamel

En la practica, pocas situaciones son susceptibles de ser resueltas analiticamente
por medio de la integral de Duhamel, debido a que la mayoria de cargas dindmicas
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carecen de expresion matematica explicita. Por esa razon se hace necesario recurrir
a soluciones de tipo numérico propias del calculo aproximado de integrales, tales
como las reglas de los trapecios, de Simpson, de Romberg, etc. A continuacion se
expone la solucién del problema dindmico por medio de estas técnicas.
Consideremos la parte de la solucién (4.8) constituida por la integral de Duhamel:

u(t) = ! /Otp(T)e_g“’(t_T) sinw,(t — 7)dr (4.11)

mw,

Al resolver las funciones exponencial y trigonométrica indicadas, esta ecuacién
toma la forma

1 t
u(t) = / p(1)e 8 e [sin w,t cOS WaT — COS Wyt Sin w,T]dT (4.12)
mw, Jo
por lo cual
efﬁwt t t
u(t) = (sin wat/ p(7)et“" cosw,TdT — cos wat/ p(7)ef“ sin waTdT>
mwgy 0 0

(4.13)
puesto que la variable de integracion es 7. En forma compacta, esta expresiéon se
puede poner en la forma

u(t) = c(t) sinw,t — s(t) cosw,t (4.14)
donde
c(t) = et /tp(T)eg‘” coSs w,TdT
mw, Jo
s(t) = o /tp(T)e§“T sin w,Td7 (4.15)
mwa Jo

En consecuencia la solucién numérica de i(t) se convierte ahora en la de las inte-
grales ¢(t) y s(t). Para ello se pueden aplicar directamente las técnicas conven-
cionales mencionadas, las cuales estan basadas en suposiciones sobre la variacion
del integrando en intervalos discretos de tiempo. Asi, si el intervalo de tiempo [0, ]
se divide en n— subintervalos iguales [0,7,),[7,,7,)s- -, [Tn_1,Tn], T = t, espacia-
dos Ar, la regla de los trapecios corresponde a la suposicion de que el integrando
varia linealmente en el intervalo, mientras que la de Simpson supone una variacién
parabélica. Recordemos que el valor aproximado de una integral cualquiera
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d(t) = /0 ey (4.16)

es, en estas técnicas, el siguiente:

1. Regla de los trapecios:

d(t) ~ ar

fO)+2f(r)+2f(1,)+ ...+ 2f(1 1) + f(1) (4.17)
donde f(7;),i = 0,1,2,...,n, es el valor del integrando f(7) en el tiempo
t; = iAt.

2. Regla de Simpson

A(t) ~ S0+ A7) +27(7) 4+ AT ) + Tm)] (419

coni=24,...,n'

En vista de que en Dindmica de Estructuras se requiere con frecuencia calcular
la historia completa de la respuesta para todo tiempo ¢ en un rango dado, resulta
preferible plantear el cdlculo numérico de las integrales ¢(t) y s(t) en forma recu-
rrente, lo que significa que la respuesta para un tiempo ¢; se exprese en funcién de la
respuesta para el instante anterior ¢; ;. Esto evita el recalculo de las sumas ya rea-
lizadas en los pasos anteriores. Llamaremos ¢;, s; el valor de las integrales ¢(t), s(t)
en el intante t = t; y f;, g; el valor de los integrandos p(7) cosw,7, p(T)sinw,T,
respectivamente, en 7 = iA7. Para las dos reglas mencionadas, las ecuaciones
recurrentes se expresan, en consecuencia, como sigue:

1. Regla de los trapecios:

AT

2muw,
AT

2mw,

—{wAT+ [fi_le—ﬁwAT+fi]

C; X Ci—1€

—EwAT +

S, N S;—1€ [gi_le_&UAT + gz] (4.19)

IN6tese que en este caso el nimero de subintervalos n debe ser par.
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2. Regla de Simpson

AT

3mwy,
AT

3mwy,

—2§u.;AT_|_ [fi_Qe—ZﬁwAT+4fi_le—§wAT+fi]

C; =X Cij_9€

—28wAT +

S; A 8;_o€ [gi_Qe—%wAT + 4gi_le—§uJAT 4 gz]

(4.20)

El programa de MATLAB dtrapez.m, que se lista a continuacién, calcula la res-
puesta de un sistema sencillo por el algoritmo expresado en la ecuacién (4.19):

function [t,d]=dtrapez(p,m,w,xi,dt)
b
-
% [t,d]l=dtrapez(p,m,w,xi,dt)
-
b
% Calcula la integral de Duhamel (respuesta de un sistema
% sencillo lineal) por la regla de los trapecios.
b
b
% Por: Jorge E. Hurtado G.
% Universidad Nacional de Colombia
b
b
% p: vector (columna) de carga externa
% m: masa del sistema

% w: frecuencia natural del sistema

% xi: fraccion de amortiguamiento viscoso

% dt: paso de tiempo

b

% t: vector de tiempo

% d: desplazamiento de respuesta

b

b
-
b

b

n=length(p);

tmax=dt*n;

t=linspace(0,tmax,n)’;

wa=wxsqrt (1-xi~2);
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f=p.*cos(wa*t);
g=p.*sin(wax*t) ;
f1=[0; £(1:n-1)];
gl=[0; g(1l:n-1)1;
pc=fl*exp(-xi*wxdt)+f;
ps=gl*exp(-xi*wxdt)+g;
pc=pc*dt/m/wa/2;
ps=ps*dt/m/wa/2;
for i=1:n
if i==
c(i,)=pc(i,1);
s(i,1)=ps(i,1);
else
c(i,1)=c(i-1,1)*exp(-xi*wxdt)+pc(i,1);
s(i,1)=s(i-1,1)*exp(~xi*wxdt)+ps(i,1);
end
end
d=c.*sin(wax*t)-s.*cos (wa*xt) ;
figure
plot(t,d)
xlabel(’Tiempo’)
ylabel(’Desplazamiento’)

Ejemplo 4.2

La figura 4.3 muestra el registro de la aceleracion de una componente del sismo
de Tokachi-oki, ocurrido en Japdén en 1968. El registro se encuentra digitaliza-
do a intervalos de 0.02 s. Calcular la historia de desplazamientos, velociades y
aceleraciones de respuesta de un sistema caracterizado por 7' =1 s y & = 0.05,
utilizando el programa dtrapez.m.

Como T =1 s, w = 27 rad/s. Antes de usar el programa es necesario obtener
el vector de cargas, el cual para el caso sismico es

p(t) = —Mmis (t)

Sin embargo, como la masa aparece dividiendo el vector de cargas en la integral
de Duhamel (4.6), se concluye que se puede utilizar el programa con una masa
cualquiera, p. ej. igual a la unidad. De esta manera, el programa se activa con la
orden

[t,d]=dtrapez(p,1,2*pi,0.05,0.02)
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Figura 4.3: Registro del sismo de Tokachi-oki.

El resultado aparece en la figura 4.4.

4.3 Método de la aceleracion lineal

Ademas del método de integracion expuesto anteriormente, se han desarrollado
diversas técnicas numeéricas para estimar la respuesta de estructuras ante excita-
ciones dinamicas, las cuales resultan de mas facil extension al caso de sistemas
miltiples que la integracion numérica de la ecuacion de Duhamel. Una de tales
técnicas es el método de la aceleracion lineal, el cual destaca frente a otras alter-
nativas por su sencillez, sin menoscabo de su precisiéon. Por esta razon lo hemos
seleccionado para su exposicién en este texto.

La hipotesis de partida del método consiste en la suposicion de una variacion
lineal de la aceleracién de respuesta entre dos instantes sucesivos (que denotaremos
como 0 y 1), separados un intervalo de tiempo At. Esto se aclara con la figura
4.5a, en la que aparece la variacion supuesta de la aceleracion entre 4, y i,. Si T
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Figura 4.4: Ejemplo 4.1 - Desplazamiento de respuesta.

es la coordenada de tiempo que recorre el intervalo [t,, ¢, ], se tiene que la variacién
de la aceleracién en el intervalo esta dada por la ecuacion que aparece en la figura
4.5a. Al integrar con respecto a la variable 7 se obtiene la expresion de la velocidad
en el intervalo:

. . 2
U, — U, T

At 2

u(r) = /il(T)dT =C + i, +

donde C' es una constante de integracién cuyo valor se obtiene a partir de la
condicién de frontera @(0) = @,. Por tanto C' =1, y

. . 2

i, — i, T

— 4.21

expresion que aparece en la figura 4.5b. De manera similar se obtiene la ecuacion
del desplazamiento, que consta en la figura 4.5¢. Los valores de la velocidad y el
desplazamiento en el final del intervalo (7 = At) son, entonces,

w(r) =, + i,7 +
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Figura 4.5: Método de la aceleracién lineal.

. AL L
U, = U, + 7(”0 + ul)
At? At?
U, = u, +U0At+UOT +U17 (422)
De la ultima de estas expresiones se obtiene
. 6 . .
u, = —@UO — EUO - 2U0 + @Ul (4.23)

Al reemplazar esta ecuacién en la primera de las relaciones (4.22) se obtiene

. . At . 3

thy = R, T gty e
A continuacién sustituimos estas dos tltimas expresiones en la ecuacion del movi-
miento en el instante ¢,

(4.24)
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mi, + cu, + ku, = p,

donde p, es el valor de la carga en dicho momento. El resultado es

6 6 . ; 6
(=gt = wlo = 2+ gt +
. At . 3 3
C(—2U0 — 7“0 — EUO + EUI) + kUl = pl (425)

Esta ecuacién puede ponerse en la forma

Fu, = p, (4.26)
donde
- 3c 6m
ek X0 42
tTAar T A (4.27)
' A
_ 6u, 61, . 3u . l.
_ 2 ) (—0 2 4 = ) 49
pr=p,+m( 355+ 5o+ 20, ) + o T+ 2, + S, (4.28)

Puede verse que la ecuacién central (4.26) tiene la forma de la expresién que
describe el desplazamiento estatico simple de un resorte sometido a la fuerza p, .
Por tanto, para calcular la respuesta del sistema basta con seguir los siguientes
pasos:

1. Calcular la rigidez equivalente k (ecuacién 4.27).
2. Para cada instante de tiempo,

e Calcular la carga equivalente al final del intervalo p, (ecuacién 4.28);
e Calcular el desplazamiento u, (ecuacion 4.26);
e Calcular la velocidad @, (ecuacion 4.24);

e Calcular la aceleracion i, (ecuacién 4.23);

3. Hacer v, = u,,u, = u,,1i, = i, y regresar al paso anterior.

Este algoritmo se encuentra codificado en el programa dmaclin.m que se lista
enseguida. Noétese que su uso es igual al del programa dtrapez.m.
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function [t,d,v,al=dmaclin(p,m,w,xi,dt)
A
-
% [t,d,v,al=dmaclin(p,m,w,xi,dt)
-
A
% Calcula la respuesta de un sistema
% sencillo lineal por el metodo de la aceleracion lineal.
b
A
% Por: Jorge E. Hurtado G.
% Universidad Nacional de Colombia
A
b
% p: vector (columna) de carga externa
% m: masa del sistema
% w: frecuencia natural del sistema
% xi: fraccion de amortiguamiento viscoso
% dt: paso de tiempo
b
% t: vector de tiempo
% d: desplazamiento de respuesta
% v: velocidad de respuesta
% a: aceleracion de respuesta
b
A
-
A
b
n=length(p);
tmax=dt*n;
t=linspace(0,tmax,n)’;
do0=0;
v0=0;
a0=0;
b
k=m*w"~2;
C=2*m*WkX1;
kbar=k+3*c/dt+6*xm/(dt~2);
ikbar=1/kbar;
A
for i=1:n
pl=p(i,:);
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dp=m* (6*d0/dt"~2+6*v0/dt+2*a0) ;
dp=dp+c* (3*d0/dt+2*v0+dt*a0/2) ;
pbar=pl+dp;

dl=ikbarx*pbar;

v1=3%(d1-d0) /dt-2*v0-dt*a0/2;

al=6x%(d1-d0)/dt~2 -6*v0/dt-2*a0;

d(i,1)=41;
v(i,1)=v1;
a(i,1)=ail;
dO0=d1;
vO=v1;
a0=al;

end

figure

plot(t,d)
xlabel(’Tiempo’)
ylabel(’Desplazamiento’) ;
figure

plot(t,v)
xlabel(’Tiempo’)
ylabel(’Velocidad’);
figure plot(t,a)
xlabel(’Tiempo’)
ylabel(’Aceleracion’);

Ejemplo 4.3

Dindmica de Estructuras

% ecuacion (24)
% ecuacion (23)

La figura 4.6 muestra una carga de forma triangular, la cual representa, de
manera esquematica, la acciéon producida por una explosion. Calcular la respuesta
de un sistema de masa unitaria con propiedades 7' = 0.25 s y £ = 0.05 utilizando

el programa dmaclin.m.

Aunque es posible resolver este problema de manera exacta por medio de la inte-
gral de Duhamel, es interesante examinar su tratamiento por un método numérico
como el descrito en el entorno de MATLAB. La carga externa queda descrita por

la ecuacion

0<t<0.1s

(0 = 100¢,
PRI= 00—y, 01s<t<ls

9
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Figura 4.6: Ejemplo 4.3 - Carga externa.

En MATLAB, para un tiempo total de 6 segundos de calculo de la respuesta, esta
carga puede crearse de la manera siguiente:

t=linspace(0,6,3001);
p1=100%t (1:51);
p2=100% (1-t (52:501))/9;
p3=zeros(1,3001-501) ’;
p=[pl; p2; p3];

El uso de 3001 valores implica hacer el calculo con un At igual a 0.002 s, el
cual resulta suficientemente preciso para captar la respuesta del sistema en el corto
intervalo de crecimiento de la carga. De acuerdo con los datos, la frecuencia del
sistema es w = 27/0.25 = 87. En consecuencia, el programa se activa por medio
de la instruccion

[t,d,v,al=dmaclin(p,1,8*pi,0.05,0.002);

La historia de la respuesta de desplazamiento aparece en la figura 4.7. Puede
observarse que en el tiempo de duracién de la carga la estructura vibra practica-
mente en un solo lado y que, a partir del momento en que se anula la carga, la
estructura sigue vibrando en forma libre amortiguada.
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Figura 4.7: Ejemplo 4.3 - Desplazamiento de respuesta.

4.4 Espectros de respuesta

Al igual que en el andlisis estatico de estructuras ante diversas cargas externas
posibles, en Dinamica de Estructuras es de interés conocer los valores maximos
absolutos de las respuestas, debido a que éstos gobiernan claramente el diseno.
Los espectros de respuesta son graficos que recogen la informacién referente a las
respuestas maximas de varios sistemas sencillos de diferente periodo pero igual frac-
cién de amortiguamiento ante una misma excitacion. El interés de estos graficos
va mas alla de los sistemas sencillos, toda vez que en los sistemas multiples de tipo
lineal o moderadamente no lineal, existen siempre ciertos periodos que aparecen
como dominantes y, por tanto, controlan ampliamente la respuesta. En consecuen-
cia, a partir de un espectro de respuesta, calculado sobre un sistema sencillo, se
puede estimar la respuesta maxima de un sistema complejo.

En general se pueden construir espectros de diferentes respuestas. Los mas
usuales en sistemas lineales son los de desplazamiento, velocidad y aceleracion.
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max(|u,|)
p(0)
max(|u, )
p(t)—
maﬂulD 1,,¢

Figura 4.8: Calculo de un espectro de respuesta.

Para sistemas no lineales, ademas de los anteriores se suelen calcular otros espec-
tros, tales como de energia disipada, indices de dano, etc. En esta seccién nos
limitaremos al calculo de los espectros de respuesta basicos de desplazamiento,
velocidad y aceleracién, los cuales estan definidos de la manera siguiente:

Sal€, T, p(t)) = max(Ju(t, €, T)])
Su(€. T,p(t)) = max(Ja(t,€, 7))
Sa(&, T, p(t)) = max fi(t, €, 7)) (4.29)

Estas ecuaciones indican que el espectro de desplazamiento S4(&, T, p(t)) es una
funcién de la fraccién de amortiguamiento £ y del periodo del sistema 7T, al igual
que de la carga externa p(t), comin a todos los sistemas evaluados para la con-
struccién del espectro (figura 4.8). La funcién estd definida simplemente como
el maximo desplazamiento u(t) que tenga el sistema en toda su historia de res-
puesta, en valor absoluto. Igual interpretacion tienen los espectros de velocidad y
aceleracion.
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En el caso de sismos, el espectro de aceleracion se define en términos de la
aceleracion absoluta,

Su(&, T is(t)) = mae( fis(1) + i(1,€, 7)) (4.30)

va que ig(t) + i(t) es la aceleracion total que sufre la masa del sistema (ecuacién
1.10).

En las figuras 4.9 a 4.11 aparecen los espectros de desplazamiento, velocidad
y aceleracién para fracciones de amortiguamiento £ iguales a 0, 0.02, 0.05 y 0.1,
para sistemas sencillos lineales con periodos comprendidos entre 0.05 y 3 s, con un
incremento de periodo de 0.05, sometidos al acelerograma del sismo de Tokachi-oki
(figura 4.3). El célculo se realiz6 por el método de la aceleracién lineal, expuesto
mas arriba, empleando el programa de MATLAB desplin.m:
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function [T,Sd,Sv,Sal=desplin(as,Tmin,Tmax,DT,vxi,dt)
A
-
% [T,Sd,Sv,Sal=desplin(as,Tmin,Tmax,DT,vxi,dt)
-
A

% Calcula los espectros de respuesta de un sistema

% sencillo lineal por el metodo de la aceleracion lineal.
b

A

% Por: Jorge E. Hurtado G.

% Universidad Nacional de Colombia

A

b

% as: vector (columna) de la aceleracion del suelo
% Tmin: periodo minimo de calculo

% Tmax: periodo maximo de calculo

% DT: incremento del periodo

% vxi: vector que contiene las fracciones de amortiguamiento

% viscoso para las cuales se han de calcular los espectros
% dt: paso de tiempo del acelerograma

b

% Sd: espectro de desplazamiento

% Sv: espectro de velocidad

% Sa: espectro de aceleracion

b

b

% _____________________________________________________

h

b

l=length(vxi);

m=(Tmax-Tmin) /DT+1;

h

T=linspace(Tmin,Tmax,m)’;

W=2%pi./T;

h

for i=1:1

xi=vxi(i);
for j=1:m

w=W(j);
[d,v,al=dmaclini(-as,1l,w,xi,dt);
Sd(i,j)=max(abs(d));
Sv(i,j)=max(abs(v));

69
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Sa(i,j)=max(abs(as+a));

end
end
/)
figure
plot(T,Sd)
xlabel(’Periodo’)
ylabel(’Espectro de desplazamiento’);
figure
plot(T,Sv)
xlabel(’Periodo’)
ylabel(’Espectro de velocidad’);
figure
plot(T,Sa)
xlabel (’Periodo’)
ylabel(’Espectro de aceleracion’);

o
©

Desplazamiento, m
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Figura 4.9: Espectros de desplazamiento del sismo de Tokachi-oki.

Puede verse que a medida que crece la fraccién de amortiguamiento disminuye
el impacto del sismo. Ademads, se observa que el efecto de este tipo de cargas es
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Figura 4.10: Espectros de velocidad del sismo de Tokachi-oki.

diferente si se juzga en términos de desplazamiento o aceleracién. Por una parte,
los desplazamientos maximos son mayores a medida que aumenta el periodo del
sistema. Por la otra, el espectro de S, muestra una zona definida de altas acel-
eraciones de respuesta, acompanada de dos ramas de atenuacién hacia la derecha
y la izquierda. Esto indica que para estructuras de bajo periodo se tendran al-
tas aceleraciones y moderados desplazamientos maximos, mientras que en la zona
de largos periodos se pueden anticipar muy pequenas aceleraciones pero grandes
desplazamientos. Finalmente, para periodos muy bajos se tienen desplazamientos
maximos muy pequenos y aceleraciones moderadas. Huelga decir que, desde un
punto de vista global y un tanto grueso, los rasgos mostrados por los espectros
de este registro se dan tipicamente al analizar los registros de sismos tomados en
otras partes del mundo. Sin embargo, para cada region sismica se hace necesario
precisar los detalles de las tendencias espectrales para fines de diseno.

Puede demostrarse facilmente que entre los espectros de respuesta sismica se
cumplen las siguientes relaciones aproximadas:

So(& T,p(t)  Sal& T, p(1))

w w?

Sa(&, T, p(t)) ~ (4.31)

Estas relaciones no sélo son ttiles para calcular un espectro a partir de otro, sino
también para facilitar la deduccién de algunas expresiones practicas para el diseno,
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Figura 4.11: Espectros de aceleracion del sismo de Tokachi-oki.

como se vera mas adelante.



Capitulo 5

Propiedades estructurales de los
sistemas multiples

Se denomina sistema multiple a un modelo estructural que tiene varios grados de
libertad, en el sentido en que este término se entiende en Dinadmica de Estruc-
turas, es decir, como direcciones de aceleracién (traslacional o rotacional) de una
masa concentrada cualquiera. Esto los diferencia de los sistemas continuos, que se
caracterizan por un numero infinito de grados de libertad.

En este capitulo se estudiara la obtencion de las propiedades estructurales
basicas de los sistemas lineales de varios grados de libertad. Se examinard en
primer lugar las ecuaciones matriciales del movimiento y la construccion de las
matrices de masa y rigidez para sistemas que se puedan modelar como viga de
cortante. Luego se tratara la formacién de dichas matrices para el caso mas general
y la condensaciéon de la matriz de rigidez segun los principales grados de libertad
dindmicos.

5.1 Ecuaciones matriciales del movimiento

Examinemos en primera instancia un problema sencillo, cual es el constituido por
dos cuerpos rigidos de masas m, y m,, unidos en serie por dos resortes elasticos de
rigideces k, y k, (figura 5.1a). Los deplazamientos u, (t) y u,(t) se miden a partir
de un punto cualquiera de los cuerpos. Los diagramas de fuerzas de la figura 5.1b
indican que las ecuaciones de equilibrio de ambos cuerpos son

P, + k2(u2 - U’1) - klul = m1ﬁ1

D, — k2(u2 - ul) - mzi)’2 (51)

Después de organizar los términos se obtiene

73
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k'l F-->U, k2 F-->U,
m, ’i\/\/\/\/\/—‘ m, — P, (a)
b,
m h
. kz (U’z U’l) - . p
k1u1<— m, . my ’ (b)
b,

Figura 5.1: Modelo de dos grados de libertad sin amortiguamiento.

mlill + (kl + kz)ul - kzuz =P
m,i, — k,u, + k,u, =p, (5.2)

lo cual puede expresarse de manera matricial en la forma

mi+ku=p (5.3)
donde

(5.4)

Las ecuaciones anteriores han sido deducidas a partir de simples considera-
ciones de equilibrio. Para el andlisis de sistemas de muchos grados de libertad, sin
embargo, resulta mas practico construir de manera directa las matrices de masa y
rigidez, m y k, de acuerdo a un vector pre—establecido de desplazamientos u. La
ecuacién (5.3) puede expresarse en la forma
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fitTfe=p (5.5)

donde f, es el vector de fuerzas de inercia'y fy el vector de fuerzas de restauracion.
La expresién (5.5) no es, pues, otra cosa que una ecuacién de quilibrio de fuerzas,
en la que los elementos de los vectores de la izquierda tienen la forma general

fI,i =m, U, +m,u, +...+m,iy
Jrg =k u +ku, + . 4k uy (5.6)

donde se ve que los términos m;; y k;j, 1,5 = 1,2,...,n admiten la interpretacion de
coeficientes de influencia que reflejan el efecto del desplazamiento o la aceleracion
1 en el grado de libertad j. En la seccion siguiente examinaremos con mas detalle
la construccién de las matrices que forman estos coeficientes.

Figura 5.2: Construccién de la matriz de rigidez.
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5.2 Vigas de cortante

Consideremos en primer lugar un modelo conocido como wviga de cortante, nombre
que se explica por razones que quedaran claras en lo que sigue. Deduciremos en
primer lugar la matriz de rigidez. Se define el elemento k;; de dicha matriz k
como la fuerza que se debe aplicar en el grado de libertad v cuando en j tiene lugar
un desplazamiento unitario, siendo todos los desplazamientos restantes iguales a
cero. Esto se comprende més claramente por medio de la figura 5.2, en la que se
muestra de nuevo el modelo de dos cuerpos rigidos en serie de la figura 5.1. En
la figura 5.2a se somete el primer cuerpo a un desplazamiento igual a la unidad,
manteniendo el segundo en su posicion inicial, de acuerdo con la definicion de k;;.
Por tanto se requiere una fuerza igual a

kll = kl +k2

para desplazar el cuerpo 1 la unidad —lo cual a su vez implica estirar y comprimir
los resortes de rigideces k, y k,, respectivamente — sin que se desplace el cuerpo
2. Esto indica que la suma anterior corresponde al término k,, de la matriz de
rigidez, puesto que se trata de la fuerza aplicada en el grado de libertad 1 cuando
en él mismo tiene lugar un desplazamiento unitario. De igual manera, el segundo
cuerpo reacciona con una fuerza k,, dirigida en sentido negativo, al empuje que se
ocasiona en €l por el desplazamiento unitario del primero. Por tanto k,, = —k,.
De manera semejante (figura 5.3), para aplicar un desplazamiento unitario en el
grado de libertad 2 se requiere una fuerza k,, = k,, mientras que para evitar que
el cuerpo 1 sea desplazado hacia la derecha se necesita una fuerza k, = —k,. Por

tanto,
k = <k11 km > — (kl + k2 _k2 ) (57)
k21 k22 _k2 k2
que coincide con la matriz de la ecuacién (5.5). Notese que la matriz de rigidez
es simétrica, puesto que k;; = kj;. Esto se demuestra facilmente por medio del
principio de reciprocidad de los trabajos de Mazwell-Betti, que se encuentra en
textos basicos de Anadlisis de Estructuras.

El modelo estudiado hasta aqui describe adecuadamente el comportamiento de
un poértico como el mostrado en la figura 5.3. Tal modelo se conoce como wviga de
cortante. En él, las vigas se consideran infinitamente rigidas, por lo cual el giro en
los nudos se encuentra restringido. La fuerza necesaria para causar una traslacién
unitaria de una columna de longitud [ y rigidez de curvatura E1 es

12E1
IE

(5.8)
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{ k21 k22
u, =
&Y \
kll / / k12

=1
() (b)

Figura 5.3: Pértico modelado como viga de cortante.

En consecuencia, para el portico deformado de la figura 5.3a, la rigidez k,, es la
necesaria para causar un desplazamiento unitario de las dos columnas del piso 1 y
las dos del piso 2. Si las columnas de cada piso son iguales entre si, tenemos

9y 12F1, 12EI,  24E1, 24FI,
B 1y [ L [
Por otra parte, la rigidez k,, es la fuerza que se debe aplicar en el piso 2 para

evitar su desplazamiento, dado que ha ocurrido una traslaciéon unitaria en el piso
1. En consecuencia,

k (5.9)

_ _24E]2 (5.10)

21 l3
2

Andlogamente, cuando se impone a la estructura un desplazamiento unitario en el
piso 2, se obtiene

241,
12— l,3
24FE 15
b = "7 (5.11)
2

de acuerdo con la figura 5.3b. Como resultado, la matriz de rigidez del pértico
completo es
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Loy I I
13 13 13
k=24E " % e (5.12)
e 3
2 2
my,
/{n
mnfl
Kp—1
m2
K/Z
ml
K/l
[

Figura 5.4: Modelo de una viga de cortante.

La generalizacion para una viga de cortante de n masas con r; columnas en
cada nivel 7, representada esquemdticamente en la figura 5.4, es inmediata:

K, + K, —K, e 0
—K, Ky + Ky . 0
k= : : : (5.13)
0 e Kp—1+ Kn —FKnp
0 —Knp, Kn,
En esta ecuacién
"\ 12FE1;
I i=1,2,...,n
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Este modelo se denomina de cortante por la razén siguiente: Si consideramos
un problema estatico con n = 2, por simplicidad, tendremos dos fuerzas aplicadas

P, ¥ Py, tales que
kl + k2 _k2 Uy _ [P
< _kz k2 ) <U2 B p, (514)

Las fuerzas cortantes acumuladas desde el segundo nivel valen

() =("2") 519

Si llamamos deriva del piso i, d;, al desplazamiento relativo de un piso ¢ con
respecto al anterior (i — 1) se puede concluir ficilmente que

v

J— _ 1
hEoomE oy
1

v

J— _ 2
d2— U, —u, = k'_

M

(5.16)

lo cual indica que para este tipo de sistemas, en cada piso la deriva es igual a la
fuerza cortante dividida por la rigidez, lo cual explica su denominacion. Obsérvese,
de paso, la semejanza existente entre la ecuacion

Us
di = —
i kv,
y la que vincula la distorsién angular v a la tensioén cortante 7 en Resistencia de
Materiales:
-

G

donde G es el médulo de rigidez. El paralelo entre ambas expresiones no es casual,
ya que en vigas de cortante la distorsiéon angular de un nivel cualquiera 7 estaria
dada por la relacion entre la deriva del piso y su altura con respecto al nivel
inmediatamente inferior.

A partir de lo deducido con el modelo de dos cuerpos rigidos en la seccion
anterior, queda claro que la expresion de la matriz de masa de una viga de cortante
es, en general, la siguiente:

0o ...
my, ... 0
m = ] O ] (5.17)

e}
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() (b)

Figura 5.5: Modelos de elementos finitos. (a): Con elementos 1D; (b): Con ele-
mentos 2D.

5.3 Porticos planos

Las estructuras mas complejas se modelan usualmente por medio de elementos
finitos. Como ejemplo, la figura 5.4a muestra un modelo de elementos unidimen-
sionales (1D) que resulta adecuado para pdrticos en los que la longitud de los
elementos es muy superior a las dimensiones del area seccional, tal como es el caso
usual en ese tipo de estructuras. Por el contrario, un modelo con elementos 2D
como el de la figura 5.5b resulta necesario para estructuras tales como los muros
acoplados, en los que no se cumple la condicién anterior.

Dentro de los limites de este capitulo no es posible abordar un estudio detallado
de este método. Por ello, nos limitaremos a una sintesis sumaria de los resulta-
dos correspondientes a elementos 1D smetidos a flexién que componen modelos de
porticos, vigas continuas, etc. La figura 5.6 ilustra el calculo de los valores elemen-
tales de rigidez de una barra en flexiéon correspondientes a los grados de libertad
indicados. La matriz de rigidez de la barra para esta situacion es

12E1 6E1 12E1 6E1
kn km k13 k14 3 12 E 2
6E1 4E1 6E1 2E1
k21 k22 k23 k24 2 1 B 1
k= = (5.18)
12E71 6E1 12E71 6E1
k31 k32 k33 k34 NE T2 13 P
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A partir de estos valores resulta posible construir las matrices de rigidez de las
estructuras mencionadas. Por ejemplo, para el pértico mostrado en la figura 5.7a,

la primera columna de la matriz de rigidez se obtiene de la manera indicada en la
figura 5.7b, haciendo u, = 1 y manteniendo u, = u, = 0. Por tanto,

u, U,
A u A
1 E I, SN
II » n

N 1/
> U, . ¢
1 1

Figura 5.6: Rigideces elementales de una barra.

_ 1281 1281 _ 24EI

H h? h? h?
6E1
b =
6E1
k —

31 h2
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U/2 u3 Ul — 1
e =~
u, __! 1 ___
N B, J1 | | |
| |
E,1h E,Ih | l
| |
| |
| |
] | ] ]

Figura 5.7: Construccién de la matriz de rigidez de un pértico - Método directo.

en donde la rigidez k,, expresa la fuerza total necesaria para causar el desplaza-
miento unitario indicado, lo que implica a las dos columnas, mientras que las
fuerzas k,, y k,, son fuerzas meramente reactivas necesarias para impedir los giros
en los grados de libertad 2 y 3. Andlogamente, la segunda columna corresponde a
la situacién ilustrada por la figura 5.7b, es decir, u, = 1,u, = 0,u, = 0. Por tanto,

AET 4AEJ
=TT
6E1

=T

2EJT

ksz = T

De manera similar se obtienen los elementos de la tercera columna:
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AET 4AEJ
W=t
6L1

b =T

2EJ

b =

En consecuencia, la matriz de rigidez, segun los grados de libertad de tipo estatico,
es

2411 6E1 611
h3 h2 h2
e__ | 6EI 4Bl | 4EJ 28J
651 2B AEI | AEJ
h2 l h [

Para los programas de andlisis automatizado de estructuras aporticadas por
medio de computador, resulta mas practico ensamblar directamente la matriz de
rigidez de la estructura global a partir de las matrices elementales como la dada
por la ecuacién (5.18). Este ensamblaje se realiza a partir de la correspondencia
entre la numeracion de cada grado de libertad en coordenadas locales y globales,
acumulando los términos de rigidez que converjan en la misma posicion en la matriz
de rigidez global. Este proceso se realiza de la manera siguiente: Consideremos los

elementos
<k‘jj kjl)
kij  ku
de la matriz de rigidez elemental (5.18) de alguna barra componente de la estruc-
tura. Supongamos que estos dos grados de libertad j y [ estan identificados en

la numeracion global como 7 y k, respectivamente. En consecuencia, la submatriz
anterior puede ser escrita en la forma

vk
k\ ki Ky
Entonces, la contribucion de estos elementos de la matriz elemental a la matriz de
rigidez global se expresa simbodlicamente en la forma
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i k
1 R —|—]€jj . +kﬂ

: : (5.20)
k|l ... +klj . +I{I”

donde el signo + frente a las rigideces elementales denota el proceso de acumulacién
de los valores aportados por cada barra en la posicion respectiva. Asi, en el ejemplo
de la figura 5.7, las contribuciones de las diferentes barras se pueden deducir a
partir de la ecuaciones (5.18) y (5.20) y la figura 5.8, en la cual se ha seguido la
misma nomenclatura de los grados de libertad locales usada en la figura 5.6. De
esta manera, se tienen las correspondencias entre las numeraciones local y global
de los grados de libertad que aparecen en la tabla 5.1.

Tabla 5.1: Numeraciones local y global de los nodos

Barra | Numeracién | Numeracién
local global
1 1 1
2 2
2 2 2
4 3
3 1 1
2 3

De acuerdo con esto, la matriz de rigidez global se compone de la siguiente
manera;

k, k, O 0 0 0 k, 0 k,
k° = k, k, O|+[0 k, k,|+]| 0 0 0
0 0 0 0 k, ky ky, 0 k,,

FElemento 1 FElemento 2 FElemento 3
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() (b)

Figura 5.8: Construcciéon de la matriz de rigidez de un portico - Método au-
tomatico.

(5.21)
12}5)[ 6%[ 0 0 0 0 lilgl 0 6}?2[
8EL L g )+ |0 L 2Ly 0 0 0
0 0 0 0 2&‘] 4]5] 6E1 0 4F1
FElemento 1 Elemento 2 Elemento 3

lo que da como resultado la ecuacién (5.19) obtenida por el método directo.

Si se utilizase esta matriz k° para el analisis dinamico, bajo la consideracion
de que la unica masa concentrada es la correspondiente a la traslacion del grado
de libertad 1, la matriz de masa adecuada seria

m, 0 0
m=1| 0 0 0 (5.22)
0 0 0
ya que no hay masas rotacionales a los grados de libertad 2 y 3. En la practica,
para el andlisis de un edificio o de un puente, en los cuales se emplee un pértico
como el examinado hasta aqui, la masa se podra considerar concentrada en el nivel
superior, por lo que desde el punto de vista dinamico sélo hace falta considerar un
grado de libertad. En general, los pérticos planos se suelen analizar dindmicamente
considerando como grados de libertad las traslaciones laterales de cada piso. Por
tanto, resulta conveniente buscar una matriz de rigidez de menor tamano, adecuada
al numero de masas concentradas. Este procedimiento se denomina condensacion
estdtica, dado que en él se plantea un problema estatico ficticio
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keue — pe

en el cual las fuerzas asociadas a los grados de libertad sin masa (2 y 3 en el presente
caso) se consideran nulas. En consecuencia, si el vector de desplazamientos u®
se hace una particién segin los dos tipos de grados de libertad p y s (esto es,
principales y secundarios), la matriz de rigidez de la estructura, formulada segin
el conjunto completo de grados de libertad p 4+ s, puede condensarse para obtener
una matriz menor, de tamano p X p, con el fin de simplificar el calculo dindmico.
Para ello se hacen nulas las fuerzas asociadas a los grados de libertad secundarios

en un problema estatico:
(S] — pp — pp
7= ()= (%) 52

(& ) ()= (%) 24

En consecuencia,

de donde se deduce que

kopup, + kpsug = D,
1
us = —ky kspu,

Sustituyendo la segunda expresion en la primera, se llega finalmente a que los
desplazamientos principales equivalen a

u=u,=k"'p, (5.25)
donde la matriz k es la matriz condensada segtn los grados de libertad dinamicos
o principales, de valor

k =k, — kpsk ks (5.26)

Esta matriz tendra entonces el mismo tamano que la matriz de masa y es por tanto
la adecuada para el andlisis dinamico. Por ejemplo, en el caso del pértico de la
figura 5.7, p=1,s = 2 y, por tanto, las submatrices implicadas valen
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AET + AEJ 2EJ
kss - ( h 2EJ ! 4ET ! 4EJ> (5-27)

Ejemplo 5.1

La figura 5.9 muestra un portico de tres niveles, donde los elementos tienen los
momentos de inercia anotados y un moédulo de elasticidad E. Calcular la matriz
de rigidez condensada, segun los grados de libertad de desplazamiento horizontal,
si [ = 3 metros.

21
1 I [
21
21 21 |1
21
31 31 |1
I I
31

Figura 5.9: Ejemplo 5.1 - Descripcion geométrica.

La numeracion de los grados de libertad indicada en la figura 5.10 apunta
hacia una ubicacion de los grados de libertad de desplazamiento horizontal en las
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posiciones 1 a 3 de la matriz de rigidez global k°. Esto implica que esta matriz se
puede descomponer en la forma,

k¢ — (kpp kps)
ksp kss
donde las dimensiones de las submatrices estdn definidas por p = 3 y s = 6.
Haciendo uso de los conceptos de analisis estructural resumidos anteriormente, se
pueden calcular facilmente estas matrices. Sin embargo, para facilitar el calculo
haremos uso del siguiente programa, dcondens.m, escrito en MATLAB, el cual
ensambla la matriz de rigidez de un pdrtico regular (es decir, que todos los pisos

tienen el mismo nimero de vigas y la misma altura) en el orden indicado y calcula
la matriz condensada:

s
8 9
s
6 7
e
4 5)

| |

Figura 5.10: Ejemplo 5.1 - Numeracién global.

function [kpp,kps,kss,ke,k]=dcondens(np,nv,e,iv,ic,hp,1lv)
b
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% _______

% [kpp,kps,kss,ke,k]=dcondens(np,nv,e,iv,ic,hp,1lv)

% _______

Calcula las matrices de rigidez estatica (ke)

.

% y condensada (k) de un portico, segun los

% grados de libertad

% principales (o de desplazamiento), p, y los secundarios
% o de rotacion, s (se ignoran las deformaciones axiales).
% Solo es valido para porticos regulares

% (es decir, que forman una rejilla)

h

% kpp, kps y kss son las submatrices de los grados de

.
b

libertad pp, ps y ss, respectivamente.

% Por: Jorge E. Hurtado G.
% Universidad Nacional de Colombia

b
b

% np=numero de pisos

% nv=numero de vigas por piso

% e=modulo de elasticidad

% iv=matriz (np*nv) que contiene el momento de

h inercia de las vigas

% ---> iv(i,j)=m. de i. de una viga en el piso i

h

que comienza en el nodo j.

% ic=matriz (np*(nv+1)) que contiene el momento de
% inercia de las columnas
% --=> ic(i,j)=m. de i. de la columna justo

b
h

debajo del piso i
y que termina en el nodo j.

% hp= vector que contiene las alturas entre-piso.
% lv= vector que contiene las longitudes de las vigas.

b
% Notas:
yA
yA
yA

% _______

b
b

nj=nv+l;

1) La numeracion de los pisos es de abajo a arriba.
2) La numeracion de los nodos es de izquierda a derecha.

ns=nj*np;
kpp=zeros(np,np) ;

89
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kps
kss
b

/)
if
/)
hoi
/)

for

end
h
h i
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=zeros(np,ns) ;
=zeros(ns,ns) ;

np > 1 % para varios pisos
< np

i=1:np-1
for j=1:nj
kpp(i,i)=kpp(i,i)+12*e*ic(i,j)/hp(i)~3
kpp(i,i)=kpp(i,i)+12*e*xic(i+1,j)/hp(i+1)"3;
kpp(i,i+1)=kpp(i,i+1)-12*e*xic(i+1,j)/hp(i+1)"3;
kps (i, (i-1)*nj+j)=6%e*ic(i,])/hp(i)~2
kps(i, (i-1)*nj+j)=kps(i, (i-1)*nj+j)-6*exic(i+1,j) /hp(i+1)~2;
kps(i,i*nj+j)=-6*e*xic(i+1,j)/hp(i+1)"2;
if 1 >1
kps(i, (i-2)*nj+j)=kps(i, (i-2)*nj+j)+6*e*ic(i,j) /hp(i)~2;
end
if j==
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)=4x*exic(i,j)/hp(i);
qqq=4*e*xic(i+1,j) /hp(i+1)+4*exiv(i,j)/1v(j);
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)=kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)+qqq;
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j+1)=2xe*iv(i,)/1v(j);
elseif j"=nj
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)=4*exic(i,j)/hp(i);
qqq=4*e*xic(i+1,j) /hp(i+l);
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)=kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)+qqq;
qqq=4*e*iv(i,j-1)/1v(j-1)+4*exiv(i,j)/1v(j);
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)=kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)+qqq;
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j+1)=2xe*iv(i,j)/1v(j);
else
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)=4*exic(i,j)/hp(i);
qqq=4*e*xic(i+1,j) /hp(i+1)+4*exiv(i,j-1)/1v(j-1);
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)=kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j)+qqq;
end
if 1 < np
kss((i-1)*nj+j, (i-1)*nj+j+nj)=2*exic (i+1,j) /hp(i+1);
end
end
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b
for j=1:nj
kpp (np,np) =kpp (np,np) +12*ex*ic (np, j) /hp(np) "3;
kps (np, (np-1) #*nj+j)=6*exic(np,j) /hp(np) "2;
kps (np, (np-2) *nj+j)=6*exic (np,j) /hp(np) "2;
if j==
kss((np-1) *nj+j, (np-1) *nj+j)=4*e*ic(np,j) /hp(np) ;
qqq=4*e*iv(np,j)/1v(j);
kss((np-1) *nj+j, (np-1) *nj+j)=kss ((np-1)*nj+j, (np-1) *nj+j)+qqq;
kss((np-1)*nj+j, (np-1)*nj+j+1)=2%exiv(np,j)/1v(j);
elseif j"=nj
kss((np-1) *nj+j, (np-1) *nj+j)=4*e*ic(np,j) /hp(np) ;
qqq=4*exiv(np,j-1)/1v(j-1)+4*exiv(np,j)/1v(j);
kss((np-1) *nj+j, (np-1) *nj+j)=kss ((np-1)*nj+j, (np-1) *nj+j)+qqq;
kss((np-1)*nj+j, (np-1) *nj+j+1)=2*e*xiv(np,j)/1v(j);
else
qqq=4*e*iv(np,j-1)/1v(j-1);
kss((np-1) *nj+j, (np-1) *nj+j)=4x*e*ic(np, j) /hp(np) +qqq;
end
end
b
b
else % para un piso
b
b
for j=1:nj
kpp(1,1)=kpp(1,1)+12*e*xic(1,j)/hp(1)"3;
kps(1,j)=6*exic(1,j)/hp(1)~2;
if j==
kss(j,j)=4*e*xic(1,])/hp(1)+4*exiv(1,§)/1v(j);
kss(j,j+1)=2%exiv(1,3)/1v(j);
elseif j"=nj
kss(j,j)=4xexic(1,3j)/hp(1);
kss(j,j)=kss(j,j)+d*exiv(l,j-1)/1v(j-1)+axexiv(1,3)/1v(j);
kss(j,j+1)=2%e*iv(1,j)/1v(j);
else
kss(j,j)=4*e*xic(1,])/hp(np)+4*e*iv(1,j-1)/1v(j-1);
end
end
end
for i=1:np
for j=i:np
kpp(j,1i)=kpp(i,j);
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end
end
for i=1:ns
for j=i:ns
kss(j,1)=kss(i,j);
end
end
ke=[kpp kps;kps’ kss];
k=kpp-kps*inv(kss) *kps’;

De acuerdo con la informacion del problema, los datos de entrada para el
programa son los siguientes:

hp=[3 3 3]; 1v=[9]; np=3; nv=1; iv=[2; 2; 2]; ic=[3 3;
2 2; 11]; e=1;

Notese que se ha dado un valor unitario tanto al médulo de elasticidad £ como
al momento de inercia I. Por tanto, las matrices obtenidas deben ser multiplicadas
por el valor real de E'I. Con esta informacion los resultados dados por el programa,
son los siguientes:

4.444  —-1.777 0
ko, =FEI | —1.777 2.666 —0.888
0 —0.888  0.888

0.666 0.666 —1.333 —1.333 0 0
ky,s = FEI| 1.333 1.333 0.666 0.666 —0.666 —0.666
0 0 0.666 0.666 0.666  0.666

7.555 0.444 1.333 0 0 0
0.444 7.555 0 1.333 0 0
1.333 0 4.888 0.444 0.666 0
0 1.333 0.444 4.888 0 0.666
0 0 0.666 0 2.222 0.444
0 0 0 0.666 0.444 2.222

ks =FEI

3.489 —1.643 0.292
k =k, —kpk.ky=FI| 1643 1738 —0.679
0.292 —0.679 0.454
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0.292E1

1.643E1

- —

3.489E1

Figura 5.11: Ejemplo 5.1 - Interpretaciéon de la matriz condensada.

La figura 5.11 muestra una interpretacién de la primera columna de la matriz
condensada. Puede observarse que la diferencia con el modelo de viga de cortante
reside en que el desplazamiento unitario de un piso sélo afecta en este ultimo caso
a los pisos inmediatamente vecinos, por lo que un término como k,, es nulo. Por el
contrario, dicho término es diferente de cero en la matriz condensada del pértico,
lo que indica una mayor flexibilidad del edificio en comparacion con el modelo de
viga de cortante. Esto queda claro al comparar k con k,,, que seria la matriz por
utilizar en el modelo de viga de cortante. Si la masa de todos los pisos es, por
ejemplo, igual a m, la matriz de masa sera entonces

m 0 0
0 m O
0O 0 m

la cual en conjunto con la matriz k se podra utilizar para un andlisis dinamico de
la estructura mas realista que con el modelo de viga de cortante.
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Figura 5.12: Diafragma flexible en un plano ortogonal.

5.4 Porticos espaciales con diafragma rigido

La construccién de la matriz de rigidez adecuada para el caso general de un pértico
espacial (p. e€j., el de un depdsito elevado o el de un puente de gran longitud)
puede hacerse segiin las mismas reglas del método matricial de elementos finitos
unidimensionales resumido en la secciéon anterior, con la salvedad de que la matriz
de rigidez elemental presenta un nimero mayor de grados de libertad. Una vez
obtenida la matriz de rigidez global de la estructura es valido aplicar las mismas
ecuaciones de condensacion estdtica ya vistas, con el proposito de reducirla a un
tamano equivalente al de la matriz de masa del caso.

Otra es la situaciéon que se da tipicamente en edificios, en los cuales la presencia
de losas en cada nivel permite en la mayoria de los casos cierta simplificacién de
la formulacién de los grados de libertad. En primer lugar, la presencia de tales
elementos hace obvia la modelacion de la estructura con masas concentradas en
cada piso, debido al elevado peso de las losas. Por otra parte, estos elementos,
aunque flexibles en sentido ortogonal, exhiben en muchos casos una gran rigidez
en su propio plano. Estas situaciones se explican mejor con la ayuda de las figuras
5.12 y 5.13. En la primera aparece el conjunto losa — pértico espacial sometido
a un grupo de cargas verticales ortogonales al plano propio de la losa. En este
sentido el diafragma puede considerarse como flexible. Sin embargo, en muchas
situaciones dindmicas, tales como las pertinentes al empuje del viento o a la ace-
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Figura 5.13: Diafragmas flexible (---) y rigido (—) en su plano.

leraciéon horizontal producidas por sismos, el interés recae sobre los movimientos
horizontales de la estructura, que obviamente implican traslaciones horizontales
de las losas. Desde este punto de vista, el diafragma puede ser rigido o flexible,
como ilustra la figura 5.13, en dependencia de los materiales que lo constituyen,
de la separacién de las estructuras de soporte y de la dimension del diafragma en
el sentido paralelo a la accién horizontal. En el caso de un edificio, por ejemplo, se
tienen tipicamente diafragmas de concreto, soportados por estructuras verticales
relativamente cercanas entre si y con dimensiones comparables a tales separa-
ciones. En contraste, los puentes se caracterizan por tener diafragmas de concreto
apoyados en estructuras caracterizadas por un espaciamiento muy superior al de
la dimension transversal del puente. Por tanto, en el caso de edificios es usual
adoptar la hipotesis de diafragma rigido, mientras que en el analisis de puentes
bajo carga dinamica transversal a su eje es conveniente adoptar la modelacion de
diafragma flexible. Sin embargo, si el diafragma de una estructura cualquiera es
de madera, es dudoso que se pueda considerar como rigido, independientemente
de sus dimensiones.

Esta clasificacién entre diafragmas rigidos y flexibles reviste gran importancia,
ya que en la primera situacion se puede hacer caso omiso de las deformaciones
propias de la losa producidas por la carga horizontal, y considerarla como un cuer-
po rigido en su propio plano. Esto permite, a su vez, hacer uso de una ley basica
de la mecdanica, segun la cual en un cuerpo rigido las fuerzas coplanares que actiian
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—_—_———ee e e — — a1

Figura 5.14: Equivalencia de fuerzas en un diafragma rigido en su plano.

—_—_———ee e e — — a1

Figura 5.15: Sobre el grado de libertad torsional.

sobre él se pueden componer en una unica resultante y un par alrededor de un eje
ortogonal al plano (figura 5.14). En consecuencia, una estructura con diafragmas
rigidos, sometida a fuerzas dinamicas horizontales, puede modelarse con tres gra-
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dos de libertad en cada diafragma, tales como los mostrados en la figura 5.140.
En el caso de diafragmas flexibles, esta simplificacién no es posible, dado que la
deformacion del diafragma impide aplicar la composicion de fuerzas mencionada.
Como consecuencia, tampoco resulta valida la aplicacion de las consiguientes rela-
ciones geométricas simples que se dan en un diafragma rigido sometido a traslacion
y rotacion.

La modelacion de estructuras con diafragma rigido permite, en consecuencia,
condensar la informacién estructural de rigidez en términos de los tres grados de
libertad por piso. Por el contrario, en el caso de diafragmas flexibles se hace
necesario, o bien discretizar el diafragma por medio de elementos finitos, con lo
cual el nimero de grados de libertad por nivel es muchisimo mayor, o bien adoptar
algunas hipdtesis auxiliares que permitan la reduccion del problema. Por otra
parte, los tres grados de libertad surgen como necesarios por la razon siguiente.
Supongase que en el diafragma de la figura 5.15 la rigidez k, es mayor que k,; por
tanto, la resultante de las fuerzas de restauracion de esta estructura en sentido
vertical pasa por el punto K. Como la fuerza externa, por ejemplo de viento o
de sismo, no necesariamente pasa por dicho punto (las de sismo se consideran
aplicadas en el centro de masa M, como en la figura, por ser fuerzas de inercia),
se conluye que esta fuerza es equivalente al sistema de la figura 5.15b, en donde
la fuerza externa ha sido trasladada al punto K y se ha agregado un par torsor.
Una situacion similar puede darse en el sentido horizontal, si hay asimetria en
dicho sentido, lo que no es del caso en la figura, en la cual sélo se ha introducido
asimetria en el sentido vertical por simplicidad.

La formacion de la matriz de rigidez de la estructura completa, sobre la base de
tres grados de libertad por piso, se hace de la misma manera que la correspondiente
a la matriz global de rigidez de una estructura plana a partir de la matriz de rigidez
de sus elementos, es decir, transfiriendo la informacién del sistema local al global,
que normalmente tiene como origen el centro de masa (Z,7), ya que es el sitio
de aplicaciéon de la resultante de las fuerzas inerciales. Consideremos la figura
5.16, en la que sobre el plano del diafragma aparece una linea que representa a un
portico ¢ cuya matriz de rigidez condensada segun los desplazamientos laterales es
k;. La dimension de esta matriz es, por tanto, igual al nimero de diafragmas de
la estructura. Como sélo se consideran en el sistema local los grados de libertad
de desplazamiento lateral, el vector de fuerzas desarrolladas por el pértico ¢ a lo
alto del edificio es p;. En el sistema global, para un diafragma cualquiera j, estas
fuerzas equivalen a

Da,ij = COS Bipij
Dy,ij = sin Bipij
Doz = (U — yi) cos B; — (T; — x;) sin Bi]py; (5.28)
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lo cual se puede representar en forma matricial como

Dz,ij cos [3;
Pyii | = sin f3; Dij (5.29)
Do,ij (y; — vij) cos B; — (z; — x;;) sin f3;
_V ~ '
D; Qa;;

donde los simbolos p;; y a;; indican los vectores de fuerzas globales y de transporte
del pértico 7 en el piso j, respectivamente. Al ensamblar el conjunto de vectores
para todo j,7 = 1,2,..., m se obtiene

Da,il cosF; 0 ... 0
Dy,i1 sin; 0 ... 0
ﬁgyil di1 0 e 0 Piv
: = : : : : : (5.30)
ﬁx,im 0 HE 0 COs /3l Pim
Po,im 0 ... 0 dinm 1
> t
es decir,
D; = a;p; (5.31)
con
dij = (Jj — yij) cos i — (T; — wi;) sin f; (5.32)

De acuerdo con la llamada ley del contragradiente, la relacion entre los despla-
zamientos en los sistemas local y global viene dada por

u; = a; U, (5.33)

La condensacién de la informacion de rigidez con respecto a los tres grados de
libertad adoptados puede hacerse ahora igualando las expresiones de la energia
de deformacion en las coordenadas locales (es decir, del pértico) y globales (de la
estructura). Si temporalmente omitimos el subindice i, la energia de deformacién
en el sistema local es

1 1

Sustituyendo (5.33) en (5.34) se tiene

Ta (5.35)
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7y
(?Cij; Yij

diafragma j pértico i

Dy,ij

Da,ij
—L- "0 i (0)

7

Do,ij

diafragma j pértico 3

Figura 5.16: Equivalencia de fuerzas en un diafragma rigido. (a): Fuerza en el
sistema local. (b): Fuerzas equivalentes en el sistema global.

Por otra parte, la energia de deformacion en coordenadas globales es igual a

1 1 _p+
=5 a@'p= 3 'k (5.36)
Al comparar las ecuaciones (5.35) y (5.36) se concluye que la matriz de rigidez de

éste en coordenadas globales es

donde se ha restituido el subindice . La matriz de rigidez de la estructura, k, se
obtiene sumando las matrices k;,2 = 1,2,...,n:
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=1 =1

y
Jugy
A
kL\
[ IEREN
R Jrjor
Ug,jj+— CKe--bsfle
: (75, 75)
.'.,ﬂuyaj
L
U, .. _
g7.7. \ ,.".b %L ‘x.
N toj ¥y .

Figura 5.17: Deduccién de la matriz de masa (La linea de puntos muestra sola-
mente el efecto de la aceleracién rotatoria i, ;).

Con esto se completa la deduccion de la expresion de la matriz de rigidez en
coordenadas globales. En lo que respecta a la matriz de masa, ésta se puede con-
struir ficilmente a partir de la consideracion de las fuerzas de inercia fi; presentes
en el centro de masa del diafragma j, las cuales se obtienen de acuerdo a las
aceleraciones que aparecen en la figura 5.17 aplicadas en el origen de coordenadas:

Jije = mily j — mily ;7;

Jrjy = miy ; + miiy ;T;

frjo = —myjiiy j + m;ii, ; + (m +m(z3 + gf)) iy (5.39)
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donde m es la masa rotacional del diafragma con respecto a su centro de masa (ver
capitulo 1). Nétese que la fuerza de inercia rotatoria se obtiene tomando momentos
de las fuerzas translacionales con respecto al origen de coordenadas y haciendo la
traslacion del momento polar de inercia a dicho punto. En forma matricial, esta
ecuacion es

Jja m 0 —my; Uy j
friw | = 0 m mi, iy, j (5.40)

Nie/)  \=my; mz; m+m(z;+77) ) \iy,
W

~
fI,j m; u;

donde los simbolos bajo los signos de agrupacion corresponden al vector de fuerzas
de inercia, a la matriz de masa y al vector de aceleraciones, respectivamente, del
diafragma j. Si el diafragma consta de r cuerpos rigidos, su matriz de masa se
puede ensamblar por superposicion:

D i1 0 — Yy i
m; = 0 >l D1 My (5.41)
=My o Ty o (T + )
Finalmente, si se hace coincidir el origen de coordenadas con el centro de masa

(Z,7) de todo el conjunto, la matriz de masa se simplifica notablemente, pues se
convierte en una matriz diagonal:

m 0 0
mj=|0 m 0 (5.42)
0 0 m

donde m es la masa total (traslacional) del diafragma y 7 es su masa rotacional:

,
my =y 1+ mi(EE + 57 (5.43)
I=1
En esta ecuacion Z;;, ¥;; son las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo [
medidas desde el centro de gravedad del diafragma.
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(a)
<P
<P
<P
Yy

(06) (13.5,6)
(b)

(0,0) '

Figura 5.18: Ejemplo 5.2 - (a): Rigideces de los pérticos. (b): Grados de libertad
y geometria del diafragma (Unidades: kN, m).
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Ejemplo 5.2

La figura 5.18 muestra un poértico espacial irregular de un piso, compuesto por
cuatro pérticos planos, cuyas matrices de rigidez han sido condensadas segin los
desplazamientos laterales, de manera que para cada uno de ellos la matriz de rigidez
es un simple escalar del valor mostrado en la figura. El diafragma se considera
rigido en su propio plano y tiene una masa de 1 t/m2. Dadas las coordenadas de
los vértices indicadas en la figura 5.18b, calcular las matrices de masa y de rigidez
de la estructura completa segun los tres grados de libertad propios de un diafragma
rigido, si el origen de coordenadas se ubica en el centro de masa.

Las dreas del rectdngulo y el tridngulo que componen las figuras son 42 y 19.5
m?, respectivamente. Por tanto, el centro de masa se encuentra en las coordenadas

42 x 3.5+ 19.5(7 + 2.166)

T — == 2
v 42+19.5 529
42 x 3+ 195 x4
1] — — 2
y 42+ 19.5 33

Por su parte, los angulos que forman los porticos con el eje x son 3; = 0, s =
42.71, B3 = 0y B4 = 90 grados. Con estos datos se calcula la matriz de com-
patibilidad a de cada pértico, definida en la ecuacién (5.30). Para el pdrtico 2 se
requiere calcular previamente el punto de cruce de su eje con la linea ortogonal a
él trazada desde el centro de masa. Con referencia a la figura 5.18b,

x, —9.29
tan 0, = 0.923 = Z——
3.32 -y,
Yy
t =
an 3, p—

lo que da como resultado x, = 7.733, y, = 0.677. Por tanto,

cos 2 0.73
a, = sin ﬁg = 0.68
(7 —y,) cos By — (Z — x,) sin By 3.59

El calculo de las matrices de transporte para los porticos restantes es mas expedito.
El resultado es
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1

a, = 0
—2.68

0

a, = 1
—5.29

Con estas matrices, la participacion de los diferentes porticos en la matriz de rigidez
global, de acuerdo con la ecuacién (5.37), es

0.150 0 0.498
E,=1x10°f 0 0 0

0.498 0 1.6504

0.108 0.099 0.528

k,=1x10°{ 0.099 0.092 0.487

0.528 0.487 2.582

0.180 0 —0.483

k,=1x10° 0 0 0
—0.483 0 1.2957
0 0 0

E,=1x10°| 0 0250 —1.324
0 —1.324 7.012

En consecuencia, la matriz de rigidez de la estructura, segin la ecuacién (5.38)
es igual a

4 0.044 0.010  0.054
k=Y k =1x10°( 0010 0.034 —0.0837
i=1 0.054 —0.084 1.2540

Para el calculo de la matriz de masa se requiere calcular previamente los valores
de los momentos polares de inercia de los dos cuerpos que componen el diafragma,
a saber, el rectangulo y el tridngulo (cf. capitulo 1). Para el primero,

J, :ab(

a2+b2) :7><6(72+62

_ 4
= - ) — 297.5m

Para el segundo,

ab<a2 +b2) 6.5 x 6(6.52 +6°

J =% ) — 84.77m?
18 9 18

22
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De acuerdo con la ecuacién (5.43), la masa rotacional del diafragma es

2
. . —2 | -2
m = E my + my(T, + 7))
=1
En vista de que, para cada cuerpo, 1, = J; x 1t/m? la expresién anterior se
reduce a

2
o= Ji+m(T}+77) =297.5 + 42 x ([5.29 — 3.5 +[3.32 — 3]2)
=1

+84.77 +19.5 x ([9.17 — 5202+ [4— 3.32]2)
= 823.59t - m”

La masa traslacional del diafragma es m = 42 4+ 19.5 = 61.5t. La matriz de masa
es, por tanto,
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Capitulo 6

Vibracion libre de los sistemas
multiples

Después de haber tratado el tema de la formacién de las matrices estructurales
de los sistemas muiltiples lineales en el capitulo anterior, abordaremos en éste el
analisis de sus vibraciones libres, lo cual es un paso necesario para el calculo de la
respuesta forzada utilizando el método de superposicion modal que se estudia en
el capitulo siguiente.

6.1 Solucion de la ecuacion matricial del movi-
miento

La ecuacién del movimiento de una estructura de n grados de libertad en vibracién
libre es

mi+ku=0 (6.1)

donde m es la matriz de masa, k es la matriz de rigidez y u es el vector de despla-
zamientos, que incluye los translacionales tanto como los rotacionales. Para esta
ecuacion buscaremos una solucién del tipo

u = a cos(wt) (6.2)

que debe ser sustituida en (6.1). Con ese fin se debe derivar dos veces la ecuacién
anterior, lo que da como resultado

i = —aw? cos(wt) (6.3)

Reemplazando (6.2) y (6.3) en (6.1) y factorizando se obtiene

107
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(k — w?*m) acos(wt) =0 (6.4)

En el caso general cos(wt) no es necesariamente igual a cero lo que implica que

(k—w’m)a =0 (6.5)

Suponiendo conocido w, este sistema equivale a una ecuacion del tipo

ga=0 (6.6)

donde g = k — w?m. Este sistema no tiene una solucién absoluta diferente de
la trivial @ = 0. De acuerdo a la teoria de ecuaciones lineales simultaneas, una
solucién relativa (es decir, de unos términos de @ en funcién de otros) se obtiene
haciendo el determinante de la matriz de coeficientes igual a 0:

det(g) =0 (6.7)
Como se vera en el ejemplo siguiente, esto permite obtener, en primer término, un
polinomio en w, cuyas raices wj, 7 = 1,2,...,n determinaran diferentes soluciones
relativas a;.
m,@ — —~us(t)
k2
m,@ - —ui(t)
kl
|

Figura 6.1: Ejemplo 6.1 - Sistema de dos grados de libertad.

Ejemplo 6.1

La figura 6.1 muestra una viga de cortante de dos grados de libertad transla-
cionales de masas m, = 2m, = 2m. Las rigideces de los resortes son k, = 2k, = 2k.
En consecuencia
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(1)

_ k1+k2 _k2
(M)

2 2

[ 3k =k
C\ -k K
La matriz g es, por tanto

3k —2w?*m —k
9= —k kE—w?m

Haciendo nulo el determinante de esta matriz se obtiene que
(3k — 2w?m) (k — w?m) — k* =0
es decir,
2m*w* — Skmw? + 2k* = 0

Debido a que s6lo hay potencias de orden par, esta ecuacion puede ponerse en la
forma,

2m°\* — 5kmA + 2k* = 0
donde )\ = w?. La solucién de este problema es

_ Skm =+ V25k2m? — 16k2m?2

A
4m?
Por tanto, las raices del problema son

1k

2
T =
k

2
)\2 = w2 = 2%

lo cual indica que el sistema tiene un nimero de frecuencias naturales igual al de su
numero de grados de libertad. En Dindmica de Estructuras es costumbre ordenar
estas frecuencias en forma ascendente. Al sustituir sucesivamente en la ecuacion
(6.6) los valores de las raices w, j = 1,2, se llega a lo siguiente:
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1. Primera solucion. En este caso la ecuacién (6.6) toma la forma

(P2 0T () = ()
() () =6)

Este sistema, como tal, no tiene solucion absoluta diferente de la trivial
a,, = a, = 0. Sin embargo, se pueden obtener multiples soluciones relativas
al asignar un valor diferente de cero a cualquiera de los desplazamientos a; .
Por ejemplo, al hacer a,, = 1 en las dos filas del producto anterior se obtiene

esto es,

2ka,, — k=0
1
—k‘all + 51{; = 0

La solucién de estas ecuaciones es

Do =

11

en ambos casos.

En sintesis, la primera solucién es

()

Los resultados correspondientes a esta primera solucién aparecen en la figura
6.2. A la izquierda se muestra una representaciéon del vector a,, mientras
que a la derecha se representan las historias de los desplazamientos de los dos
grados de libertad en vibracién libre, de acuerdo a la ecuacién (6.2). Esta
figura indica que los dos grados de libertad se mueven sincrénicamente (es
decir, con la misma frecuencia w, ), pero con diferente amplitud. Esto sélo
ocurre si al sistema se le da como condicién inicial un vector que sea solucion
relativa del sistema de cuaciones (6.5), como el vector a,.
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Figura 6.2: Ejemplo 6.1 - Primera solucién.

2. Segunda solucion. La ecuacién (6.6) es ahora

(U2 0T ()= (6)

es decir,

Al hacer a,, = 1, se obtiene

—ka,, — k=0
—ka, +—-k=0

La soluciéon de estas ecuaciones es, evidentemente,

a, =—1

por ambas filas. Por tanto, el segundo vector de constantes es
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La figura 6.3 muestra el resultado correspondiente a esta segunda solucién. La
interpretacion es semejante a la dada anteriormente.

L )

@y, COS W, T \ n N A
/ \ I\ [ !
1 \ 1 \ i \ | \
t
\ v
II\/ \ I\/ \ \/\\ I,\/\\
\
a,, cosw,t VU N v

Figura 6.3: Ejemplo 6.1 - Segunda solucién.

En vista de la multiplicidad de soluciones, la ecuacién (6.5) puede particu-
larizarse en la forma

(k—wim)a; =0 (6.8)

El significado de las soluciones a; es el siguiente. La ecuacién (6.1) correponde a un
estado de vibraciones libres, es decir, sin fuerza dinamica externa que acompamne a
la vibracién. La solucién supuesta, dada por la ecuacién (6.2), muestra claramente
que los vectores aj,j = 1,2 tienen el significado de unas condiciones iniciales del
problema, ya que para t = 0, u = a. Sin embargo, por la ecuacién (6.4) se
comprende que el vector a, serd la amplitud de la vibracién libre (y, por tanto, su
condicién inicial, debido a la forma de la funcién coseno) si la frecuencia de ésta es
w,, ya que dicho vector fue obtenido con esta frecuencia. Analogamente, el vector
a, serd la condicion inicial adecuada para que el sistema vibre con frecuencia w,.
En general, un vector a; tiene el significado de ser la condicién inicial del sistema
necesaria para que éste vibre con frecuencia wj, sin que en la respuesta exhiba
ninguna otra frecuencia. Las figuras 6.2 y 6.3 ilustran esta interpretacion.
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6.2 Modos de vibraciéon

Como se ha indicado anteriormente, las soluciones obtenidas a;,j = 1,2,...,n
son relativas ya que dependen de la asignacién de valores que se dé a uno de sus
elementos, que en el caso analizado era el elemento a,; de cada vector j. Esto indica
que otros vectores que guarden las mismas proporciones entre sus elementos son
también admisibles. Aunque esto parezca un tanto arbitrario, desde el punto de
vista fisico so6lo quiere decir que las condiciones iniciales necesarias para obtener
una vibracion libre con tal o cual frecuencia natural w; pueden ser mayores o
menores, siempre y cuando se mantengan las proporciones entre los elementos del
correspondiente vector. Por ejemplo, en el caso de la primera solucién en el ejemplo
6.1, se debe dar siempre que a,,/a,, sea igual a % para cualquier solucion relativa
a,.

Lo anterior indica que se pueden obtener soluciones diferentes a la inicial a;
por un proceso de normalizacién, es decir, dividiendo los elementos de la solucién
por algun valor que resulte conveniente. El vector resultante se denomina modo
de vibracion asociado a la frecuencia w;. Por ejemplo, para algunas propuestas
de inclusion del amortiguamiento en sistemas multiples que se describiran més
adelante, resulta conveniente sustituir la solucién a; por el vector

¢; = \/—M—] a; (6.9)

donde 11, es el escalar

p = a}rmaj (6.10)

Como consecuencia de esto se tiene que

¢, me; =1 (6.11)

A pesar de que hay otros criterios de normalizacion, éste es el mas comun entre
los programas de calculo debido a la razén anteriormente senalada. Los diferentes
modos ¢, pueden reunirse en una rmatriz modal ®, construida de la siguiente
manera:

= ¢ ¢, ... 0, (6.12)

Ejemplo 6.2
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Supongamos que en el ejemplo 6.1 m = 4. Los modos de vibracién se obtienen
de la siguiente forma:

1. Modo 1. El producto a'ma, es

Por tanto,

En consecuencia

La matriz modal es, por tanto,

v- 55 )
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6.3 Ortogonalidad de los modos

Una propiedad importante de los vectores modales ¢; es su propiedad de ortogo-
nalidad con respecto a las matrices de masa y rigidez, la cual consiste en que los
productos ponderados

(b;fmqﬁ] =0
Gpkp, =0 (6.13)

si k # j. Esta propiedad puede deducirse como sigue. En vista de la ecuacion
(6.9), que expresa una proporcionalidad entre los vectores @,y aj, resulta evidente
que la ecuacién (6.8) se puede expresar también en la forma

(k—wim)p; =0 (6.14)

por lo cual
Premultiplicando esta ecuacién por ¢§, k # j se obtiene

¢Ek¢j = W?(b;cfmqu (6.16)

Si en la ecuacién (6.15) se cambia j por k, y se premultiplica el resultado por qb;-r,
se obtiene la ecuacion andloga

¢; ko) = wid; mey (6.17)

Teniendo en cuenta la propiedad matricial (abc)’ = c¢'bTa’, que se verifica para
tres matrices cualesquiera a,b y ¢ que formen un producto valido, la ecuacién
(6.17) también puede escribirse como

T 2 T, T

bk @; =widym @, (6.18)
Como las matrices de masa y rigidez son simétricas, debido al principio de Maxwell-
Betti, se tiene que m =m”, k= k" y por tanto

¢Ek¢] = w,%qbgmqu (6.19)
Restando (6.19) de (6.16) se obtiene

(W} —wi)ppme; =0 (6.20)
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Como en general las frecuencias modales son diferentes, w; # wy, la identidad
anterior sélo queda satisfecha si

$rme; =0, k#j (6.21)

que es lo que se pretendia demostrar. Este resultado se puede unir con la condicion
de normalizacién (6.11) en la forma

'md=1 (6.22)

donde I es la matriz identidad.
Una deduccion semejante conduce a la condiciéon de ortogonalidad en términos
de la matriz de rigidez. En efecto, para los modos j y k se cumple que

1

2Rt =me;
1
w—qu')k = mae, (6.23)

Premultiplicando la primera ecuacién por ¢, y la segunda por ¢;-F, k # j se obtiene
que

1

Ecﬁfkqﬁ] = (b;cfm(]b]
J

1

Efﬁka?(ﬁk = ¢?m¢k (6.24)
k

Al trasponer las matrices de la segunda ecuacion y aplicar la condicion de simetria
de m y k se llega a que

1
—2(]55’“75] = (b;crm(]bj
“j
1
— ik, = dyme, (6.25)
k
lo que, de acuerdo a lo dicho anteriormente, equivale a

vk, =0k #j (6.26)

Adicionalmente, la normalizacién de los modos de acuerdo al criterio (6.11) con-
duce a que
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b ko =’ (6.27)
Esto se deduce facilmente a partir de la ecuacién (6.15). Premultiplicando dicha
ecuacion por (b]T,

¢ kp; =wip, me, (6.28)

y considerando la condicién (6.11) se concluye que

¢ kp; =w? (6.29)
En términos de la matriz modal @, las ecuaciones de ortogonalidad y normalizacion
con respecto a la matriz de rigidez toman la forma

*Tk® = 2? (6.30)
donde £2? es la matriz diagonal
w? 0 0
) 0 wf oo 0
=, 5 (6.31)
0 0 ... w?

Los modos asi obtenidos se denominan ortonormales dado que, ademas de la
condicién de ortogonalidad, satisfacen el criterio (6.22)."
Ejemplo 6.3

La ortogonalidad de los modos calculados en el ejemplo 6.2 con respecto a la
matriz de masa se demuestra facilmente. En primer lugar, la matriz modal es

e=|. 7 . (6.32)

0 0 ... wp
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Por tanto,
@Tm@:LTQﬁgol?l
viz\ -1 1 0 4)viz\ /2 1
_ 4 ‘? V2 V2 -2
2Z\-1 1 V2 o1
(1 0
- \0 1
)
Ejemplo 6.4

Consideremos una viga de cortante de dos grados de libertad traslacionales. Las
masas de ambos son iguales a 40 t, mientras que las rigideces son: k, = 400kN/cm
y k, = 200kN/cm. En consecuencia, las matrices de masa y rigidez son

40 0
0 40

p_ 600 —200
—\ =200 200

La matriz g es, en consecuencia,

(600 — 4002  —200
9= 200 200 — 40w?

Al calcular el determinante de g y después de simplificar se obtiene

wh = 20w +50=0

de lo que resulta

w? =10 — 5V/2
2=10+5V2

w,
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Procediendo de igual forma que en el ejemplo 6.1, se obtienen las siguientes solu-

ciones:
V2 -1
a, = < 1

(T

Las constantes de normalizacién resultan ser

i\ [ 46.8629
w, ]\ 273.1371
En consecuencia, la matriz modal es la siguiente:

& _ (00605 —0.1461
— \0.1461  0.0605

Ejemplo 6.5

En el ejemplo 5.1 se consider6 un pértico de tres niveles, cuya matriz conden-
sada segun los grados de libertad traslacionales es

3.489 —1.643 0.292
k=FEI| —-1.643 1.738 —0.679
0.292 —0.679 0.454

Supongamos que las masas de estos grados de libertad son iguales a 35 t y que
E =2 x10"kN/m” e I = 1/96m*. Calcular los modos de vibracién con ayuda del
siguiente programa dmodos.m escrito en lenguaje MATLAB:

function [Phi,Omegal]=dmodos(m,k)

b

% ___________________________________
% [Phi,0Omegal=dmodos (m,k)

% ___________________________________
b
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% Calcula las formas y frecuencias modales para dos matrices
% cualesquiera m (masa) y k (rigidez)

% Por: Jorge E. Hurtado G.

% Universidad Nacional, Manizales
b
h
e
h
h
[V,Omega2] = eig(k,m); % autovalores y autovectores
[n,n]=size(m);
Omega=sqrt(diag(Omega2)) ; % frecuencias angulares
[W,I]=sort (Omega) ; % ordena las frecuencias
for i=1:n % ordena los modos de acuerdo con
Phi(:,i)=V(:,I(i)); % el orden de las frecuencias
end
q=Phi’*m*Phi;
q=diag(q);
for j=1:n % normaliza los modos
Phi(:,j)=Phi(:,j)/sqrt(q(j));
end
Omega=W;
b
h
h=— = fin

Con estos datos, la matriz de rigidez se convierte en

7.270 —=3.423 0.609
kE=1x10"| —3.423 3.621 —1.415
0.609 —1.415 0.947

Por su parte, la matriz de masa es la siguiente:

S = O
—_ o O

1
m=351]0
0

Al emplear el programa el resultado que se obtiene es

[Phi,Omegal=dmodos (m,k)
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Phi =

o

.0308 0.0865 0.1419
.0886 0.1136  -0.0884
.1406  -0.0905 0.0247

o O

Omega =

23.1777
78.1997
164 .8240

Esto indica que los resultados del problema son

0.0308  0.0865 0.1419
® =1 0.0886 0.1136 —0.0884
0.1406 —0.0905 0.0247

23.1777 0 0
2= 0 78.1997 0
0 0 164.8240

Ejemplo 6.6

Consideremos ahora el portico espacial con diafragma rigido analizado en el
ejemplo 5.2. Los grados de libertad son los desplazamientos horizontal y vertical
y la rotacién del centro de masa (ver figura 5.17). Las matrices de masa y rigidez
son

61.5 0 0
m = 0 615 0
0 0 823.59

0.044 0.010 0.054
E=1x10°]0.010 0.034 —0.0837
0.054 —0.084 1.2540
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w, =23.18%4 w, = 78.2% w, = 164.8214

Modo 1 Modo 2 Modo 3

Figura 6.4: Ejemplo 6.5 — Modos y frecuencias de vibracidn.

Por medio del programa dmodos.m se obtiene el siguiente resultado:

0.0643 0.1075 0.0238
® =1 —-0.1013 0.0686 —0.0361
—0.0118 —0.0002  0.0328

17.16 0 0
2= 0 28.53 0
0 0 41.03

Los modos de vibracién se representan esquematicamente en la figura 6.5.
Puede verse que en el primero tienen fuerte presencia los tres tipos de movimiento,
que el segundo esta ampliamente dominado por la traslacion horizontal, mientras
el tercero claramente por la rotacion. Como las formas modales representan los
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\
¥ - == 0.0643 Mddo 1:w, =17.16 rad/s
: 0.0118 .
\
0.1013
4 0.0686
s B
Modo2: w, =28.53 rad/s | % - > 0073
: 0.0002
.............. o ‘
0.0328 \
¥ - == 0.0238 /" Modo 3 : w, = 41.03 rad/s
: /
\
0.0361

Figura 6.5: Ejemplo 6.6 - Modos de vibracion.

desplazamientos u,, t, y 4, del centro de masa, los desplazamientos modales ho-
rizontal y vertical de cualquier punto de coordenadas (x,y), medidas desde dicho
centro, se obtienen de la manera siguiente:

Uy = Uy — UplY
Uy = Uy + UpT

En la figura, los desplazamientos y rotaciones dados por la matriz modal se en-
cuentran multiplicados por un factor de 5.
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Capitulo 7

Vibraciones forzadas de los
sistemas multiples

En el capitulo anterior se estudio el calculo de las frecuencias y modos propios de
una estructura. Como se verda en este capitulo, este paso permite simplificar en
gran medida el cdlculo de la respuesta de estructuras lineales sometidas a cargas
dindmicas, ya que permite la descomposicion de un sistema multiple de n grados
de libertad en n sistemas sencillos de un grado, cuyas respuestas se superponen.
Inicialmente consideraremos la respuesta de sistemas multiples no amortiguados,
para los cuales la descomposiciéon mencionada se puede aplicar de manera directa.
Luego se discutira la extension de este método para los sistemas amortiguados. A
continuacion se examinara el calculo de la respuesta de estructuras ante movimien-
tos del suelo, de los cuales los sismos constituyen el caso mas importante. Final-
mente se deduciran las expresiones de las fuerzas de diseno sismico de edificios con
base en un espectro suavizado.

7.1 Sistemas sin amortiguamiento

Como se ha visto, la dindamica de un sistema lineal miltiple sin amortiguamiento
estd gobernada por la ecuacion

mi+ku=p (7.1)

donde m es la matriz de masa, k es la matriz de rigidez y u es el vector de
desplazamientos. Supongamos una solucién del tipo

u = Zuj (7.2)

125
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donde u; es una parte de la solucién total asociada a cada modo j. Adicionalmente,
supongamos que

u; = ¢;n; (7.3)

en donde ¢; es la forma modal y 7; es una funcion escalar del tiempo, correspon-
dientes al modo j, que se determinara més adelante. Esto equivale a decir que la
respuesta u se puede expresar como una combinacion lineal de las respuestas 7;,
usando como constantes las formas modales ¢;, es decir,

u = ¢1771 + ¢2772 +... ¢n77n (74)

En esta ecuacién, los valores 7; cumplen el rol de funciones de tiempo diferentes
que, sumadas por medio de los vectores modales, forman el vector de la respuesta
total en cada instante de tiempo. Por analogia con el problema matematico de la
rotacion de coordenadas, el cual es tambien un problema de valores propios, las
funciones 7; se denominan coordenadas modales.

Notese que la derivada del vector u es también una combinacion lineal de las
derivadas de las funciones 7;:

1.1' = ¢17;/1 + ¢2772 +. ¢n77n
U = @i, + Py, + - - Pyl (7.5)

Al sustituir las ecuaciones anteriores en (7.1) se obtiene

m(,ij, + @,ij, + ... Pyiln) +

La premultiplicacién de esta ecuacién por algin (b]T conduce a

¢, m(p i, + @i, + ... i) +
G k(d,n, + &0, + . Py) =) P (7.7)

Finalmente, la consideracién de las condiciones de ortogonalidad introducidas en
el capitulo anterior, es decir,

¢gm¢] =0,
brkd; =0, k#j (7.8)
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implica que todos los productos ¢Em¢j y ¢Ek¢j, k # j son nulos. Por tanto, la
ecuacién (7.7) se reduce a

b meii; + ¢ kpm; = ¢ p (7.9)

Si los modos de vibracién han sido normalizados de acuerdo al criterio usualmente
adoptado en los programas de célculo, es decir,

¢, me; =1
¢ ko, =’ (7.10)

la ecuacién anterior es simplemente

i + w?nj = qb]Tp (7.11)
Si, por el contrario, se adopta una normalizacién diferente, entonces la ecuacion
(7.9) toma la forma

PImeyii + ¢ kpm; = Pl p (7.12)

o0, sintéticamente,

Thjﬁj —+ IN{IjT]j = ﬁj (713)
donde

m; = ¢;ma,

ki = ¢ mae,
pi=¢,p (7.14)
se denominan masa, rigidez y fuerza externa del modo j, respectivamente. Puede
demostrarse facilmente que la ecuacién (7.13) es en todo equivalente a la expresion

obtenida bajo la suposicién de que los modos son ortonormales (7.11). En efecto,
si la ecuacion basica de vibracion libre

(k —wim)p,; =0 (7.15)

se pre-multiplica por (b]T se obtiene

¢, kp; —wip, mep; =0 (7.16)

Por tanto,
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. _
= ok ks (7.17)

j T =
p;mep; m;

Dividiendo ambos lados de la ecuacién (7.13) entre 7, se obtiene

¢;p
b; mo,
la cual coincide con la ecuacién (7.11) debido a que, para modos ortonormales el
producto qb;-rmtbj es igual a la unidad. En lo que sigue utilizaremos las expresiones
de validez general como la anterior para cualquier tipo de normalizacién, sin darle
preferencia al criterio de ortonormalidad.

El significado de la descomposiciéon modal efectuada hasta aqui, la cual en
ultimo término se apoya en la propiedad de ortogonalidad de los modos, es, en-
tonces, el siguiente: la ecuacion que rige el comportamiento dindmico del modelo
estructural miltiple de n grados de libertad (7.1) se puede resolver calculando n
problemas de un sélo grado de libertad del tipo (7.13), cada uno con diferentes
frecuencias naturales w; y cargas externas p;, cuyas soluciones se superponen a
través de los modos de vibracion ¢, utilizados como factores de ponderacion, tal
como muestra la ecuacién (7.4). En sintesis, el proceso de calculo es el siguiente:

m+ﬁm: = P, (7.18)

1. Calcular las matrices modales ® y 2.

2. Calcular las coordenadas modales 7; resolviendo las ecuaciones

iij + wf-nj =pj (7.19)
para todo j.

3. Superponer las soluciones para obtener la respuesta total:

u=0¢n+on+...¢,m (7.20)

Ahora bien, la principal ventaja de la descomposicién modal reside en el hecho
de que la respuesta total estd practicamente determinada por unos pocos modos.
En otras palabras, que los modos pierden importancia a medida que aumenta su
nimero de orden j. Por esto, la ecuacién (7.20) se puede aproximar como

uN o + o, +. .. O (7.21)

donde p < n es un nimero de modos que se juzgue como suficiente en cada caso.
Mas adelante se explicitara un criterio adecuado para este fin en el caso especifico
de estructuras de edificacion.
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Figura 7.1: Ejemplo 7.1 - Viga de cortante.

Ejemplo 7.1

Calcular la respuesta de la viga de cortante dos grados de libertad de la figura
7.1 ante la carga rectangular de la figura 7.2, aplicada simultdneamente en los dos
grados, con k = 20,000kN/m, m =40 t, p = 500kN y ¢, =1 s.

De acuerdo con estos datos, el vector de cargas es

1
500<2>, 0<t<t,

0
<O>, t>1

Las frecuencias de este sistema fueron calculadas en los ejemplos 6.1 y 6.2. Sus
valores son

p(t) =

1k
wr=2""=250
! 2m

s Lk
w? =2— =1,000
m

En lo que respecta a las formas modales, sus valores difieren de los del ejemplo 6.2
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debido a que las diferencias de datos implican diferentes factores de normalizacion.
Sin embargo, la relacion entre los valores en cada modo se mantiene constante:

P 0.0645  0.0913
-\ 0.1291 —0.0913

Figura 7.2: Ejemplo 7.1 - Carga externa.

Para resolver el problema utilizaremos la solucién analitica de un sistema de
un grado de libertad sometido a una fuerza como la de este caso, calculada ante-
riormente (ecuaciones 4.9 y 4.10):

5 (1 — coswt), 0<t<t,
u(t) =9 (7.22)
Ly [sinwt, sinwt + (1 — coswt, ) coswt], ¢ >t

Resolveremos el problema modo por modo y luego superpondremos los resultados.

1. Primer modo:

Como las formas modales fueron normalizadas, la masa de este modo es igual
a la unidad. En el rango (0,t,) la fuerza del modo es

p, = ¢ 500 (;) = 161.374

Por tanto, la ecuacion por resolver es
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i, + 250n, = 161.374

cuya solucién estd dada por la primera de las ecuaciones (7.22):

~161.374
T T 250

(1 —cosv250t) = 0.645(1 — cos 15.811¢)

A partir de ¢, se inicia un problema de vibraciones libres, en el cual la
respuesta es

161.374
=T om0 [sin(15.811 x 1)sin15.811¢ 4 (1 — cos(15.811 x 1)) cos 15.811 ¢]
es decir
n, = 0.645(—0.103 sin 15.811 ¢ + 1.995 cos 15.811 ¢, t>1

2. Sequndo modo:

Al proceder de igual manera, se obtiene que

P, = ¢, 500 <;> = —45.643
y, por tanto,
—0.0456(1 — cos 31.6231), 0<t<t,

N, =
—0.0456[—0.152sin 31.623 ¢ + 0.012 cos 31.623 ], t > t;

De acuerdo con lo anterior, la respuesta de la estructura, en el rango (0,1) es

u,\ _ (0.0645 B -
<u> - (0.1291 0.645(1 — cos 15.811¢)

0.0913
—0.0913

) 0.0456(1 — cos 31.623 1)

mientras que para t > 1 s,
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I I I I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Figura 7.3: Ejemplo 7.1 - Desplazamientos de respuesta. — - —-: u,(?).
(1)

u,\ _ (0.0645 B . B
<u> = <0'1291 0.645[—0.103 sin 15.811 ¢ + 1.995 cos 15.811 {]

0.0913
—0.0913

) 0.0456[—0.152sin 31.623 ¢ 4+ 0.012 cos 31.623 ¢]

La figura 7.3 ilustra este resultado. Obsérvese que el valor mdximo de la
contribucion del primer modo al desplazamiento del primer grado de libertad es
0.0645 x 0.645 = 0.0416, mientras que la del segundo modo es 0.0913 x 0.0456 =
0.00416, es decir, 10 veces menor. Esto ilustra la disminucién de importancia de
los modos en la respuesta total, anticipada anteriormente. Sin embargo, esto se
refleja més claramente en la figura 7.4, en la que se desglosa el desplazamiento u,
en las contribuciones de los dos modos. Puede verse que el modo 1 contribuye con
casi todo el desplazamiento de este grado de libertad, tanto en la primera parte
de la respuesta como en la segunda. Algo similar se da en el segundo grado, como
puede comprobarse facilmente.
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Figura 7.4: Ejemplo 7.1 - Composicién del desplazamiento u,(t). ---: Primer
modo. — - —: Segundo modo. ——: Total

7.2 Consideraciéon del amortiguamiento

En los desarrollos anteriores se ha omitido la matriz de amortiguamiento estruc-
tural. Su inclusion conduce a la ecuacién de vibraciones libres

mi +ciu+ ku=p (7.23)

Al proceder de manera semejante a como se ha hecho anteriormente (es decir,
expandiendo u en términos de las coordenadas modales y premultiplicando por el
vector modal transpuesto de un modo cualquiera k) se obtiene
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. = Vki . )
— 1 = 7.24
Mk + ];:1 mkn + Wik = Dk ( )
donde los coeficientes
Vii = ¢;cfc¢i (7.25)

son, en general, diferentes de cero, debido a que la distribucién del amortiguamien-
to no coincide, en general, con la de la masa y la rigidez. Esto indica que deben
hacerse hipdtesis restrictivas sobre el amortiguamiento para poder incluirlo en el
calculo de la respuesta modal.

Una forma de considerar la propiedad del amortiguamiento en el calculo de las
coordenadas modales 7; consiste en la inclusion directa, en la ecuacion diferencial
de cada coordenada, del llamado amortiguamiento modal. Supongamos que en la
respuesta total w la respuesta total estda dominada por unos pocos modos. En tal
caso resulta posible identificar por vias experimentales el factor de amortiguamien-
to que tipicamente exhiben tales tipos de estructuras en asocio con las frecuencias
modales respectivas. La ecuacién (7.13) toma entonces la forma

ilj + 28 win; + wing = p; (7.26)
donde &; es la fraccion de amortiguamiento del modo j, la cual estd relacionada
con la matriz de amortiguamiento ¢ por las ecuaciones

¢j
- 7.27
i w17, (7.27)
con
¢j = djco; (7.28)

En la préctica, debido al valor relativamente bajo de las fuerzas de amortiguamien-
to, resulta suficiente para estos casos utilizar directamente los valores tipicos de los
amortiguamientos modales &; en la ecuacién diferencial de la coordenada modal
(7.26), sin necesidad de ensamblar la matriz de amortiguamiento c.

7.3 Respuesta a los movimientos del suelo

En el caso especial de sismos y otras acciones dindmicas definidas por movimien-
tos del terreno de apoyo, se hace necesario hacer una consideraciéon especial para
obtener las ecuaciones correspondientes al vector de cargas, de manera semejante
a lo hecho en el capitulo 1. Esto se debe a que se debe poner en corresponden-
cia los multiples grados de libertad, que forman un vector w con el vector de los
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Figura 7.5: Desplazamientos estaticos producidos por movimientos del suelo -
Pértico plano.

movimientos del suelo, ug, que tiene, en general, diferente tamano y orientacion es-
pacial. Como ejemplo utilizaremos la modelacion corriente de la respuesta sismica
de edificios. Consideremos la figura 7.5, en la que aparece un poértico plano con
masas concentradas en cada piso. Un movimiento estatico horizontal del suelo
hace que todas las masas de la estructura se desplacen la misma cantidad, us,
que es el movimiento del suelo. De esta manera, puede decirse que los grados de
libertad de la estructura w guardan con éste la siguiente relacion:

u, 1
u, | =1 | us (7.29)
Uy 1
es decir,
U = Tug (7.30)

El vector 7 asi definido relaciona los movimientos del suelo con los de la estructura.
Su construcciéon se comprende mejor si consideramos adicionalmente otro caso. En
un portico espacial como el de la figura 7.6, por ejemplo, se tienen en general tres
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grados de libertad por piso, correspondientes a dos traslaciones y una rotacién,
mientras que el movimiento del suelo estda definido en forma de dos traslaciones
ortogonales, us, y us, y una rotacion u,,. En el caso de sismos, este ultimo
movimiento suele despreciarse. Por esto,

Uy 1 0
Uy | =10 Juse+ | 1] usy (7.31)
Uy 0 0
es decir,
U = Tylgy + Tylsy (7.32)

Puede verse que en esta ecuacion u, = 0, por tratarse de una relaciéon meramente
estatica. Sin embargo, esta ecuacion pierde su validez en el caso dinamico, en el que
la existencia de una excentricidad entre el centro de masa y el punto de aplicacién
de la resultante de fuerzas de restauracién de los diferentes porticos conlleva a la
aparicién de un par torsor que obliga a la estructura a responder igualmente de
manera rotatoria (cf. capitulo 5, seccién 5.4). Por esta razén se hace necesaria la
consideracion del tercer grado de libertad wu,, independientemente de que ug, se
tome o no como nulo.

De acuerdo con lo anterior, y teniendo en cuenta la ecuacién (12) del capitulo
1, en el caso del poértico plano el vector de cargas equivalentes al movimiento del
suelo es

D, m, 0 0 1
p, |=—1 0 m, 0 1], (7.33)
Dy 0 0 m, 1

lo que puede escribirse en forma compacta como

P = —mri (7.34)

En el caso del portico espacial, la ecuacién correspondiente es

= —mryis, — mryis, (7.35)

A continuacién se lista el programa dmgdl.m de MATLAB, que calcula la res-
puesta de una estructura plana de multiples grados de libertad sometida a un
acelerograma sismico por el método de superposicién modal.

function [Phi,Omega,t,d,v,a]l=dmgdl(m,k,xi,r,as,dt)
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Figura 7.6: Desplazamientos estaticos producidos por movimientos del suelo -
Poértico espacial.

% [Phi,Omega,t,d,v,al=dmgdl(m,k,xi,r,as,dt)

Y m e

b

% Calcula las formas y frecuencias modales de una estructura

% definida por las matrices de masa, rigidez y la respuesta de la
% estructura ante un acelerograma.

b

b

% Por: Jorge E. Hurtado G.

% Universidad Nacional, Manizales

b

b

% m: matriz de masa

% k: matriz de rigidez

% xi: vector de amortiguamientos modales

% r: vector de compatibilidad del movimiento del suelo con los grados
h de libertad de la estructura

% as: acelerograma

% dt: paso de tiempo
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vector de tiempos

matriz de desplazamientos de respuesta
matriz de velocidades de respuesta
matriz de aceleraciones de respuesta

=<
p < Qoo

% Nota: La dimension de las matrices de respuestas es n#*nl,
% donde n es el numero de grados de libertad y nl el numero de
% puntos de discretizacion del acelerograma.

[n,n]=size(m);
nl=length(as);
tmax=dt*nl;
t=linspace(0,tmax,nl);
d=zeros(n,nl);
v=zeros(n,nl);
a=zeros(n,nl);

h

[Phi,Omegal = dmodos(m,k) ; % modos y frecuencias
for j=1:n
pj=-Phi(:,j) ’*mxr*as; % vector de carga modal
wj=0Omega(j);
xij=xi(j);
[dj,vj,ajl=dmaclinl(pj,1,wj,xij,dt); % respuestas modales
d=d+Phi(:,j)*dj’; % superposicion modal

v=v+Phi(:,j)*v]’;
a=a+Phi(:,j)*aj’;
end
)
figure for j=1:n
subplot(n,1,j), plot(t,d(j,:))
if j==
title(’Desplazamientos’)
end
if j==n
xlabel (’Tiempo’)
end
end figure for j=1:n
subplot(n,1,j), plot(t,v(j,:))
if j==
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title(’Velocidades’)

end

if j==n
xlabel(’Tiempo’)

end

end figure for j=1:n
subplot (n,1,j), plot(t,a(j,:))

if j==
title(’Aceleraciones’)
end
if j==n
xlabel(’Tiempo’)
end
end
yA
b
e % fin

Ejemplo 7.2

Calcular la respuesta del portico plano de tres niveles, tratado en los ejemplos
5.1 y 6.5, ante el registro del sismo de Tokachi-Oki, que aparece en la figura 4.3.

Las matrices de modos y frecuencias de vibracién de esta estructura (ver ejem-
plo 6.5) son

0.0308  0.0865 0.1419
® =1 0.088 0.1136 —0.0884
0.1406 —0.0905  0.0247

23.1777 0 0
2= 0 78.1997 0
0 0 164.8240

De acuerdo con las ecuaciones 7.14 y (7.34), se requiere calcular el vector d'mr,
cuyo resultado es

0.0308  0.0886 0.1406 35 0 0 1 9.0996
0.0865 0.1136 —0.0905 | x [ 0 35 O | x| 1] =1 3.8352
0.1419 —0.0884  0.0247 0 0 35 1 2.7364

donde se ha omitido el signo negativo. Si se considera este resultado en relacién con
la ecuacidén (7.34) se ve claramente que la misma aceleracion del suelo se multiplica
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x10™ Desplazamientos
5 T T
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-5 1 1 1 1 1 1
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x107°
1
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1
O b
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Figura 7.7: Ejemplo 7.2 - Desplazamientos de respuesta.

por un factor cada vez menor, en valor absoluto, en la medida en que crece el
nimero de orden del modo. Por esta razon, la respuesta vendra determinada en
mayor medida por el primer modo, luego por el segundo y mucho menos por el
tercero, tal como ya se ha anticipado.

Para resolver este problema haremos uso del programa dmgdl.m. Los resultados
de desplazamientos aparecen en la figura 7.7. Las historias de respuesta se ordenan
de arriba a abajo, segtin los grados de libertad. El desplazamiento maximo del
ultimo piso es 3.72 veces el correspondiente al primero, lo cual puede apreciarse en
la figura, mientras que el segundo piso se encuentra en una situacion intermedia.
Una proporcién similar se da en el caso de las velocidades y aceleraciones de
respuesta, cuyas historias aparecen en la figura 7.8. Finalmente, la figura 7.9
muestra la situacion del portico en el instante ¢ = 2.48s, en el que se dan los
maximos desplazamientos de los tres pisos, simultaneamente en este caso. Dichos
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X107 Velocidades
5 T T
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0.5
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Figura 7.8: Ejemplo 7.2 - Velocidades y aceleraciones de respuesta.
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desplazamientos son iguales a 1.8 x 1073,5.0 x 1072, 7.7 x 103 m, respectivamente.
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Figura 7.9: Ejemplo 7.2 - Desplazamientos méximos (¢t = 2.48 s).

7.4 Calculo de la respuesta sismica maxima

En la seccién anterior se estudio la forma particular que reviste el vector de cargas
externas en el caso sismico y el calculo de las historias temporales de respuesta. A
continuacion examinaremos en detalle el calculo de la respuesta sismica maxima a
partir de espectros de respuesta, lo cual constituye el caso mas usual en esta area
del diseno estructural. Luego se hara la deduccién de una ecuacion simplificada
que figura en multiples codigos de diseno sismico del mundo y que da origen al
método de la fuerza horizontal equivalente.

En primer lugar, en la seccion anterior se vio que la fuerza externa equivalente
a una aceleracién del suelo s es (cf. ecuacién 7.34)
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p = —mriig (7.36)

En consecuencia, haciendo uso de la ecuacion (7.18), la fuerza externa del modo j
es en este caso igual a

__Gymr,

En lo que sigue denotaremos como ¢; el producto

(b}rmr
95 = —7 >
b mo,

que, como bien puede verse, es un escalar, y omitiremos el signo negativo de la
fuerza, pues en la practica del disefio sismico carece de sentido esta puntualizacién,
debido a que la historia de aceleracion se produce como una fluctuacion aleatoria
alrededor de cero. Con estas modificaciones, la fuerza externa del modo queda en
la forma maés simple

(7.38)

Pj = qjls (7.39)

y la ecuacion de movimiento del modo como

ii; + 28wy + w'n; = gyl (7.40)

La ecuacion anterior indica que la respuesta de cualquier modo j se puede obtener
en funcion de una respuesta estandar de referencia A\, dada por

A+ 26w + WP\ = il (7.41)

haciendo

ni = AT}, &) (7.42)

debido a que el sistema es lineal y, por tanto, es valido el principio de superposicion.
En otras palabras, la respuesta de cada modo se obtiene como el producto del factor
de carga modal g; por una respuesta de un sistema sencillo ante la aceleracion del
suelo, caracterizado por la frecuencia (o el periodo) y el amortiguamiento modales.
Ahora bien, como la ecuacién (7.41) es la que describe el movimiento de un sistema
simple sometido a una historia de aceleracion iis, los espectros de respuesta no son
otra cosa que los valores maximos de A(7},¢;) y de sus derivadas (cf. capitulo 4):
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Sa(T,&vis) = max (N}, ) )
S (T, &) = max (| A(T5,6)1)
STy, &1 ) = max (fis(t) + M(T;,,)]) (7.43)

En consecuencia, el valor maximo de los desplazamientos modales es

max (1;) = ¢;54(1j,&;, ts)
(7.44)

Lo anterior significa que es posible obtener las respuestas maximas modales
a partir de los espectros de respuesta de un sismo dado. Sin embargo, no es
valido superponer las respuestas maximas modales para obtener la respuesta total
a través de los modos. Es decir, en general, se cumple que

max (u) # Z ¢ ;max(n;) (7.45)

debido a que los valores maximos de las respuestas modales max (1;) no suceden
en iguales instantes de tiempo. Por esa razon, si se pretende estimar las respues-
tas modales maximas sin calcular las historias temporales sino por medio de un
espectro de respuesta, se debe usar algin enfoque de tipo probabilista. Uno de
tales, que ha sido consagrado por el uso, sugiere que el desplazamiento maximo de
un grado de libertad cualquiera 7 se estime como

1

max (Uz) ~ (¢1,i2max (771)2 + ¢2,i2max (772)2 Tt %,imax (77p)2> ’ (746)

donde ¢;; es el valor del modo j en el grado de libertad 7 y p es el nimero de
modos que se considere adecuado incluir en el cdlculo. Abreviadamente, podemos
escribir

max (u;) & (max u;,? + maxu;,” + ...+ max uip)% (7.47)

7; es el valor de la maxima respuesta modal del grado de libertad i

en el modo j. Este criterio se conoce con el nombre de raiz cuadrada de la suma
de los cuadrados, RCSC.

donde maxu

Ejemplo 7.3
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Consideremos una viga de cortante caracterizada por fracciones de amortigua-
miento modales iguales a 0.05 y por las siguientes matrices de masa y rigidez:

40 0 0

m=1| 0 40 O

0 0 40
5 -2 0
k=10,000x | -2 3 -1
0O -1 1

Calcular las maximas respuestas por superposiciéon modal directa y su estimativo
por medio del criterio RCSC ante el acelerograma de Tokachi-oki.

Con estos datos, las frecuencias angulares propias de la estructura son 10.195,
23.949, 39.655rad /s, lo que equivale a unos periodos modales de 0.616, 0.262,0.158
segundos. Los modos correspondientes son

0.0340  0.0798  0.1322
® =1 0.0779 0.1080 —0.0853
0.1333 —0.0834 0.0161

Las ecuaciones de movimiento de las coordenadas generalizadas n; son, en conse-
cuencia, las siguientes:

i, + 1.019%, 4 103.9, = 9.808ii,
i, + 2.3957, 4+ 573.6n, = 4.175ii
i, + 3.9661, + 1572.51, = 2.522i,

Las respuestas modales méaximas de desplazamiento, aceleracion y velocidad, eva-
luadas con el programa dmaclin.m, aparecen en la tabla 7.1. Junto a ellas aparece
el instante de tiempo en que ocurren.

Puede verse que las maximas respuestas de cada modo no suceden en iguales
tiempos en ninguna de las tres categorias (desplazamiento, velocidad y aceleracion).
Se comprueba entonces la validez de la desigualdad (7.45), en el sentido de que los
maximos valores de las respuestas no son iguales a la suma de los valores modales
maximos.

Supongamos que en lugar de hacer el calculo anterior se ha calculado el espec-
tro de desplazamientos del acelerograma en cuestién (figura 7.10). En tal caso,
se dispone directamente de las respuestas maximas Sq(&, T, iis) = max [A(T},&;)],
obtenidos al resolver correpondientes a la ecuacién (7.41), que repetimos por con-
veniencia:
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Tabla 7.1: Ejemplo 7.3: Respuestas modales maximas.

J | maxm; t | maxv; t | maxi; t

1] 0.0471 | 6.24 | 0.4527 | 6.06 | 4.7977 | 5.90
0.0046 | 2.48 | 0.1070 | 3.44 | 2.1591 | 2.28
31 0.0023 | 2.46 | 0.0666 | 2.42 | 2.1437 | 2.38

0.06

0.05-
0.04F
Sq o003t
0.02F

0.011

Figura 7.10: Ejemplo 7.3 - Espectro de desplazamiento del sismo de Tokachi-oki
para £ = 0.05.
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Tabla 7.2: Ejemplo 7.3: Desplazamientos maximos.

Nivel, ¢ | max u; maxu; | Error
(RCSC) | (Exacto)

1 0.0020 0.0017 15%

2 0.0040 0.0037 | 7.5 %

3 0.0061 0.0063 | 3.3 %

147

A+ 26w + W\ = i

Para los tres modos de esta estructura, identificados por los periodos 0.616,0.262,
0.158, se tienen desplazamientos maximos de 0.0467, 0.0061 y 0.0023, respecti-
vamente, como se puede ver, aproximadamente, en la figura. Por medio de las
ecuaciones (7.44), (7.45) y (7.46) se pueden calcular los desplazamientos méximos
totales, segin el criterio RCSC, que aparecen en la tabla 7.2junto a los correspon-
dientes a la superposicion modal completa de las historias de respuesta, calculada
segtin lo establecido en la secciéon anterior. Se observa que los errores del método
RCSC oscilan entre el 3 y el 15 %. Resultados semejantes se dan en los casos de
velocidad y aceleracién relativa o absoluta.

[ )

Un céalculo como el anterior corresponde a la estimacion de la respuesta maxima
de una estructura ante un sismo registrado. En el caso mas corriente de diseno de
una estructura con respecto a los posibles sismos futuros se deben utilizar espectros
de diseno, que en general tienen una forma suavizada, caracterizada por ecuaciones
y parametros determinados con base en el calculo de espectros de registros reales.
En las normas colombianas de sismo-resistencia, el espectro de diseno se encuentra
definido por la ecuacién siguiente:
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(BAIT siT <03

20A,1 s103<7T <0485

Sa(T) _
o ) LSl 0485 < T <248 (7.48)
Aal

siT > 248

\

El significado de los parametros es el siguiente:

1. El parametro A, define la aceleracién maxima, como fraccion de la acel-
eracion de la gravedad, esperada en la regién en un lapso de 475 anos, lo
que, en un enfoque probabilista, corresponde a una probabilidad de 0.1 de
ser excedida en un lapso de 50 anos. En otras palabras, si se acepta que
la vida media de las estructuras es igual a este ultimo valor, en dicho tiem-
po cabe esperar un sismo de aceleracién maxima alrededor de A,, con una
probabilidad moderada (0.1) de que ocurra un sismo de mayor intensidad.
Los valores de este parametro para las diferentes regiones del pais se pueden
consultar en la norma.

2. El pardametro S define el tipo de suelo bajo la estructura en particular. Los
valores respectivos deben identificarse cuidadosamente a partir de las pautas
dadas en la norma. En general, puede decirse que los valores dependen de
la flexibilidad del conjunto de estratos del terreno, la cual a su vez esta
determinada por la naturaleza misma del suelo y por altura de cada estrato.
Asi, los valores menores corresponden a rocas o suelos duros de poco espesor,
mientras que los mayores a suelos blandos de gran espesor. Los valores de S
son 1.0,1.2,1.5,2.0.

3. El parametro I define la importancia de la edificacion desde el punto de
vista de los desastres sismicos. En este sentido hay edificaciones claramente
indispensables para la atenciéon de la emergencia sismica, tales como hospi-
tales, centrales telefénicas, etc. (I = 1.3); edificaciones para atencién de la
poblacién, tales como estaciones de policia, bomberos, etc. (I = 1.2); es-
tructuras de alta ocupacion, tales como teatros, universidades, estadios, etc.
(I = 1.1); para las estructuras restantes, para el cual I = 1.

En la figura 7.11 se muestra el espectro de diseno para el caso particular de
A, = 0.25. Hay que destacar que espectros como el anterior han sido propuestos
a partir del estudio estadistico de espectros de sismos ocurridos en diversas partes
del mundo, a partir de una caracterizaciéon gruesa de los perfiles de los suelos
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0.9f 1
08} 1
07f 1
0.6f 1

Sa 05} 1
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0.1r b

T,s

Figura 7.11: Espectros de disefio de la norma sismica colombiana para A, = 0.25.

correspondientes. La tendencia mundial, sin embargo, es la de calcular espectros
propios no solo de cada ciudad, sino también de cada sector de ésta. Los estudios
conducentes a estos espectros se denominan de micro—zonificacion sismica. En
Colombia se han realizado estudios de esta clase en Popayan, Bogota, Medellin vy,
parcialmente, en Manizales y Pereira.

7.5 Ecuaciones particulares para el diseno sismico
de edificios

Luego de haber deducido las expresiones generales anteriores para el andlisis de
estructuras por el método de la descomposicion modal y de haber particularizado
la forma de la carga externa para el caso de aceleraciones sismicas del suelo, en
esta seccion deduciremos algunas ecuaciones ain mas particulares, cuales son las
adecuadas para el diseno sismico de edificios. De hecho, en tal situacion es posible
y deseable obtener unas fuerzas horizontales estaticas equivalentes a las fuerzas
dindmicas maximas, las cuales se pueden utilizar en el analisis de esfuerzos por
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medio de los métodos corrientes del andlisis estdtico matricial de estructuras (cf.
capitulo 5). Dichas fuerzas no son otra cosa que las fuerzas de restauracion fp,

fr=Fu (7.49)

que en el caso general son dependientes del tiempo, ya que el vector u lo es.
Teniendo en cuenta la ecuacién (7.4), la ecuacién anterior queda en la forma

fo=k> omi=> fr, (7.50)
j=1 j=1

Ahora bien, de acuerdo con la ecuacién (20) del capitulo 6,
(k—wim)p, =0 (7.51)
Por esto, la fuerza de restauraciéon en el modo j también se puede expresar como

fry = wime,n; = wime; M1}, &) (7.52)

de acuerdo con (7.42). En consecuencia, el valor maximo de este vector de fuerzas
es

max (fR,j) = W?m¢ijSd(7}a fj) (7.53)

Examinemos ahora en detalle algunos de los términos de la ecuacién anterior para
el caso corriente en edificios vistos sobre un plano, y modelados con masas con-
centradas en cada nivel. En tal caso, la matriz de masa es diagonal y el vector
r es un vector columna con todos sus elementos iguales a 1, como se demostrd
anteriormente. Por esto, el escalar ¢;, dado por

ormr
g =—2—, (7.54)
¢j m¢j
adquiere una forma particular, para obtener la cual conviene expandir los produc-
tos matriciales del numerador y del denominador, asi:

m, 1
(61j - Pnj)
Mp 1
q; = - G\ (7.55)
(G oo Pnj) :

por lo cual
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_ i midy .
% =n 2 (7.56)
di M i
Por otra parte, el cdlculo anterior muestra que el producto me; es, simplemente,
m, ¢1j
m¢j = :
mn¢nj

Por esto, la fuerza de restauracién del modo j en el grado de libertad i es, de
acuerdo con (7.53),

max (fr,ij) = mipijq;w: Sy (15, &) = midy Mw%’d (T5,¢5) (7.57)
k1 Dl

Al multiplicar el numerador y el denominador por Y ,_, mg¢y; y agrupar términos
se llega a

midi; (ZL mk¢kj> 2

ma i) = =n - w2Sy(T;, &; 7.58
x (fr.ij) Yo MkPrj D py mk%j j a(T5,&5) ( )
mz’¢ij .9
Zkzlmk¢kj ihad] d( J fy)

donde m; se conoce con el nombre de masa efectiva del modo j,

2
n
(S mion)
z 2
pIy mk¢kj
y constituye por si misma un criterio de seleccién del nimero minimo de modos

necesario para describir adecuadamente la respuesta, toda vez que su suma es igual
a la masa total del edificio, como puede demostrarse facilmente:

j=1 =1

Por tanto, los modos mas importantes en este tipo de estructuras seran aquellos
caracterizados por mayores masas modales. Por el contrario, los modos con m
pequenas suelen despreciarse. Notese que la definicion general de la masa modal
efectiva es

(7.59)

mj:
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. (p;mr)

mj = —q——

¢; m;

Esta ecuacién resulta mas practica que la (7.59) para lenguajes de cédlculo que
operan directamente con matrices como MATLAB.

(7.61)

Ejemplo 7.4

Con los datos del ejemplo 7.3 se tiene que la masa total del edificio es

En:mi =120
=1

Las masas modales efectivas, de acuerdo con (7.59), son 96.206,17.435,6.359, que
satisfacen la ecuacién (7.60). Estas masas corresponden a los siguientes porcentajes
de la masa total: 80.17, 14.53, 5.30. Se observa claramente el dominio que ejerce
el primer modo y la relativamente pequena importancia del tercero.

[ )

La ecuacién (7.58) da origen a un método seudo-dindmico, conocido con el
nombre de método de la fuerza horizontal equivalente, el cual con leves variaciones
se encuentra en la gran mayoria de normas sismicas del mundo. Si se desprecia los
modos diferentes al dominante desde el punto de vista de la masa modal efectiva
mj, y se cambia la masa del modo dominante £ por la masa total m, del edificio,
se llega a que

~ m;Qi,

ZZ:1 mk¢kj
Por otra parte, los ejemplos estudiados anteriormente referentes a estructuras de
edificacién y a vigas de cortante indican que el primer modo es tipicamente el
dominante en esta clase de problemas y, ademas, que su forma es tal que todos los
desplazamientos de las masas son de igual signo y aproximadamente proporcionales
a la altura desde la base, h;. Por esto, en el método seudo-dinamico se hace la
hipétesis

max (fR,ik) mTw,%Sd(Tk,fk) (762)

hi
i N — 7.63
b (7.63)

T
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donde h, es la altura total del edificio. Por tanto, el método prescribe que las
fuerzas horizontales de disenno en cada nivel 7 sean calculadas como

_ w;h;

=<
> ko1 Wil

donde se han cambiado las masas m,; por los pesos w; en el primer factor. Los

factores restantes forman una fuerza tnica v = m, w?Sq(7},€,). Como S, ~ w?Sq,
la expresién de esta fuerza se reduce a

fi mTw?Sd(TIJé-I) (764)

v =mSa(1},¢,) (7.65)
Por tanto,
w;h;
fi = nzﬁzmTSa(Tlagl) (766)
> k1 Wihi

Obsérvese que la aplicacién de este método requiere suponer el periodo del primer
modo 7 con el fin de estimar la aceleracién absoluta de diseno S,(7,¢,). Ahora
bien, de (7.66) se ve claramente que

jéﬁ:v (7.67)

Estas relaciones indican que la fuerza v es la fuerza cortante en la base del e-
dificio, que se obtiene como el producto de la masa del mismo por la ordenada
del espectro de aceleracién absoluta del primer modo. Las fuerzas de diseno se
pueden interpretar entonces como la descomposicién de esta fuerza de acuerdo a
las aceleraciones de cada piso que, como se observo en el ejemplo 7.2, crecen hacia
arriba. La figura 7.12 ilustra estas ideas.

Es necesario anotar que en algunas normas la ecuacién (7.66) aparece con
variaciones. En una de ellas, ampliamente utilizada, las fuerzas de disefio son

__ whd
Dk wkhg
donde « es un exponente, determinado a partir de multiples andlisis dinamicos,
que le da cierta forma parabdlica a la distribucion vertical de las fuerzas.

Cabe anotar que el método seudo-dindmico adquirié una enorme preponder-
ancia en la practica del diseno sismico en la época anterior al auge de las com-
putadoras digitales, en la cual resultaba de enorme costo el calculo de las formas
y frecuencias modales. Sin embargo, en la actualidad este escollo ha sido super-
ado, por lo cual varias normas han introducido un método de diseno basado en
el analisis modal, en muchos casos como alternativa al método equivalente, que

fi (7.68)
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Figura 7.12: Fuerzas sismicas de diseno.

de alguna manera permanece por cierta inercia. A continuacion deduciremos las
expresiones del método modal de diseno. La ecuacién (7.58) se puede poner en la
forma

W; Qi
fij = mvj (7.69)
donde
vj = 1m;Sa(T5, &) (7.70)
es el cortante basal del modo j. El cortante de diseno en el nivel ¢z, modo j es,
simplemente,

Vij = Zflj (7.71)
I=i

Ahora bien, tanto estos cortantes de piso como el cortante global en la base se
combinan por el método RCSC para dar lugar a los respectivos cortantes de diseno:

(NI

v = (vfl—l—va—i—...qufp)
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N

v = (vf+v§—|—...+v;) (7.72)

donde p es un nimero adecuado de modos. Las fuerzas de diseno se obtienen a
partir de los cortantes de diseno de cada nivel, por medio del proceso inverso al de
la ecuacién (7.71). Esto se aclara en el siguiente ejemplo.

5@Q3 m

Figura 7.13: Ejemplo 7.5 - Descripcién.

Ejemplo 7.5

La figura 7.13 muestra un edificio de 5 plantas iguales, cada una de las cuales
tiene una masa de 60 t. Las vigas en ambos sentidos tienen una seccion rectangular
de 0.4 x 0.5 m, mientras que las secciones de las columnas son las que aparecen
en la tabla 7.3. Todos los elementos estructurales tienen un maédulo de elasticidad
E =2 x 10’kN/m?. Calcularemos las fuerzas de disefio sismico en el sentido y a



156 Dinamica de Estructuras

partir del espectro de la ecuacién (7.48), con A, = 0.25,S = 1.5e I = 1.0 (ver
figura 7.10). Utilizaremos para ello algunos de los programas incluidos en este
texto.

Tabla 7.3: Ejemplo 7.5: Secciones de las columnas.

Nivel | b h

1 0.60 | 0.60
2 0.55 | 0.55
3 0.50 | 0.50
4 0.45 | 0.45
3 0.40 | 0.40

La siguiente secuencia de instrucciones de MATLAB crea los datos necesarios
para activar el programa dcondens.m:

11=0.6"4/12;

i2=0.55"4/12;

13=0.5"4/12;

i4=0.45"4/12;

i5=0.4"4/12;

i6=0.4%0.5"3/12;

e=2e07;

np=5;

nv=1;

iv=[1i6 i6 i6 i6 i6]’;

ic=[1i1 i1;i2 12;i3 i3;i4 i4;i5 i5];
hp=3*ones(1,5);

1v=5;
[kpp,kps,kss,kp,kcond]=dcondens (np,nv,e,iv,ic,hp,1lv);
kcond

kcond =

1.0e+005 *
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2.6357
-1.3430
0.3320

-0.

0.0050

0475

-1.3430
1.6887
-0.8765
0.1918
-0.0202

0.3320
-0.8765
1.1067
-0.5802
0.0933

-0.0475
0.1918
-0.5802
0.7323
-0.3072

0.0050
-0.0202
0.0933
-0.3072
0.2302
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En vista de que hay cuatro porticos iguales, la matriz de rigidez es k=4*kcond. La
matriz de masa es la siguiente:

m=60*eye (5)

60

o O O O

Los modos y frecuencias modales se obtienen con el programa dmodos.m:

o O O

0 0
0 0
0 0
60 0
0 60

[Phi,Omegal=dmodos (m,k)

Phi =

O O O O O

Omega

11.
36.
66.
103.
159.

.0101
.0306
.0633
.0731
.0863

8003
1071
2351
3542
5167

0.0291
0.0695
0.0695
0.0082
-0.0780

0.0472
0.0678
-0.0195
-0.0821
0.0521

0.0644
0.0263
-0.0842
0.0657
-0.0206

0.0966
-0.0748
0.0391
-0.0138
0.0028

Notese que se satisface la condicién de ortonormalidad:
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Phi’*m*Phi

ans =
1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

A continuacién calcularemos las fuerzas de diseno por los dos métodos:

1. Método modal:

Este cdlculo requiere la creacion del vector r: r=ones(5,1). Con este
vector, las masas modales efectivas (ecuacién 7.61) son

meff=(Phi’*m*r)." 2
meff =
231.2196
34.8330
15.4038

9.5868
8.9569

Obsérvese que no se ha hecho la divisién entre (b}rmqu =, m ?j ya que
todos estos escalares son iguales a la unidad, de acuerdo a la normalizacién
adoptada. Se comprueba que la suma de todas las masas modales efectivas
es igual a la masa total:
sum(meff)
ans =
300.0000

Para estimar las respuestas modales con el espectro de diseno se requiere
previamente calcular los periodos de los modos. Estos son:
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T=2%pi./0Omega
T=

0.5325
0.1740
0.0949
0.0608
0.0394

Por medio de la ecuacién (7.48) se obtiene

Sa =

6.1250
3.5528
1.9368
1.2412
0.8042

Con estos datos pasamos a calcular las fuerzas modales, de acuerdo con las
ecuaciones (7.69) y (7.70):

mPhi=m*Phi;
for j=1:5;f(:,j)=mPhi(:,j)*meff(j)*Sa(j)/sum(mPhi(:,j)); end;
f

56.6349 36.6636 21.5360 14.8441 13.9565
171.2267  87.4972  30.9250 6.0675 -10.8074
297.7739  87.4220 -8.9080 -19.4147 5.6446
408.5832 10.3137 -37.4637 15.1493 -1.9883
482.0013 -98.1414  23.7442 -4.7472 0.3977

Los cortantes en cada piso se calculan de manera eficiente por medio de
las instrucciones flipud y cumsum. La primera rota una matriz en sentido
vertical y la segunda calcula las sumas acumuladas de los elementos de sus
columnas:

v=flipud(cumsum(flipud(£)))
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Figura 7.14: Ejemplo 7.5 — Fuerzas de diseno: : Método modal; — —: Método

seudo—dinamico.

1.0e+003 *
1.4162 0.1238 0.0298 0.0119 0.0072
1.3596 0.0871 0.0083 -0.0029 -0.0068
1.1884 -0.0004 -0.0226 -0.0090 0.0041

0.8906 -0.0878 -0.0137 0.0104 -0.0016
0.4820 -0.0981 0.0237 -0.0047 0.0004

Los cortantes de diseno, segin el método modal, son, pues,
vmod=sqrt (sum(v’."2))’

vmod =

1.0e+003 *
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1.4220
1.3624
1.1886
0.8951
0.4925

Finalmente, las fuerzas de disefio se pueden obtener a partir de la distribucion
en altura de las fuerzas cortantes en la forma siguiente:

fmod (5) =vmod (5) ;

fmod (4)=vmod (4)-vmod(5) ;
fmod (3)=vmod (3) -vmod (4) ;
fmod (2)=vmod (2)-vmod (3) ;
fmod (1)=vmod (1) -vmod (2) ;
fmod

fmod

fmod

59.5810 173.8019 293.5432 402.5847 492.4870
Este calculo se puede hacer de forma mas elegante en MATLAB asi:

vmodl=[vmod(2:5); 0]; fmod=vmod-vmodl
fmod =

59.5810
173.8019
293.5432
402.5847
492.4870

2. Método seudo—dindamico:

Para aplicar este método se debe hacer una suposicion del valor del periodo
del primer modo, como se ha dicho antes. Una ecuacion popular empleada
para este propoésito en el caso de porticos es

T, ~ 0.08h (7.73)
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donde A es la altura total del edificio en metros, con lo cual T" resulta dado
en segundos. Al aplicar esta ecuacién se obtiene T = 0.6098 s, lo que hace
que el valor correspondiente de la aceleracion de respuesta sea, de nuevo,
6.125m/s?, de acuerdo con la ecuacién (7.48).

Las fuerzas en este caso se calculan directamente con la ecuacién (7.66):

feq=wh’*Sa(1)*60*5/sum(wh)
feq =

122.5000
245.0000
367.5000
490.0000
612.5000

La figura 7.14 compara los resultados obtenidos por estos métodos. Se observa
que los del método seudo—dinamico resultan mas conservadores que los del método
modal, lo cual se debe basicamente a que se supone que la masa efectiva del primer
modo es igual a la masa total, cuando en realidad es sélo el 77 por ciento. Esta es
una tendencia de este método que explica en parte su permanencia en las normas
mundiales. Sin embargo, para estructuras de edificacion de formas mdas complejas
que la estudiada aqui, el cdlculo dindmico resulta verdaderamente imprescindible.

[ )



Apéndice A
Nociones basicas sobre MATLAB

Este apéndice esta dedicado a una breve exposicion de los elementos esenciales del
lenguaje MATLAB, con el proposito de facilitar la creacién de variables usuales
en Dinamica de Estructuras y ejecutar algunos de los programas expuestos en este
texto, asi como las rutinas incorporadas en el lenguaje.

A.1 Caracteristicas de MATLAB

MATLAB es tanto un lenguaje de programacién como un entorno de trabajo.
Por esta razén se puede trabajar en él tanto en el modo consola (es decir, en
el que se hacen cédlculos cuyo resultado se obtiene inmediatamente por medio de
los comandos adecuados, que se dan en linea) como en el modo rutina (esto es,
programas cuyos comandos estan codificados). Ambos modos pueden ponerse en
relacién entre si. Por ejemplo, una rutina (cuya denotacién general es un archivo
M, *.m) puede pedir datos de la consola, a través del comando input; igualmente,
una estructura tipica de un programa, como es un bucle for -- end se puede
pulsar en la consola directamente sin necesidad de hacer un programa tipo M.
Las caracteristicas mas importantes de MATLAB son su manejo directo de vec-
tores, matrices y cadenas de caracteres como objetos; su posibilidad de trabajar
con numeros reales o complejos indistintamente; la no exigencia de declarar vari-
ables y arreglos para reserva de memoria; y la posibilidad de combinar matematica
simbolica con numérica, entre otras. Todo esto, aunado a la disponibilidad de
miltiples funciones matemadticas ya programadas y librerias especializadas (los
famosos toolbozes) hacen que los programas escritos en MATLAB sean altamente
compactos en comparacion con los equivalentes en FORTRAN, C, PASCAL, etc.
Esto reporta grandes ventajas para la textos de caracter didactico, debido a que
se facilita el estudio de un programa complejo de ciencias o de ingenieria, al ocu-
par todos los comandos unas pocas lineas. Esto es especialmente cierto cuando se

163



164 Dinamica de Estructuras

manejan vectores y matrices como bloques enteros, es decir, cuando no es necesario
trabajar con sus elementos individuales. En el caso del andlisis de estructuras el
manejo de bloques enteros es posible salvo cuando se requiere ensamblar matrices
de rigidez, por ejemplo.

Estudiaremos en primer lugar las comandos bésicos para creacion variables,
funciones, vectores y matrices. Luego estudiaremos la creacion de archivos M.
A.2 Operaciones fundamentales

Una variable se crea en MATLAB asignandole un valor:

x=3

3

Un punto y coma (;) al final de cada instruccién inhibe la aparicién de un resul-
tado:

x=3;
y=2;

Las siguientes son las operaciones aritméticas basicas:
X+y

ans =
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Las siguientes son algunas funciones de uso corriente:

sqrt (3)
ans =
1.7321
cos(pi/4)
ans =
0.7071
sin(pi/6)
ans =
0.5000
exp(1)
ans =
2.7183
log(exp(1))

ans =
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1
10g10(10)
ans =
1

A.3 Vectores y matrices

1. Creaciéon de un vector con elementos dados:

Un vector fila se crea en la forma

a=[1 2 3 4];

Si se trata de un vector columna, se puede crear como
a=[1; 2; 3; 4];

o bien como

a=[1 2 3 4],

El simbolo ’ denota transposicion matricial. La multiplicacién de todos los
elementos de un vector por un escalar es simple:

a=[1 2 3 4]’; b=2*a

b =

0 O BN

2. Creacién de un vector con intervalos regulares.

El comando
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t=linspace(1,10,5)

1.0000 3.2500 5.5000 7.7500 10.0000

crea un vector fila de 5 elementos regularmente espaciados entre 1 y 10. Esta
instruccion se utiliza corrientemente para crear un vector de abscisas en las
cuales se ha de evaluar una funcion determinada.

3. Suma de dos vectores:

a=[1 2 3 4]°;
b=[4 3 2 1]’;
c=a+b

a1 o1 o1 O

4. Producto escalar de dos vectores.

Con los datos anteriores, en que tanto el vector a como el b tienen dimension
4x1, el producto escalar d = a-b = a"b= Y7 | a(i) xb(i) implica trasponer
el vector a para que la multiplicaciéon matricial tenga sentido. Por tanto,
d=a’*b
ans =
20

Por el contrario, la instruccion

e=a.*b

Do o
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corresponde al producto de a y b elemento por elemento. Notése que la
instruccion

sum(e)
ans =

20

da como resultado el producto escalar de los dos vectores, ya obtenido por
otra via. De manera similar se obtiene la divisiéon de dos vectores elemento
por elemento:

vi=[2 4 6];
v2=[2 2 2];
vi./v2

Finalmente, algunas operaciones importantes sobre vectores son las siguien-
tes: el maximo elemento (max(a)); el minimo (min(a)), las elementos que
sean mayores o iguales que un cierto escalar x (i=a >= x)), o iguales a él
(i=a == x)), etc. Por ejemplo,

a=[4 9 5 4]; i=a==

5. Creacién de una matriz.

Las matrices se crean de manera similar a los vectores:

mi=[1 2 3; 6 5 4;3 1 3]
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Un elemento de una matriz se extrae de acuerdo a la notacién usual en
matematicas:

mi1(2,3)

ans =

El simbolo : se utiliza para denotar todos los elementos de una fila o de una
columna. Por tanto, la instruccion m1(2,:) entrega la segunda fila de la
matriz m1, mientras que m1(:,3) hace lo propio con la tercera columna:

mi(2,:)

Algunas matrices especiales de uso frecuente son la de ceros, la de unos y la
idéntica:

zeros(3,3)

ans =
0 0 0
0 0 0
0 0 0

ones(3,3)

ans =
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6. Suma y producto de dos matrices.

eye(3)

ans =

m2=rand(3,3)

m2 =

0.2190
0.0470
0.6789

m3=m1+m2

m3 =

1.2190

6.0470

3.6789

m4=m1*m2

2.3496
4.2644
2.7405

o = O

o

ol

3.
10.
4.

o

.6793
.9347
.3835

.6793
.9347
.3835

6992
2833
1231

.5194
.8310
.0346

.5194
.8310
.0346

.2851
.4096
.4929

Dindmica de Estructuras

En este ejemplo m2=rand(3,3) es una matriz de numeros aleatorios con
distribucién uniforme entre 0 y 1. Es necesario recordar que el producto de

dos matrices de dimensiones (m,n) y
De lo contrario el producto no es factible:

(p,q) debe respetar la norma n = p.
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m6=[2 2; 2 2]

ml*m6 7?77 Error using ==> * Inner matrix dimensions must agree.
7. Inversa de una matriz.
m5=inv(ml)
mbd =
-0.3929 0.1071 0.2500
0.2143 0.2143 -0.5000
0.3214 -0.1786 0.2500

8. Creacién de una matriz diagonal:

m7=diag([3 3 2])

m7 =
3 0 0
0 3 0
0 0 2

9. Soluciéon de ecuaciones simultaneas.

El problema usual Ax = b, donde A es una matriz de coeficientes de las
incognitas © y b es un vector de términos independientes, se resuelve, o bien
de la manera clasica x=inv (A) *b, o bien por medio de la operacion

x=A\b

que calcula la llamada descomposiciéon LU de la matriz A y luego obtiene
el vector de incdgnitas . La descomposiciéon LU estd definida como la
obtencién de dos matrices, una triangular inferior L (por lower, en inglés)
y otra superior U (upper), cuyo producto es igual a A. Esta técnica es
preferible para resolver grandes sistemas de ecuaciones simultdneas que el
método de la matriz inversa.
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10. Autovalores y autovectores de una matriz.

Dindmica de Estructuras

Para una matriz simétrica, los autovalores (lambda) y los autovectores (phi)
se obtienen de la manera siguiente:

m8=[1 2 3; 2 4 5; 3 5 6]

[phi,lambdal=eig(m8)

phi =
0.5910
-0.7370
0.3280

lambda =

0.1709

o

-0.7370
-0.3280
0.5910

0
-0.5157
0

0.3280
0.5910
0.7370

0
0
11.3448

Si la matriz no es simétrica los autovalores y autovectores son complejos:

m9=[1 2 3; 6 4 5; 7 9 6]

[phi,lambda]=eig(m9)

phi =

-0.2610

o

0.2075 + 0.5245i

0.2075 - 0.52451
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-0.5389 0.3908 - 0.32901 0.3908 + 0.32901
-0.8009 -0.6244 - 0.17621i -0.6244 + 0.17621
lambda =
14.3366 0 0
0 -1.6683 + 1.02621 0
0 0 -1.6683 - 1.02621i

A.4 Funciones

Las funciones en MATLAB se pueden tratar directamente como vectores o matri-
ces, lo cual implica grandes ahorros de lineas de codificaciéon. Por ejemplo, si un
vector de tiempo es

t=linspace(0,0.5,5)

0 0.1250 0.2500 0.3750 0.5000

y una frecuencia angular w es igual a 27 (w=2*pi), la funcién r = cos(wt) es el
vector

r=cos (w*t)

1.0000 0.7071 0.0000 -0.7071 -1.0000

De manera semejante se calculan otras funciones, sin importar si la variable
dependiente es un vector o una matriz:

ml
ml =
1 2 3
5 4
3 1 3
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2.7183 7.3891  20.0855
403.4288 148.4132 54.5982
20.0855 2.7183 20.0855

A.5 Bucles y decisiones condicionales

El bucle for -- end es la estructura de MATLAB adecuada para hacer calculos
vinculados a indices en general. Por ejemplo, el cdlculo del factorial de un ntiimero
(en este caso, 10) se hace de la siguiente forma:

nfact=1; n=10; for i=1:n; nfact=nfact*i;end; nfact
nfact =

3628800

La estructura de condicionamiento logico es if -- elseif -- else -- end,
que se explica aqui con respecto a la definicion de la funcién de signo:

-1, <0
y =sgn(zr) = 0, =0
1, x>0

if x < 0; y = -1; elseif x==0; y=0; else; y=1; end

Por ejemplo, si se asigna el valor x=3 antes de la ejecucién de esta secuencia,
después de ella el valor de y es

Se puede suspender la ejecucion de un bucle for -- end por medio de la instruc-
cion break. Por ejemplo, la secuencia de instrucciones
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nfact=1; n=10; for i=1:n; if i==5; break; end;
nfact=nfact*i;end;

nfact
nfact =
24

calcula esta férmula recurrente sélo hasta cuatro.

A.6 Programas

Un programa en MATLAB se constituye como un archivo tipo M (*.m). Su
creacion se hace en un editor de texto cualquiera en ASCII. La edicién puede
comenzar directamente con una serie de lineas de codigo, caso en el cual el progra-
ma siempre dard los mismos resultados, o bien comenzando con una instruccién
del tipo

function [resultados]=nombre(datos)

En esta descripcién, [resultados] es un grupo de resultados que se espera del
programa y que quedan disponibles para el uso por consola, cuyos nombres estan
separados por comas: [a,b,c], donde a,b,c pueden ser escalares, vectores, ma-
trices o cadenas alfanuméricas. De la misma manera se da al programa el conjunto
[datos]. El nombre del programa debe coincidir con el del archivo.

Como ejemplo, el siguiente programa crea un vector f cuyos elementos son los
factoriales de sus nimeros ordinales de posicién; es decir, f = [11, 2!, ..., nl]

function [fl=fact(n)

b

% _____________________________________________________
% [fl=fact(n)

Y e
A

% Calcula un vector cuyos elementos son los

% factoriales desde 1 hasta n

b

% _____________________________________________________
b

A

nfact=1;
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for i=1:n;
nfact=nfactx*i;
f(i)=nfact;
end;

El programa se activa con la orden [f]=fact(n):

[f]1=fact (4)

1 2 6 24

Si escribimos en la consola help fact obtenemos

Calcula un vector cuyos elementos son los
factoriales desde 1 hasta n

que son las lineas que aparecen entre el encabezado del programa y la primera linea
de comandos, comentadas con el signo de porcentaje. En general, el comando help
da esta informacion para cualquier programa tipo M escrito, bien por la casa matriz
de MATLAB, o bien por un usuario cualquiera.

A.7 Archivos de datos y resultados

Un archivo de datos en ASCII se puede importar al programa por medio de la
instruccion load:

load datos.dat;
Por su parte un archivo de cdlculos se puede guardar con la instrucciéon save:
save resul.res;

Las diversas posibilidades de esos dos comandos se pueden consultar por medio de
help.
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Acelerograma de Tokachi—ken-Oki
0.2 T T T T

0.15- b

0.051 i

Aceleracion
o
L

-0.05- b

-0.15- b

-0.2 I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35

Tiempo

Figura A.1: Ejemplo de creacion de una figura bidimensional

A.8 Figuras

Una descripcion de las miltiples posibilidades de creacion de figuras de tipo técnico
con MATLAB ocuparia decenas de paginas. En este apéndice nos limitaremos a
los elementos bésicos de elaboraciéon de figuras bidimensionales. Como ejemplo
haremos la grafica del acelerograma de un sismo:

load tokachi.dat;

t=0.02*1linspace (0,length(tokachi),length(tokachi));
plot (t,tokachi)

xlabel(’Tiempo’)

ylabel(’Aceleracion’)

title(’Acelerograma de Tokachi-0Oki’)

El resultado aparece en la figura A.1. Las diferentes opciones de graficacién se
pueden consultar con help plot.
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