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CAPITULO 1
INTRODUCCION

El método de los elementos finitos no proporciona una indicacién directa
acerca de la exactitud de las aproximaciones que se realizan. Aunque dicho
método ha sido adoptado como una herramienta muy eficaz para la resolucién,
tanto de problemas estructurales como de mecdnica de medios continuos en
general, solo a partir de tiempos relativamente recientes se han propuesto
expresiones para la estimacion de errores a posteriori.

A pesar del gran desarrollo que han experimentado los métodos de célculo
por elementos finitos, no existe un uso generalizado de las técnicas de estimacién
de error para conocer el grado de precisién obtenido en un célculo. Por ello,
en la inmensa mayoria de los casos, el calculista no conoce si la malla utilizada
para un cierto calculo ha sido suficientemente adecuada para proporcionar unos
resultados con la precisién requerida. Tampoco son de uso generalizado las
técnicas de refinamiento o de remallado tendentes a proporcionar resultados
con una precisiéon predeterminada, a base de realizar mejoras sobre las mallas
utilizadas. Hasta el momento, la generacién de las mallas de elementos finitos
utilizadas en los célculos se basa en la intuicién y en la experiencia previa del

ingeniero calculista, pero sin la utilizacién de criterios objetivos que faciliten
dicha labor.

Evidentemente, la evaluacién exacta del error existente en una
determinada aproximacion a la solucién de un problema es imposible sin conocer
la solucion exacta del mismo. Sin embargo en esta monografia se presentaran
diversas técnicas para estimar dicho error de manera muy razonable, con las
que es posible obtener una solucién a un determinando problema, por elementos
finitos, cuyo error esté por debajo de una determinada tolerancia.

En los ultimos anios se han desarrollado diversas técnicas para resolver el
problema de la estimacién y la correccién del error. De hecho, la mayoria de
los avances que se han realizado dentro del campo de los elementos finitos se
pueden entender como formas distintas de minimizar el error existente en las
soluciones.

En esta monografia se hablara sobre dos técnicas distintas para la
correccion de errores:
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- Técnicas de refinamiento: se definen como tales aquellas en las que a una
malla utilizada previamente se le afiaden nuevos grados de libertad para
obtener una solucién mejorada sobre la anterior.

- Técnicas de remallado: se definen como tales aquellas en las que a partir
de la informacién obtenida con una determinada malla se genera otra
malla totalmente nueva y mas adecuada para obtener unos resultados
con la precision requerida.

A pesar de la existencia de las diversas técnicas que se presentaran en este
trabajo no hay que olvidar el importante papel que deben jugar la experiencia
y la intuicion del ingeniero a la hora de juzgar la bondad de unos resultados
obtenidos con ordenador. Sin embargo, €l crecimiento del coste de la mano de
obra cualificada y el descenso del coste del tiempo de ordenador hacen que se
tienda cada vez mds a que sea este ultimo el que haga la mayor parte posible
del trabajo. Ello implica que los programas de ordenador se deben disenar
para precisar de un ntimero minimo de datos, para minimizar el trabajo de
definicién del problema (geometria, condiciones de contorno y cargas), y de
una tolerancia prescrita en cuanto a errores. Un algoritmo automatico debe ser
capaz de obtener la mejor malla y los mejores resultados a un coste razonable.
Ademas debe tener una gran robustez teniendo en cuenta que muchas veces los
usuarios de los programas no son expertos en las formulaciones matematicas
que éstos utilizan.

En el capitulo 2 se presenta un desarrollo histérico de los primeros
intentos llevados a cabo por algunos investigadores en busca de expresiones que
permitieran conocer, al menos de forma aproximada, el nivel de error existente
en unos resultados obtenidos por el MEF.

En el capitulo 3 se expone la formulacién jerdrquica de las funciones
de forma por ser una herramienta necesaria y muy util en los procesos de
refinamiento de mallas.

Posteriormente, en el capitulo 4, se presenta un pequefio desarrollo
matemadtico para clarificar el significado de los errores existentes en las
soluciones obtenidas por el MEF, asi como diversas alternativas para medirlo.

En capitulos 5 y 6 se exponen, respectivamente, diversas técnicas de
indicacién y estimacién de errores asi como comentarios criticos sobre algunos
de ellos desde el punto de vista de su utilizacién préctica.

En el capitulo 7 se presenta un nuevo criterio de optimalidad que
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proporciona la manera de distribuir el error obtenido sobre todo el dominio
del problema. Este nuevo criterio se compara con otros ya existentes y se
demuestra su mayor adecuacién al contexto de los métodos de resolucién de
problemas estructurales por el método de los elementos finitos.

Por dltimo, en el capitulo 8 se presenta un ejemplo de utilizacién de uno
de los estimadores de error comentados.
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CAPITULO 2

DESARROLLO HISTORICO

El articulo de McNeice y Marcal (23] publicado en 1971 parece ser el
primero en el cual se consideré el problema de distribuir los nodos de una malla
para obtener los mejores resultados. La técnica utilizada para ello consistié en
minimizar la energia potencial total, dada por

M= 3 L] / BTDBdOJu® — PTu (2.1)
P — 9 .
e=1 {

con respecto a las variable nodales y a las coordenadas nodales. En la
ecuacién (2.1) n es el nimero total de elementos de la malla necesaria para
discretizar la estructura, D es la matriz de constantes eldsticas, B es la matriz
de transformacién de desplazamientos a deformaciones, u¢ es el vector de
desplazamientos asociado al elemento e, u y P son los vectores globales de
desplazamientos y cargas aplicadas y ) es el volumen ocupado por el elemento
€.

Si denotamos por ¢ el vector de coordenadas nodales, la condicién para
que la energia potencial sea minima es:

= 2.2
Fa; ~° (2:2)
o1l
e, =0 (2.3)

donde : y j varian sobre el niimero de grados de libertad y de coordenadas
nodales respectivamente. La ecuacién (2.2) conduce a la ya familiar expresién

Ku—P=0 (2.4)
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donde
n
K=Y [ B'DBda (2.5)
e=1 Qe

y la ecuacién (2.3) conduce a

1 70K  8PT
P Sl = 2.
2" 6Cju+ Oc; u=0 (2:6)

La expresion (2.4) son las conocidas expresiones de las ecuaciones de
equilibrio discretizadas mientras que el problema de la localizacién 6ptima de
los nodos de la malla estd gobernada por la ecuacion (2.6). Esta ultima es
un conjunto de ecuaciones no lineales que depende de la posicién inicial de los
nodos.

Se han aplicado diversas técnicas de minimizacién para resolver este
problema. Carrol et al. (8] tilizaron el método del gradiente conjugado, Turcke
McNeice (34 usaron la técnica de la busqueda directa de Rosenbrock, y Felippa
11)[12] comparo los anteriores dos métodos con el método de Powell concluyendo
que este ultimo era el mas eficaz.

No obstante, todos las publicaciones sobre las posibles técnicas para
solucionar las ecuacidnes (2.6) muestran que el grado de no linealidad de
las mismas es tan alto que resulta impracticable tanto numérica como
economicamente el intentar resolverlas en situaciones fuera del ambito
académico. Felippa muestra que el coste de la resolucién de las mismas crece
con un factor entre la tercera y la cuarta potencia del nimero de grados de
libertad del modelo discreto.

Oliveira en 1971 [24] sugirié que la configuracién éptima de una malla
depende de la orientacién de las isolineas de igual energia de deformacion. Por
ello, propuso el colocar las coordenadas de los elementos siguiendo esas isolineas
que deberian obtenerse mediante un andlisis previo. Sin embargo no se daban
indicaciones sobre como generar dicha nueva malla.

Después de verificar la no viabilidad de los métodos de minimizacion
debido al esfuerzo computacional necesario para ello, Turcke y McNeice [341
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desarrollaron la idea de Oliveira dando una serie de directrices para su
implementacién practica. Turcke (35] mostré en 1976 que en un proceso iterativo
en el cual los nodos de la malla se posicionan a lo largo de las lineas de isoenergia
obtenidas en las solucidnes previas, las posiciones de las mismas convergen
modificindose cada vez menos. De esta forma se llegaria a la que seria la
malla éptima para un nimero fijado de grados de libertad.

Los trabajos mencionados trataban de mejorar una malla con un nimero
de grados de libertad determinado. Sin embargo no estimaban en ningan
momento cual era el error existente en unos resultados. Tampoco abordaban el
problema de intentar conocer como cambiarian los resultados afiadiendo nuevos
grados de libertad, o cambiando el tipo de elemento.

Un avance importante se produjo cuando Melosh y Killian 21] abordaron
en 1977 el problema de mejorar la malla afiadiendo nuevos grados de libertad en
contraste con el movimiento de los nodos de los trabajos anteriores. Para ello
analizaron el cambio que se producia en la energia potencial total al anadir un

nuevo nodo suponiendo que la posicién de los nodos ya existentes no variaba.

Una técnica similar fue propuesta por Peano et al. 25] en 1978
al introducir la adaptabilidad asociada a una formulacién jerdrquica de las
funciones de forma de los elementos.

Tanto el método de Melosh y Killian como el de Peano intentan estimar
la diferencia en energia entre la solucién obtenida y la que se obtendria al anadir
un determinado nodo. Entonces el refinamiento se realiza en funcién de estas
estimaciones.

Aunque las bases de ambos métodos son las mismas las técnicas
para realizar la estimacién son distintas. Melosh y Killian sostienen un
comportamiento a priori de la energia de deformacién de la forma

el = AePP (2.7)

donde HCHZE‘ es el error en la energia, D es el nimero de grados de libertad
del andlisis y A y B son constantes a determinar a partir de dos soluciones
sucesivas. El principal problema de este método es que en general no existe
ninguna evidencia de que el error se comporte de forma exponencial.

Peano evita este tipo de aproximaciones al basar su indicador de
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refinamiento en la extensiéon que sufre la matriz de rigidez K al anadir un
nuevo grado de libertad de forma jerarquica. Si representamos las ecuaciones
de equilibrio correspondientes al problema a resolver por

Kq1u; = Py g (2-8)

entonces las nuevas ecuaciones de equilibrio asociadas a un refinamiento
jerarquico introduciendo un conjunto adicional de variables ug se pueden escribir
como:

[Ilgi; ﬁi] [:;] - [f’;] (2.9)

Si la ecuacién (2.9) se resuelve mediante un esquema de Gauss-Seidel se
obtiene:

Kijuf = Py — Kjpuy ™! (2.10)

Kol = Py — Kyju} ™! (2.11)

Como wuj; es conocido partir de una solucién previa, us se puede
estimar y tomar en consideracién los valores mas significativos después de una
normalizacion en la energia. Este método tiene no obstante dos dificultades:

- Se requiere el calculo de términos de la matriz de rigidez de alto orden.

- La convergencia hacia la energia exacta del proceso no es adecuada para
determinar concentraciones de tensiones.

El primer inconveniente se solucioné con la introduccién de la formulacién
jerarquica de las funciones de forma. La utilizacidén de las mismas se desarrollara
en el apartado siguiente ya que son la base de un grupo importante de métodos
de refinamiento automatico. Por ello no van a ser comentadas con detalle en
este apartado.
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La técnica desrrollada en el articulo de Peano tiene su origen en otro
trabajo de Melosh y Marcal [22] publicado en 1977 en el cual la decisién
sobre cuales son los nuevos grados de libertad que mejoran sensiblemente los
resultados se toma en funcién de la sensibilidad de la energia potencial total
respecto a la introduccién de un nuevo nodo §;:

T 1 T
om, _ou® 1 70K P

8s; _ 96; 2% 85" Tos;

u (2.12)

Ello introduce una forma alternativa para decidir cuales son los grados
de libertad a anadir a la malla.

A pesar de los avances descritos seguia sin existir una forma de estimar la
magnitud del error que existia en cada una de las soluciones obtenidas. Babuska
y sus colaboradores 2l sustituyeron para ello las soluciones aproximadas
obtenidas por el FEM en las ecuaciones diferenciales que definian el problema.
Debido a la aproximaciéon realizada, aparecen al hacer esta sustitucion unos
residuos que Babu$ka interpret6 de una forma energética para conseguir un
estimador de error a posteriori.

Con el trabajo de Babuska y sus colaboradores, el problema de la
estimacién de errores y la adaptabilidad para un problema general de elementos
finitos se aborda por primera vez desde un punto de vista matematico. Asi
Babuska y Rheinboldt [3] telacionan en 1978 la estimacién del error con unas
cantidades localizadas 7; que se pueden calcular de forma aproximada. El
teorema en que se basa el proceso muestra que esas cantidades conducen a
una estimacién del error que es éptima en el sentido de que con unas constantes
multiplicativas se pueden obtener cotas superiores e inferiores al error, siendo

nt=3"n} (2.13)

el error total estimado. Entonces
Kin < |lellg < Kan (2.14)

~ donde K7 y K5 son constantes independientes de la malla y de la solucién.
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Babutka y colaboradores desarrollaron esa teoria y la aplicaron a la
solucién de diversos problemas [4], Incluso realizaron una extensién a problemas
no lineales. No obstante un defecto inicial de esta teoria es que sdlo afectaba a
elementos lineales.

En tiempos mas recientes han aparecido diversos desarrollos de estas
técnicas que se describiran en apartados posteriores.
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CAPITULO 3

FORMULACION JERARQUICA
DE LAS FUNCIONES DE FORMA

En el método de los elementos finitos la solucién u a un problema de
contorno se aproxima mediante expresiones del tipo:

n
U U= Z N;a; (3.1)
1=1 i

donde N; es la funcién de forma correspondiente al i-ésimo grado de libertad,
vy a; es el valor de la variable nodal correspondiente al mismo. Para hacer
mas sencillas las explicaciones, en este apartado se supondra que cada funcién
de forma multiplica a un solo coeficiente a;, es decir, cada una de ellas
representara un solo grado de libertad. Ademds se supondrd que la funcién
1 es unidimensional.

Este tipo de aproximaciones es comun con otros muchos métodos de
resolucién de ecuaciones diferenciales, en especial con todos aquellos que
expresan la solucion mediante un desarrollo en serie. Este es el caso de los
desarrollos en serie de Fourier, polinomios de Legendre, funciones de Bessel,
etc.

En las formulaciones clasicas de elementos finitos la definicién de las
funciones de forma N; cambia totalmente al aumentar el niimero de grados de
libertad. Por tanto, una vez determinada una solucién utilizando ny grados de
libertad y obteniendo por tanto nj coeficientes a; de la expresién (3.1) si se
quiere refinar la misma utilizando un ndimero mayor de grados de libertad ng
es preciso recalcular de nuevo los coeficientes a; correspondientes a todos los
grados de libertad. Por ello el refinar una determinada malla obliga a repetir
todos los calculos realizados previamente.

En otros tipos de aproximaciéon como los comentados desarrollos en serie,
el realizar un refinamiento de una solucién previa requiere solamente el calculo
de términos de mayor orden del desarrollo, pero el valor de los términos ya
- calculados no varia.
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Para evitar este tipo de problemas Zienkiewicz et al. [37] propusieron ya
en 1970 una expresién jerarquica de las funciones de forma N;. Se dice que una
aproximacién a una funcién u es jerdrquica si al incrementar de n a n + 1 el
nimero de funciones N; las n primeras no alteran su expresion.

3.1 FUNCIONES DE FORMA JERARQUICAS

Se definen los elementos finitos jerdrquicos como aquellos en los cuales
los refinamientos sucesivos son aditivos de forma similar a las series de Fourier.
Con ello se consigue que la matriz de rigidez de un elemento correspondiente a
un cierto nivel de refinamiento sea una submatriz de la que le corresponderia
para un nivel mas alto.

Para consequir que las funciones de forma N; que aparecen en (3.1) no
varien al aumentar el grado de refinamiento debe abandonarsela idea tradicional
de que los coeficientes a; corresponden a los desplazamientos de cada nodo de la
malla, ya que no se van a obtener directamente como resultados los movimientos
de cada uno de ellos. Los coeficientes mencionados sirven para realizar la
combinacién lineal (3.1) de las funciones de forma pero sin el significado al
que se estd acostumbrado normalmente. Ocurre algo similar al interpolar la
geometria de los elementos isoparamétricos mediante las funciones de forma,
donde las constantes que multiplican a cada una de ellas, que usualmente son
las coordenadas de los nodos, pierden su significado geométrico.

Existen dos versiones distintas de las formulaciones jerarquicas que se
diferencian entre si en la forma en que las funciones de forma se van refinando
al aumentar el nimero de grados de libertad de un elemento. Dichas versiones
son las llamadas p y h. En la versién p la aproximacién de la solucién (3.1) se
mejora con la introduccién de funciones de forma N; formadas por polinomios de
orden p cada vez més alto, mientras que en la versién h lo que se introduce son
funciones de forma formadas por polinomios que son siempre del mismo orden
pero que estan definidas sobre recintos de tamafio h cada vez mas pequeiio.

En una dimensién, la versién p del MEF trae consigo la adicién de
funciones de forma cuadratica, ciubica, etc. al elemento lineal, tal como se
muestra en la figura 1. '
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l:> o= %o A1=91

FIGURA 1 Elementos jerarquicos unidimensionales para la version
p del método de los elementos finitos.

Si se expresa las funciones de forma en funcién de la coordenada
isoparamétrica con —1 < £ < 1 se pueden obtener las funciones de forma que
se presentan a continuacién. Para los términos lineales:

{NO =7 (3.2)

Ny =1

Para el término cuadratico se escoge una parabola que se anule en los
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puntos { = —1 y € = 1 de forma que no interfiera con los coeficientes ag y a;.
Por tanto:

Ny =(£—-1)(¢+1) (3.3)

Para los términos cilibicos y de mayor orden la Unica condicién es que las
funciones de forma se anulen para { = —1 y { = 1. Entonces para el término
de orden p se puede escribir:

Np=(-1)(+1)F %, p>2 (3.4)

Existen expresiones alternativas a las anteriores; una de ellas es la
¥
propuesta por Peano [25]

Np

P_b 1 s
:é {b 1 sipespar (3.5)

p! b=¢ sipesimpar
donde p > 2 es el orden del polinomio.

En este caso, el significado de las variables asociadas a; es el de derivadas
de 1w, esto es

Ap+1 = @ (3.6)

En general la forma éptima de las funciones de forma serd aquella que
haga diagonal la matriz de rigidez. Si la ecuacién diferencial a considerar es

~u' +¢=10 (3.7)

la. mejor expresién coincide con las integrales de los polinomios de Legendre:
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1 1 gr?

S o 27 gz (T ¢yt (3.8)

Np

Esta dltima expresion fue introducida por Zienkiewicz et al. B7. La
ventaja de esta ultima formulacién es que para problemas unidimensionales no
existe acoplamiento entre los grados de libertad de orden mayor a 2 y por ello
las matrices de rigidez sdlo presentan valores no nulos en su diagonal para dichos
grados de libertad. Ello es debido a que estas funciones de forma son ortogonales
con respecto al producto escalar energético que se definird més adelante.

En el caso de que la ecuacién diferencial a resolver sea distinta de la (3.7)
se pueden hallar expresiones anéalogas a la (3.8) con sus mismas propiedades.

Para la version h del MEF también existe un ntumero infinito de
posibilidades para definir los refinamientos jerarquicos correspondientes a
subdivisiones del elemento inicial en partes iguales o desiguales. Si se considera
un refinamiento jerdrquico como el representado en la figura 2 las funciones de
forma seran:

1—
No=155

Ny =1L (3.9)
1+¢ sié<0
1—-¢ sié>0

+-

I

S
I

Viendo la figura 2 es obvio que el significado fisico de las variables lineales
jerarquicas es el de desplazamientos relativos.

Una vez que se han establecido las férmulas unidimensionales de
interpolacion, la generacion de las funciones de forma jerarquicas para elementos
bidimensionales se realiza siguiendo las siguientes premisas:

- las funciones correspondientes a nodos esquina son productos bilineales.

- las funciones jerarquicas adicionales a las anteriores son siempre nulas en
las esquinas.

Las funciones de forma de orden superior para elementos bidimensionales
se pueden obtener mediante productos de las expresiones unidimensionales. Sin
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0 1
+ a3 -
4@5
N3 N, :> dg '
/\/\ a,
0 1

FIGURA 2 Elementos jerarquicos unidimensionales para la version
h del método de los elementos finitos.

embargo, al pasar a problemas con mas de una dimensién se pierden en general
las propiedades de ortogonalidad mencionadas anteriormente.

El caso tridimensional, asi como el de los elementos triangulares son
simplemente casos especiales de los conceptos presentados anteriormente.

En las figuras 3 y 4 puede verse para el caso bidimensional las funciones
de forma cldsicas y jerarquicas en las versiones p y h.

En el caso de definiciones de tipo p puede observarse que las funciones
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Version P Version H

S
ST KL
>0 %0
LSS
SERIRIEE
223
e

NQ
4 7/ 11 3 4 7 3
. 9
8/12 6/10 8 6
v 5/9 2 1 5 2

FIGURA 3 Formulacién cliasica de las funciones de forma
bidimensionales para las versiones p y h.
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de forma estan jerarquizadas en el sentido de que para las de segundo orden
existen unas funciones cuadraticas que se superponen con otras lineales. De
la misma forma, para conseguir un elemento cibico se superpondrian a las
anteriores unas nuevas funciones definidas por polinomios de un orden superior
y asi sucesivamente. Con definiciones de tipo h sucede algo parecido, aunque
lo que se superpone en cada refinamiento son funciones lineales definidas sobre
recintos cada vez mds pequenos.

En el presente contexto, el nimero de grados de libertad de una malla no
es el nimero total de nodos multiplicado por el niumero de grados de libertad
de cada uno de ellos sino que se entiende por ello el nimero total de funciones
N, empleadas para aproximar el campo de desplazamientos. Esta idea también
existe en la formulacion clasica de las funciones de forma si bien la idea de
grado de libertad se asocia de forma tradicional con la del movimiento de un
determinado nodo.

Un punto importante es que los campos de corrimientos generados por las
formulaciones clasica y jerarquica son exactamente los mismos. La diferencia
estriba en que en un caso y otro éstos estan expresados como combinacién lineal
de funciones distintas. Las funciones de forma césicas y las jerarquicas son,
respectivamente, dos conjuntos de polinomios cuya combinacion lineal genera
el mismo espacio vectorial. Asi, para un mismo tipo de elemento, existen dos
formulaciones equivalentes, una cdsica y otra jerdrquica, mediante las cuales
pueden obtenerse los mismos estados de deformacién.

Existe por ello una correspondencia biunivoca entre los coeficientes de
las dos descripciones, y por ello después de haber obtenido un campo de
desplazamientos mediante la formulaciéon jerarquica se pueden calcular los
coeficientes del mismo para la descripcion cldsica recuperando el significado
tradicional de los mismos. Esta operacién es en realidad un cambio de base
dentro del espacio vectorial de funciones al que pertenecen los campos de
desplazamientos. La idea general es que las funciones de forma clasicas y
jerarquicas son dos sistemas de generadores distintos que generan el mismo
subespacio vectorial. De esta manera ambos tipos de funciones generan los
mismos campos polinomicos para la solucién del problema planteado.

Si se denotan las variables jerarquicas como @ mediante una barra y las
clasicas mediante un gorro se puede escribir:

@ = Nju; = Nji; (3.10)
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Version P Version H

8 10

FIGURA 4 Formulacién jerdrquica de las funciones de forma
bidimensionales para las versiones p y h.
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Si se escribe la transformacion como

Uj = TjU; (3.11)

sustituyendo (3.11) en (3.10) se debe cumplir

Nju; = Nj'ﬁj = NjTjiui (3.12)

para cualquier valor de u;. En consecuencia:

N; = NjTji (3.13)

Dada que la solucién obtenida mediante la dos formulaciones es la misma,
la energia disipada por ambas debe ser también la misma y, por tanto, debe
cumplirse:

u; Kijuj = ﬁif{ijﬁj

= T up Ky Tju (3.14)
= ukTikKijleul

Lo cual da la transformacién de la matriz de rigidez para pasar de la
formulacién cldsica a la jerarquica y viceversa.

Ky = mipKijmji (3.15)
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3.2 ESTRUCTURA DE LAS ECUACIONES

Consideremos las ecuaciones del problema de contorno que se quiere
resolver por el método de los elementos finitos:

{Lu —q¢=0 en Q (dominio)

Mu—s=0 enI (contorno) (3.16)

donde L y M son operadores diferenciales lineales. El caso de elasticidad lineal
es uno de los ejemplos mds comunes de lo anterior donde L es un operador lineal
de segundo orden y M suele ser de primer orden.

El método de los elementos finitos aproxima la solucién de la forma ya
clasica:

n
u~i= Y, N = Na™ (3.17)
1=1

donde a(™ es el vector de las incégnitas a determinar, @; son los coeficientes
que corresponden a cada una de las funciones de forma N;, N; son matrices
cuadradas de dimensién igual al nimero de coeficientes (grados de libertad) a
que multiplica cada una de ellas estando formadas por las funciones N; en su
diagonal y n es el nimero total de funciones N; utilizadas en la malla. Dichas
funciones pueden estar expresadas mediante cualquier tipo de formulacién, ya
sea la clasica o la jerdrquica.

Si se utilizan las matrices N, al aplicar el método de Galerkin (16][45] g¢
obtiene:

T (TL) T =
/QN L(Na )dQ—!—/QN qdQ+b=0 (3.18)

donde b depende de las condiciones de contorno (10](16][45],

De la expresion anterior se obtiene, tras integrar convenientemente por
- partes, la conocida ecuacién matricial:
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K(pa™ = £ (3.19)

donde K., es la llamada matriz de rigidez y f el vector de fuerzas nodales.
Los detalles del proceso se pueden ver en cualquier texto sobre el método de los

elementos finitos [10][16][45],

Cuando la malla se refina y se afiaden m nuevos grados de libertad, el
numero de incégnitas crece hasta altm) y el proceso de discretizaciéon conduce
a

K(n+m)a(n+m) _ f(n—}—m) (3.20)

Si el refinamiento se hace de forma jerarquica las funciones de forma
utilizadas previamente se mantienen. Por ello los coeficientes de la ecuacién
(3.19) se conservan y lo que se hace es calcular los términos correspondientes
a los nuevos grados de libertad, por ello se puede reescribir (3.20) utilizando
los términos previamente calculados y ahadiendo las nuevas filas y columnas
correspondientes a los nuevos grados de libertad:

K., K (n) (n)
() Emm|[a™] _[f ] _
[K ) Ié(m) ] [a(m)] [f("‘) (3:21)

De esta forma la matriz K ) permanece invariable pudiendo ahorrarse
con ello un considerable tiempo de cédlculo. Esto por si solo ya es una ventaja
importante. Ademads, después de la resolucién de (3.19) se puede obtener una
primera aproximacion a la solucién de (3.21) que se puede utilizar como solucién
inicial de un proceso iterativo de resolucion. Esta primera aproximacién a(m)*
se obtiene mediante las siguientes expresiones:

a(M* = (K ()) 71 £ (3.22)

almx — (K(m))_l(f(m) - K(m’n)a(n)*) (3.23)
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También puede utilizarse la forma triangulada de K (n) Para, a partir de
ella, obtener la de K (n+m) Para una resolucion directa del sistema de ecuaciones.

Aunque los refinamientos se hagan de forma jerarquica los valores de
las primeras n incégnitas varian. Esto es debido a que las nuevas funciones
de forma que se afiaden a la malla no estdn totalmente desacopladas de las
anteriores. Como se ha comentado en el apartado anterior, sélo en problemas
unidimensionales es posible expresar las funciones de forma de manera que eso
no ocurra. Por ello, en dos o mas dimensiones hay que recalcular todas las
incognitas y no sdlo las m afadidas. No es posible en esos casos el conseguir
expresar las funciones N; de manera que formen una base ortonormal en el
sentido del producto escalar energético definido como:

_ T
<ab>= /Q oTLbdQ) (3.24)
Es decir:

J NTLN;a0 # 5 (3.25)

Por otro lado, al anadir los nuevos grados de libertad se puede destruir
la estructura en banda de la matriz de rigidez ya que su numeracién no serd
en general la 6ptima si se considera toda la malla en conjunto. Si se realiza
una renumeraciéon de la misma entonces se debe volver a ensamblar toda la
matriz y se pierde la posibilidad de aprovechar la forma triangulada de K (n)
para cadlculos posteriores. En caso contrario, la adicién de nuevas filas y
columnas a continuacién de las ya existentes puede producir una matriz muy
vacia desaprovechando la memoria del ordenador y su tiempo de célculo al
invertir la matriz o al utilizar métodos iterativos de resolucién. Es por todo ello
que el aspecto préactico del refinamiento en lo que se refiere a la construccién de
la nueva matriz K (n+m) 1O €s tan sencillo como los péarrafos anteriores podrian
parecer indicar.

Otro aspecto que hay que tratar con cuidado en refinamientos de tipo p
es el de las cuadraturas utilizadas al integrar las matrices de rigidez. Cada vez
que se incrementa un orden el grado de los polinomios que forman las funciones
N; debe utilizarse también una cuadratura de mas alto orden. Por ello, cuando
al finalizar el proceso se quiere evaluar el valor de ciertas derivadas de la funcién
incégnita w, como pueden ser las deformaciones en un problema de elasticidad
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lineal, éstas deben calcularse en los puntos de integracién de las cuadraturas
de mas alto orden utilizadas en virtud de que en ellos se obtienen los mejores
valores. Pero debido a que antes de cada refinamiento las cuadraturas empleadas
son de un orden inferior, los productos de las matrices DB que usualmente se
almacenan al calcular las matrices de rigidez elementales, no sirven al cambiar
de cuadratura. Por ello deben recalcularse esos productos en los nuevos puntos
de integracién para todos los grados de libertad. En el caso de refinamientos
de tipo h el problema es similar aunque en vez de incrementar el orden de las
cuadraturas lo que varia son los recintos de integraciéon en cada refinamiento.

3.3 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE FORMA
JERARQUICAS

Las funciones de forma jerarquicas reunen una serie de propiedades que
las hacen atractivas para su utilizacién. A saber:

1) Utilizacién de cdlculos y soluciones previas a cada refinamiento.

2) Generacién de un esquema simple de iteraciéon al resolver el problema
para los sucesivos refinamientos.

3) Mejora del condicionamiento de la matriz de rigidez. Esta propiedad
es debida a que los grados de libertad jerarquicos son perturbaciones
anadidas a las soluciones obtenidas con funciones de forma de mas bajo
orden. Por ello la matriz de rigidez resultante es mas diagonal dominante
que la que se obtendria utilizando una formulacién clasica. Gracias a
ello, la diferencia entre el madximo y el minimo autovalor de la matriz de
rigidez es menor en una formulacién jerdrquica que en una formulacion

clasica (10][40][45]

4) Proporciona una medida del error. Esta capacidad serd comentada mas
adelante.

En contraposicién a lo anterior, la utilizacién de funciones de forma
jerdrquicas presenta algunas dificultades que hacen que su implementacion en
un programa de ordenador no sea sencilla. Es mds, una mala utilizacién de las
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mismas puede eliminar las ventajas enumeradas en los puntos anteriores. Los
principales problemas que se presentan son:

1)

Necesidad de utilizar reglas especiales de integracién debido al orden
creciente de los polinomios que definen las funciones de forma en cada
refinamiento.

Pérdida de la identificacién de cada variable con el movimiento de
un determinado nodo. Ello obliga a una transformacién previa a la
interpretacién de los resultados.

Mala numeracién de los grados de libertad afadidos en cada refinamiento.
Ello puede provocar que resulte en ocasiones mds rentable repetir
todos los calculos con una nueva numeracién de los nodos que intentar
aprovechar los antiguos, desperdiciando tiempo y memoria de ordenador
al trabajar con la nueva matriz.

Necesidad de recalcular los productos DB en los puntos de integracién de
cada nueva cuadratura utilizada para el cdlculo de deformaciones. Ello
representa mas de un 50% del esfuerzo necesario para calcular una nueva
matriz de rigidez.

A partir de los razonamientos anteriores se pueden extraer una serie de

conclusiones:

Dejando aparte el tema de los refinamientos, la utilizacién de las
formulaciones jerdrquicas para las funciones de forma es siempre
recomendable para conseguir mejoras en el condicionamiento de la matriz
de rigidez. En este caso la tnica dificultad que ello representa es la pérdida
de la identificacién de cada variable con el movimiento de cada nudo.

La utilizaciéon practica de las formulaciones jerarquicas en procesos de
refinamiento es muy compleja debido a las dificultades comentadas en los
puntos anteriores. Este hecho hace que el atractivo tedrico que presenta la
utilizacién de estas formulaciones desaparezca al tratar de solucionar los
problemas que aparecen al implementarlas en un programa de ordenador.
Esta idea, que en principio parece acertada, puede quedar totalmente
desvirtuada a no ser que su implementacién sea muy cuidadosa.
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CAPITULO 4

ANALISIS DEL ERROR

Las ecuaciones de equilibrio que se emplean dentro del campo de la
mecanica de estructuras son siempre ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Ejemplos clasicos de ecuaciones de este tipo son las ecuaciones de Laplace,

Poisson o Navier [10][16][45].

Las ecuaciones que gobiernan el correspondiente problema de contorno
son:

Mu—-t=0 enly (4.1)

u=1u en'p

{L'a—q:O en {1

Donde L es un operador diferencial eliptico de segundo orden, u es la
solucién que se trata de aproximar y ¢ el término de fuerzas. Las dos ultimas
ecuaciones representan las condiciones de contorno. El contorno del dominio I’
se considera dividido en dos partes I' = I' pUT' y donde se especifican condiciones
de Dirichlet y Neuman respectivamente. Debe ocurrir que I'py # 0 para que la
solucion sea unica.

La solucién u se aproxima de la forma descrita en (3.17) con un
determinado conjunto de funciones de forma N; y con unos coeficientes a; que
se determinan mediante las ecuaciones (3.18).

El hecho de que @ sea una aproximacién y no la solucién exacta a las
ecuaciones (4.1) hace que si se sustituye en (4.1) aparezcan unos residuos rq y
.

{Lﬁ—q:rﬂ en ) (4.2)

Mai—-t=rp enl

Como se vera mas adelante estos residuos proporcionan estimaciones
* sobre el error local y global en una solucién y sobre la mejor manera de reducirlo.
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El 4mbito de este trabajo se reduce principalmente al caso de problemas
de elasticidad lineal. La expresién (4.1) se particulariza en este caso a:

STDSu—-qg=0 enQ
GDSu—-t=0 enly (4.3)
u=1u en I'p

donde se ha utilizado el operador matricial § que define las deformaciones
€= Su (4.4)
y la matriz eldstica D que define las tensiones como
o= De (4.5)

A partir de las expresiones anteriores se pueden identificar L = STDs
y M = GDS. A su vez q representa las fuerzas de volumen y ¢ las tensiones
prescritas sobre parte del contorno. n representa el vector normal al contorno
en I'p.

La matriz B presentada en (2.1) resulta ser el producto:
B =SN (4.6)

Al sustituir la solucién aproximada @ en las ecuaciones (4.3) aparecen los
residuos como:

{ STDSt —q=rq enQ (4.7)

GDS4a —t=rp en 'y

Asimismo, el producto escalar energético definida en (3.24) se convierte
para este caso particular en:
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<ab>= /Q a7 ST DSbdQ) (4.8)

Puede verse de forma casi inmediata que con este producto escalar, la
norma del campo u coincide con el trabajo realizado por las fuerzas de volumen.

<u,u>= /QuTSTDSudQ

(4.9)
= /ﬂ 'u.quQ

4.1 NORMAS DE MEDICION DE ERROR

La resolucién de un problema de contorno mediante el método de los
elementos finitos consiste fundamentalmente en una minimizacién de algun
tipo de “energia”, es decir, una soluciéon obtenida por el MEF es 6ptima en
un sentido “energético”. En el caso de problemas de elasticidad esta “energia”
coincide con la energia real que constituye el funcional a minimizar. En este
trabajo se utilizard la norma energética como base del analisis del error ya que
es la norma “natural” a considerar.

Para definir el error en la energia se debe definir primero el error asociado
a la solucién aproximada @ como la diferencia entre ésta y la solucién exacta.

e=u—1u (4.10)

Asimismo conviene definir el error en tensiones e, como la diferencia
entre las tensiones de la solucién exacta ¢ y las obtenidas a partir de la solucién
aproximada &

e =0—6& (4.11)
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La medida del error local definida en (4.10) y (4.11) no es en general
muy conveniente ya que ademds de ser dificilmente estimable da en ocasiones
informaciones confusas. Por ejemplo, bajo cargas puntuales tanto los errores
en desplazamientos como en tensiones pueden ser localmente infinitos pero las
soluciones globales pueden ser muy aceptables. Casos similares pueden darse en
puntos como entallas o esquinas donde existen singularidades en las tensiones
y fuertes concentraciones y gradientes de las mismas. Por ello se introducen
'normas’ con forma de integral para representar medidas globales de error.

La forma mas extendida de definir la nornlla del error es la que utiliza el
producto escalar ya definido en (3.24) [38][39)[40]42][45]

<ab>= /Q o7 LbdQ (4.12)

La llamada “energia” del error o norma energética del error vendra dada
entonces por:

lel% =< e,e >= fQ el LedQ) (4.13)

Particularizando al caso de la elasticidad lineal la norma anterior se puede
expresar Como:

le% =< e,e >= /ﬂ L ST DSed (4.14)

Esta norma se puede relacionar con los residuos rg y rr definidos en (4.2)
y (4.7). Utilizando (4.3) y (4.7) se tiene en el dominio Q:

STDSe = STDSu — STDS%
=¢—(ra+9) (4-15)
= -rQ

Asimismo, usando la parte definida en el contorno de las mencionadas
ecuaciones se tiene en ['jp:
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GDSe = GDSu — GDS4
=t—(rp+1) (4.16)
- ——1':[\

y de (4.14) y (4.15) se puede concluir:

lel% = —/QeTerQ (4.17)

De esta manera se puede identificar la energia del error como un producto
interno de los residuos no equilibrados por el error e existente en la solucién.

Ademas, se puede demostrar que para el caso I'y = 0 esta norma
energética del error coincide con la diferencia existente entre la energia de las
- soluciones exacta y aproximada. Para ello se debe comenzar por probar que:

<4,4>=<u,d > (4.18)

De (4.7):

<da>= /Q a7 ST DSadn

(4.19)
= [ #"(¢+rq)d0

El residuo rq es ortogonal a las funciones de forma segun el producto
escalar (3.24). Sino existiese dicha ortogonalidad, la aplicacién del residuo como
fuerza externa produciria un vector de fuerzas nodales equivalentes no nulo, y
entonces se podria hallar un campo de desplazamientos que lo equilibrase. El
hecho de que la existencia de rg no se refleje en los vectores de fuerzas que se
utilizan para hallar los valores de los desplazamientos hace que las soluciones
obtenidas no puedan equilibrarlo.

Teniendo en cuenta la ortogonalidad comentada y el hecho de que la
solucién @ es una combinacién lineal de las funciones de forma, se cumplira

- que:
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/Q alrqdQ =0 (4.20)
Por lo tanto la expresién (4.18) puede reducirse a:
<8 >= /Q aTqd0 (4.21)
y a partir de la propia definicién del problema (4.3):

<du>= /Q aTSTDSudQ
_ /Q a7 qd0 (4.22)

=< 1,4 >

Ahora se puede demostrar que la energia del error coincide con el error
en la energia para esta clase de problemas y para el caso 'y = 0. De (4.3) y
(4.4) se puede escribir:

lel2 =< e,e > = /QeTSTDSedQ
- /Q (w — )T ST DS(u — 4)dQ
_ / «TSTDSud + / aTSTDSada — 2 / T ST DSud0
Q Q Q

=<u,u>+<tt>-2<au>
(4.23)

En el desarrollo anterior se ha hecho uso de la propiedad conmutativa del
producto escalar definido en (3.24), debido a la simetria de la matriz elastica

D.

A partir de (4.22) y (4.23) se puede ver que:
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lel% =< u,u >+ < 6,8 > -2 <d,u>
=<u,u>—< 4,4 > (4.24)

= [ull% - 2l

que es la condicién que se queria demostrar. Aunque la demostracién anterior
solo es valida para I'yy = 0, la expresién (4.24) también se suele aplicar a los
casos en que ello no se cumpla.

Desde el punto de vista ingenieril la norma energética no es
completamente satisfactoria. Un ingeniero preferiria tener una estimacién
del error en cada punto del dominio, tanto para las variables principales
(desplazamientos), como para sus derivadas (tensiones) que en definitiva son
las variables sobre las que se basa el disefio de estructuras. No obstante, no
hay que olvidar que el método de los elementos finitos es un método global
de aproximacion y que por tanto la convergencia local de sus resultados estd
supeditada a una convergencia global de los mismos.

Existen otras posibilidades para definir la norma o forma de medir el
error. Una generalizacién a (4.13) utilizada por Gago [*%! consiste en incluir un
término correspondiente al incumplimiento de las ecuaciones (4.3) en I'y.

lel|%; = /ﬂ e ST DSed) + /P N eTGDSedn (4.25)

En este caso se puede ver que la norma de la solucién u coincide con la
energia de deformacién eldstica disipada por el sélido. Para ello hay que hacer
uso del teorema de Clapeyron:

2 T T T
l[ull% —/ﬂu S DSudQ+/FNu GDSudf
_ /Q uTqdQ + /F i wTtdl (4.26)

- / el odO)
9}

[43)

Zienkiewicz propone la utilizacion de la norma Lj tanto en

- desplazamientos como en tensiones:
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leull?, = /Q (w — )T (u — 4)dQ (4.27)

leol3, = /Q (0 — &)T (0 — §)dQ) (4.28)

Estas normas permiten concretar el error sobre las magnitudes de mayor
interés del problema tales como los desplazamientos o las tensiones, de esta
forma se pierde la necesidad de tener que medir el error sobre algo tan ’abstracto’
como la energia. No obstante, con estas normas se pierde una cierta ’elegancia’

matematica por no ser tan coherentes con el &mbito general del MEF [10][16](45],

Asimismo Zienkiewicz también propone utilizar valores medios del error
obtenidos de la forma:

A
Ao} = | — 22 (4.29)

Todas las normas anteriores se pueden evaluar sobre todo el dominio,
sobre subdominios e incluso sobre elementos individuales; de forma que:

el = 3 [l (4.30)
=1

(15]

Otras posibilidades comentadas en son:

lellzp = /Q(epdg)l/z’ 1<p<oo (4.31)

lellr,, = mazle] z,y ¢ Q (4.32)
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4.2 VELOCIDAD DE CONVERGENCIA

Una vez definida la magnitud que caracterizara al error asociado a una
determinada solucién @ es necesario conocer la forma en que se va a intentar
evaluar. Para ello existen dos grandes familias de estimadores de error, los
denominados “a priori” y los “a posteriori”.

Los estimadores de error a posteriori reciben su nombre del hecho de que
su calculo precisa de la resolucién previa del problema mediante la malla de
elementos finitos que se utilice. Es a partir de los resultados en desplazamientos,
deformaciones y tensiones obtenidas con esa malla con los que se calcula,
mediante diversas expresiones, una estimacién del error asociada a la misma.
Este tipo de estimador proporciona, pues, la informacién una vez realizado ya
todo el proceso de calculo.

Los estimadores de error a priori dan una idea de como crece o decrece
el error al variar la malla que se emplee sin necesidad de un célculo sobre la

misma. La expresién més completa es quizds la dada por Babuska y Dorr [6].

lel|p < CRmMem—1)p=(m=1)Fe ¢~ g (4.33)

donde h es el mayor didmetro de los elementos empleados, p es el grado de los
polinomios que describen las funciones de forma, m es una medida del orden de
singularidad del problema y C es una constante que depende del problema.

En la expresién (4.33) se observa como el error tiende a cero (se converge
hacia la solucién exacta), tanto al disminuir el tamafio de los elementos como
al aumentar el grado de los polinomios.

Zienkiewicz y Craig (42 ;muestran que si las singularidades del problema
se encuentran en el contorno, una expresién inversa a la anterior dice que
refinamientos de tipo p convergen hacia la solucién exacta dos veces mas rapido
que los refinamientos de tipo h. En ese y otros trabajos se comprueba mediante
ejemplos que con el aumento del nimero de grados de libertad el error decrece
méas rapidamente si se aumenta el orden p de los polinomios que si se disminuye
el tamaiio de los elementos. Es por ello que los refinamientos jerarquicos suelen
ser de tipo p, pues su convergencia hacia la solucién exacta es mas répida.

De lo anterior se desprende, que si se comparan dos mallas con igual
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numero de grados de libertad pero utilizando en una de ellas polinomios de mas
alto orden y en la otra elementos més pequenios, los resultados obtenidos con la
primera seran, en general, mejores que con la segunda. No obstante, hay que
tener en cuenta que el ancho de banda de la matriz de rigidez obtenida en el
primer caso sera mayor que en el segundo al tener sus elementos mas grados de
libertad. Si se tiene en cuenta que el coste de la inversién o triangulacién de
la matriz de rigidez crece aproximadamente con el cuadrado de su semiancho
de banda, se comprende que el coste de la resolucién en el primer caso puede
ser bastante mayor que en el segundo. Por ello, si los resultados se comparan
en funcién de su coste de obtencion ya no es' tan evidente la ventaja de los
refinamientos de tipo p.

La expresién (4.33) y similares no pueden utilizarse directamente para
estimar el error cometido con una cierta malla ya que en general no se conoce
el valor de C. Si se reescribe dicha expresién haciéndola depender del nimero
n de grados de libertad de la malla se obtiene una nueva estimacién del tipo (51,

lelg < C1n™ (4.34)

donde C; y o son funciones de p, h, m, y la topologia de la malla. No
obstante estos dos valores tienden a ser constantes al ir aumentando los niveles
de refinamiento y ello conduce a la llamada extrapolacién de Richardson (29]
para predecir la solucién exacta a partir de dos o mads resoluciones previas.

Un dltimo punto a tener en cuenta es el hecho conocido de que el uso
de funciones de forma de orden p alto tiende a producir grandes oscilaciones
de sus derivadas (tensiones y deformaciones) en las proximidades de los puntos
singulares tales como cargas puntuales o puntos angulosos del contorno. Sucede
algo parecido al intentar aproximar mediante un desarrollo en serie de Fourier
una funcién de tipo escaléon donde los términos con frecuencias altas también
producen oscilaciones (ver figura 5).

Por ello la mayoria de los autores aconsejan no emplear polinomios
de orden mayor que 3 en los refinamientos. Esta limitaciéon obliga a partir
inicialiente de mallas no demasiado groseras de forma que no sean necesarios
mas de uno o dos niveles de refinamiento de tipo p para conseguir resultados
aceptables. En particular, es aconsejable comenzar con mallas que ya dispongan
de elementos pequefios en las zonas proximas a los puntos singulares.

Los condicionantes anteriores hacen que no sea posible iniciar un proceso
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FIGURA 5 Aproximacién de una funcién escalén mediante un
desarrollo en serie de Fourier.

iterativo de refinamientos de tipo p partiendo de una malla en la cual sélo se
hayan tenido en cuenta criterios de tipo geométrico para modelar el contorno
de la estructura ya que puede ocurrir que una malla de este tipo sea demasiado
grosera para obtener con ella buenos resultados con un nimero pequeno de
niveles de refinamiento. Por ello muchos autores recomiendan combinar los dos
métodos, p y h, para superar esta limitacién. Se trataria primero de conseguir
un cierto nivel de exactitud a base de refinamientos de tipo h para proseguir
después con los de tipo p. Esta forma de actuar es mucho mds compleja que el
utilizar uno solo de los dos procedimientos por lo que hasta la fecha no se conoce
ninguna metodologia general para llevarlo a cabo, aunque se esta de acuerdo
en que seria la forma maés eficaz y segura de refinar jerarquicamente cualquier
tipo de malla.

En este sentido, Zienkiewicz, Zhu y Gong (44] presentan un procedimiento
mediante el cual poder alcanzar niveles de error tan bajos como se quiera. Para
ello proponen reducir el nivel de error obtenido mediante una primera malla a
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través de dos etapas sucesivas en cada una de las cuales se utiliza un método
diferente. Por ejemplo, para conseguir una malla con un nivel de error inferior
al 1% el proceso seria el siguiente:

1. Utilizacién de remallados automdticos hasta conseguir un nivel de
precisiéon de un 5%.

2. Realizacién de un refinamiento jerarquico de tipo p uniforme hasta
alcanzar el nivel de error deseado del 1%.

También se presenta la alternativa inversa que consiste en realizar primero
refinamientos jerarquicos de tipo p y, a continuacidn, remallados automaticos.

4.3 ESTIMADORES E INDICADORES DE ERROR

Al obtener una solucién mediante el MEF es conveniente conocer no sélo
la magnitud del error asociado a la misma sino también la forma mas eficaz
de mejorarla en caso de que no sea satisfactoria. Por ello existen dos tipos de
informacién: los indicadores y los estimadores del error.

Un indicador de error proporciona informacion sobre donde refinar una
cierta malla, mientras que un estimador de error da una aproximacién a la
medida del error global existente en un determinado elemento o region.

La utilizacién de indicadores de error es basica para realizar refinamientos
jerarquicos a partir de una malla inicial pues su informacién permite escoger
cuales son los grados de libertad que afiadidos a la misma permiten mejorar la
solucién de la forma mds econémica hasta llegar a un nivel de precisiéon dado.
La necesidad de estos indicadores viene dada por el hecho de que los estimadores
de error proporcionan informacién acerca del error existente en una solucion,
pero no sobre la forma de disminuirlo. Es por ello que la utilizacién de los
indicadores de error es necesaria para los procesos de refinamiento jerarquico.

En el caso de que la estrategia a utilizar sea de remallado y no de
refinamiento lo que se precisa es informacién acerca del error existente sobre
cada elemento por lo cual si se dispone de un estimador de error que la
proporcione no es necesaria la utilizacién de un indicador de error.
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CAPITULO 5

INDICADORES DE ERROR

Como ya se ha comentado anteriomente, los indicadores de error se
utilizan en los procesos de refinamientos jerarquicos. Es por ello que en su
desarrollo intervienen las formulaciones jerarquicas de las funciones de forma.

Basicamente lo que hace un indicador es informar sobre cuales son los
grados de libertad que anadidos a una malla previa permitiran reducir el
error de la forma mas eficaz. Para obtener su expresion se debe considerar
la introduccién jerarquica de un conjunto de coeficientes @41 que multiplicaria
a una nueva funcion de forma N, teniendo en cuenta que ésta puede afectar
a varios grados de libertad. Si se supone que ya se tiene un sistema con n
funciones de forma para el cual ya se ha determinado la solucién ﬁ(n), con ello
se obtendria una nueva solucién 4("t1). Se trata de aproximar la parte del
error que se corregiria con la introduccién del nuevo conjunto de variables para
utilizar ese valor como indicador de error.

Para ello se define el campo e, ; como la diferencia entre los dos campos

de desplazamientos a(?) y alntl),

eny1 = a"t — 4 (5.1)

El indicador de error que se estd buscando 7,4; es una aproximacion a
la norma energética del campo e, ;. En otras palabras, el indicador de error
7p41 intenta aproximar cual seria la variacién de la norma energética del campo
@ al anadir al sistema una nueva funcién de forma. En virtud de (4.24) puede
considerarse que esa variacién coincide con la norma energética del campo e, 1.

2 2
llent1llz = mnt1 (5.2)

A partir de la expresién (3.23) se puede aproximar el valor de las nuevas
variables @, por:
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ani1 ~al, g = K(j;l,nﬂ)(f(““) ~ K(py1,28™) (5.3)

siendo como es usual:

Kpiinil = /Q NZ, . STDSN, 1d92 (5.4)
FrD = — [ N7, 1qd0 (5.5)

Si se considera despreciable la variacion que sufririan los n primeros

valores a;, la correccién que se efectuaria en el campo de desplazamientos seria
aproximable por:

. *
€ntl1 = Nn+lan+1 ~ Nn+1an+1 (5'6)

A partir de ello se puede efectuar el siguiente razonamiento:

FE K eyl = _/QNZquQ _ Z(/Q NT, STDSN;dQ)a;
1=1

= foNial-g= L (5TDSNDadin

—~ /ﬂ NT, [~q - STDSNa™M]dq

- /Q NT, 1rqde2

con lo cual:

£ C Ky ™ = - /Q NI, irqdQ (5.8)
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Utilizando las expresiones (4.17) y (5.2) se puede escribir:
nhi1~ — [ eniirad® (5.9)
Incluyendo (5.5) en (5.9) se tiene:
Mop1 = —Ghy1 /QNZ+1"QdQ (5.10)
Y con la aproximacién (5.3) y con (5.7) se puede concluir con:
Tt = (n+1n+1) / N7 1rqdQ)? (5.11)
o bien con
e - K@1+1,n+1)(f(n+l) _ K(n+1,n)a(n))2 (5.12)

26] parece mas directa que

La expresién (5.12) ya presentada por Peano [
la (5.11) utilizada por Zienkiewicz et al., sin embargo la expresién (5.11) no

precisa del cdlculo de los nuevos términos de la matriz de rigidez K(n+1,n) y

si en cambio el del residuo rg. Algunos autores [38] afirman que por ello esta
ultima es de utilizacién més econdémica.

La evaluacién del residuo rp en la expresién (5.11) no presenta
dificultades si las funciones de forma son de tal grado de continuidad que el
valor STDSN, i=1,...,n es evaluable en todos los puntos del dominio. No
obstante, en general las funciones de forma son de continuidad C° mientras que
el operador formado por la conjuncién de STDS tiene normalmente términos
en derivadas segundas, por ello el residuo puede tomar valores infinitos en las
interfaces entre los elementos de la malla. Para superar esta dificultad se divide
el dominio 2 en subdominios interiores a los elementos ¢ y zonas de interface
- entre ellos I de espesor § tal como se muestra en la figura 6.
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Zonal
interelemental

AN

Qe

FIGURA 6 Zonas interiores a los elementos 1 e interfaces § entre
ellos.

En los interfaces entre elementos, cuyo espesor é se supone tendiendo a
0, se puede escribir:

é
/IN?erQ:/P/O NTrqdndl i=1,...n (5.13)

donde n es la direccién normal a la interface y I' es la directriz de la misma.

Los términos infinitos de rg vendran definidos por derivadas segundas de
los desplazamientos por lo que se puede expresar:

6 d?a  dab

0 W = E; 1= 1,...,n (5-14)

o

lo cual es simplemente el salto del gradiente de 4 que ocurre entre dos elementos
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adyacentes.

Si se denota
é
/0 rodn = J (5.15)

J se podré expresar en funcién de las componentes de (5.14). En particular,
J coincide con el vector cuyos valores son la discontinuidad de tensiones entre
elementos adyacentes.

Si se acepta que la variacién de N ZT es despreciable al atravesar el pequeno
espesor § se puede reescribir el término del lado derecho de la expresién (5.11)
como:

[ NEarede =Y [ NI rod2+ Y [ NE,Jdr  (5.16)
Q Q. Qe r. Te

donde los sumatorios se extienden sobre todos los elementos y sobre todos los
interfaces entre ellos. La segunda de las integrales se extiende sobre dominios
que son de una dimension menor que los de la primera.

Las expresiones anteriores se han deducido suponiendo que los
refinamientos jerarquicos se realizan de forma que al ahadir una nueva funcién
de forma N, se afiaden todos los grados de libertad a los que ésta puede
afectar. Es decir, para cada nueva funcién de forma se afiade un grado de
libertad por cada una de las variables nodales que tiene el problema. Por tanto,
en elasticidad tridimensional, la adicién de una nueva funcién afectara a los
desplazamientos en z, en y y en z; y representara la adicion de tres nuevos
grados de libertad.

Los refinamientos también se pueden realizar afiadiendo los grados de
libertad uno a uno, de forma que cada una de las nuevas funciones de forma no
multiplicard necesariamente a todas las variables nodales posibles. Para ello es
preciso expresar los indicadores de error para cada uno de los grados de libertad
por separado. Dichas expresiones se pueden obtener reemplazando las matrices
N, 1 por otras N n+1 de la misma dimensién pero que sdlo tienen un solo
término no nulo, situado en la diagonal y en la fila correspondiente al grado de
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libertad del cual se esta calculando el indicador. Su valor sera precisamente el
de la funcién de forma N, .. Hay que tener en cuenta también que para cada
grado de libertad, lo que se afiade a la matriz de rigidez K es una sola ecuacién
y no un conjunto de ellas. Las expresiones (5.11) y (5.12) se convierten entonces
respecivamente en:

T
N dQ)?
ntop = (fﬂK nt172d%) (5.17)
(n+1,n+1)
(f(n+1) - K il a(n))Z
Nay1 = (n1m) (5.18)

K(n+1,n+1)

siendo en este caso K(n+1,n+1) el término de la diagonal de K(n+1,n+1)
correspondiente al grado de libertad del cual se estd calculando el indicador.
Asimismo, los términos de K(n+1)n) son los correspondientes a la ecuacién para

el grado de libertad correspondiene. El término f(n‘H) se calcula en este caso
utilizando la matriz N, 1.
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CAPITULO 6
ESTIMADORES DE ERROR

En este apartado, y siguiendo el orden de su aparicién cronoldgica, s
van a presentar una serie de estimadores de error. Todos ellos pretender
evaluar la norma energética del mismo mediante expresiones que provienen de
razonamientos, Mmas o menos rigurosos.

Esta presentaciéon no pretende ser exhaustiva sino que lo que se intent:
es dar una vision general de los distintos enfoques que se han dado al problem:
de la estimacién de error. Como se verd, existen muy diversas alternativas cads
una de ellas con sus ventajas e inconvenientes. Hasta el momento no existe
ningun estimador de error que cumpla todos los requisitos que serian deseable:
v por ello este es un campo en continuo desarrollo.

Aparte de los estimadores que se van a comentar existen otros mucho:
que no se incluyen debido a su menor interés desde el punto de vista de este
trabajo, o bien a que todavia no se han manifestado como suficientemente 1tiles
Existen otras familias de estimadores de error que son de amplia aplicacién er

campos muy distintos al que nos ocupa, como puede ser la dindmica de fluidos
(27]

Asi como la utilizaciéon de los indicadores de error estd limitada a los
procesos de refinamientos jerarquicos, el uso de los estimadores de error es
valido para cualquier tipo de algoritmo de correccién de errores. Por ello, las
formulaciones de los estimadores que se describen a continuacién no se limitan
salvo indicacién de lo contrario, a formulaciones jerdrquicas sino que son de
uso general tanto para procesos de refinamiento jerarquico como de remalladc
automatico.

Podrian establecerse una serie de requisitos exigibles a un buen estimador
de error con el fin de asegurar su utilidad en andlisis précticos. Estos son:

1. Ser determinado a posteriori (a partir de la informacién recibida de
programa de calculo).

2. Si se define un indice de efectividad 6 como el cociente entre la estimaciér
de la norma energética del error y la norma energética exacta del error
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entonces deberia ocurrir que § > 1 para cualquier malla y ademas § =~ 1.
Con ello se pretende conseguir que los valores estimados queden del lado
de la seguridad ademas de ser suficientemente aproximados.

3. Un estimador debe converger hacia un valor exacto de forma asintética.
Es decir, § — 0 al tender el numero de grados de libertad a infinito.

4. Un estimador deberia dar una idea del grado de error en tensiones
existente en una determinada solucién.

5. Un estimador deberia dar algin tipo de indicacién local sobre cuales son
las zonas que requieren un mayor grado de refinamiento.

Los estimadores de error que se van a presentar tienden a cumplir los
requisitos anteriores. Aunque es muy dificil el conseguir que todos ellos se
cumplan de forma simultanea.

6.1 ESTIMADOR DE ERROR DE BABUSKA, RHEINBOLDT,
ZIENKIEWICZ, KELLY Y GAGO

Este estimador aparecié por primera vez [ con una justificacién
matematica detallada a cargo de Babuska y Rheinboldt.  Mas tarde,
Zienkiewicz, Kelly y Gago [38] propusieron otra justificacién, mas
sencilla aunque menos matemadtica, a la misma expresion para problemas
unidimensionales extrapolando sus razonamientos a dos dimensiones. Se
presentara aqui esta segunda posibilidad ya que los requerimientos matematicos

de la primera exceden de los planteamientos de este trabajo.

El primer aspecto a considerar es que el error e definido en (4.10) cumple
las siguientes condiciones:

{ STDSe+rq =0 enQ (6.1)

GDSe+rp =0 enly

donde rq y r1 han sido previamente definidas en (4.7). La justificacién de (6.1)
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es inmediata al sustituir la definicién de e en (4.3) y teniendo en cuenta (4.7).
De esta forma el campo e se puede considerar como los desplazamientos que
sufriria el dominio en estudio sometido a unas cargas volumétricas rp y unas
cargas de contorno rr.

Consideremos primero un caso particular de las ecuaciones (4.1) en una
sola dimension:

d%u

- +¢=0 en [0,L] ‘con w(0) =u(L)=0 (6-2)

Consideremos una discretizacion lineal, a partir de unos puntos nodales
z;,y el correspondiente error e (en este caso escalar). A partir de (6.1) se puede
escribir:

d2e
) +rq =0 con e(0)=e(L)=0 (6.3)

Ademés se puede demostrar que en este caso particular (ver ref. [15])
e(z;) = 0, por lo que e se puede determinar sobre cada intervalo I; = (z;_1,z;).

Si se supone que el residuo tiene la forma rq = Fsin%’—’ entonces la
ecuacién (6.3) es facil de resolver presuponiendo que e tiene la forma e = ésin’f"
obteniéndose:

€= ——5T (6.4)

Ademas sobre el dominio 2 se tendra:

™

L L2 L
||e||% = —/0 erqde = —2/0 r?)d:c (6.5)

Si se considera el caso mas general en que el residuo tenga la forma de
un desarrollo en serie de Fourier
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1T

o = Zrzsin— (6.6)

el error tendra la forma

=—-> < > rzsiny;—m (6.7)

)

Sustituyendo lo anterior en (6.5) se obtiene:
lel|2 = / [Zr,sinfﬁ] [Z(“ rlsin? dz (6.8)

Debido a la ortogonalidad de las funciones seno se cumple:

L
/0 sin?sin]%wdaz = &35 (6.9)

Y, en consecuencia, de (6.8) y (6.9):

L? /L r; . imx)?
2 i
llellg = —2/0 [21: —_—szn——L——] dz

T 1
L? (L ]2
< —Q—/O [Zrzsznz—%{] dz (6.10)
s -
1
L? (L
= — d
7r2/0 rqaz

Si se aplica la desigualdad anterior a cada intervalo I; se obtendra:

1 i+1 2
lell3 <22 Y (e — i) / (6.11)
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Para elementos suficientemente pequefos y q suave se ha comprobado que
el residuo r es también suave [15] y reemplazando el término 72 por 12 la cota
superior se convierte aproximadamente en el valor exacto de la norma del error.
Si se denomina h; a la longitud de cada elemento se obtiene que la expresién
del estimador de error para problemas unidimensionales con elementos lineales
es:

1 Tit1
el = 75 282 [ rhde (6.12)
1 (2

En el caso de dos o tres dimensiones aparecen dos términos de error,
uno regular en el interior de cada elemento rq, y otro singular repartido en las
interfaces entre ellos rp.

Si se considera primero la parte regular del residuo rq, y se supone que
ésta se reparte a partes iguales en las distintas direcciones de los ejes cartesianos,
una primera parte del error se puede estimar como:

lelZ, = 2[1—12—;h22/£2(r—2§1>2dﬂ} (6.13)

1
lelly, = 55 b2 [ rhan (6.14)
1

Para tener en cuenta el término singular se aproxima el residuo en las
interfaces por:

(6.15)

TQ’F\,\’

>~

Esta aproximacién se justifica en virtud de (5.15) si se considera pequena
la variacién de rq a lo largo de la interface. Sustituyendo ese término en (6.14)
~ se obtiene que en los contornos de los elementos:
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1
2 Z . 2

Al término anterior debe anadirsele un factor 1/2 al efectuar la suma
sobre todos los elementos pues cada interface aparece dos veces.

La expresién final mds general y mds utilizada para este estimador en la
que se ha incluido el efecto del orden p de los polinomios que aparecen en las
funciones de forma es:

h? h
£ < —/ 2 —/ 2 .
||e||E_§j24kp QeerQ+§:24kp eJ dr (6.17)
Qe T,

Donde h es el tamafio de cada elemento, p el grado de los polinomio
de las funciones de forma y k una constante dependiente del problema (k =
conductividad en problemas térmicos, E/(1 — v) en tensién plana, etc.).

Normalmente los valores obtenidos con este estimador son ligeramente
inseguros en el sentido de que son inferiores al valor exacto del error. Ademas
el hecho de necesitar una constante dependiente del tipo de problema hace que
sea poco generalizable.
Szabo y Dunavant [33] presentan una expresién algo mas compleja que
permite tener en cuenta factores tales como la desigualdad del orden de los
polinomios entre dos elementos contiguos.
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6.2 ESTIMADORES DERIVADOS DE LOS INDICADORES DE
ERROR

Dado que los indicadores de error intentan aproximar la modificacién
de la energia de deformacién que se obtiene al afadir cada nuevo grado de
libertad, la suma de todos ellos calculados para todos los grados de libertad que
podrian ser afiadidos a la malla deberia dar una medida relativamente exacta
de la norma del error. No obstante, al hablar de todos los posibles grados de
libertad debe entenderse los infinitos grados de libertad necesarios para llegar a
la solucién exacta. Estos pueden estar asociados a funciones de forma de grado
muy alto y desconocido a priori.

Cuando se calcula el valor de los indicadores de error se estan teniendo
en cuenta unicamente los grados de libertad asociados a funciones de forma
uno o dos érdenes superiores a las empleadas hasta ese momento. Dado que
ésta es sélo una parte de los posibles grados de libertad a afadir a la malla la
suma de esos indicadores serad siempre inferior o igual al valor correcto de la
norma energética del error. Por ello hay que hacer alguna transformacién en
los indicadores para obtener un estimador de error que no proporcione valores
inferiores a los reales.

A partir de la expresién (5.11) se puede observar que en ocasiones el
residuo rq puede ser ortogonal o casi ortogonal a las funciones de forma
candidatas al préximo nivel de refinamiento. En ese caso, el valor de la
integral que aparece en la expresién mencionada serd muy pequefio para todos
los posibles nuevos grados de libertad. Entonces, la correccién del campo de
desplazamientos debe hacerse con funciones de mds alto orden ya que son los
grados de libertad asociados a éstas los que se verian afectados por la aplicacién
de las cargas correspondientes al residuo rg. Si en un caso donde se produjese
ese efecto se efectuase la suma de los indicadores correspondientes a las funciones
de forma, casi ortogonales al residuo el resultado seria un valor demasiado bajo
para la estimacién del error. Una forma de evitar este efecto es intentar buscar
una cota superior a la suma de los indicadores que intente aproximarse mas
al valor real de la norma energética del error. Para ello puede utilizarse la
inecuaciéon de Cauchy-Schwarz:

T 2 2 2
( /Q NT,rqdq)” < /ﬂ N2, ,d0 /Q r2,d9) (6.18)

La utilizacién de la anterior desigualdad permite conseguir valores mas
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del lado de la seguridad para la estimacién del error. Si a lo anterior se anade
el razonamiento realizado para la obtencién de (5.16) se puede escribir:

lel} < KL (Z(gj /Q N2dQ fﬂ r%dQ+§/Fe N‘;?drfre szr)) (6.19)

donde el subindice ¢ se extiende sobre todas las posibles nuevas funciones de
p
forma que se puedan anadir en el proximo refinamiento.
La experiencia obtenida con este estimador [42] muestra que da valores
por encima de los reales con factor de aproximadamente v/2 por lo que suele

dividirse la expresion anterior por ese valor.

Tanto este estimador como el anterior presentan el inconveniente de que
en sus expresiones intervienen integrales definidas sobre el contorno de todos
los elementos. Los programas usuales de elementos finitos no estdn preparados
para calcular integrales de ese tipo ya que carecen de la informacion topoldgica
para ello, por esa razén su implementacién puede ser laboriosa.

6.3 ESTIMADOR LOCAL DE ERROR DE SPECHT

Specht (32] presenta un nuevo tipo de estimador de error cuya justificaciéon
es bastante distinta a la de los anteriores. La principal caracteristica de éste es la
discretizacién del residuo mediante unas funciones que tienen unas propiedades
de interpolacion especiales.

En un problema de elasticidad lineal como el definido en (4.3) el error
existente en la solucién @ obtenida por elementos finitos se manifiesta en las
condiciones de equilibrio para las tensiones &;; produciéndose unos residuos
tanto en el interior del dominio del problema como en su contorno. Para cada
elemento e las componentes de estos residuos tendréan la siguiente forma:
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96+
i = 2 gy % en (I
7
TR = 2 n;aij —t; eneNI'y (6.20)

ré, = %—Ej(ng&fj + n}f&zj;) en FeNTy

donde 1) es el residuo en el interior del elemento, r}: es el residuo en el contorno
del mismo, n es la normal al contorno en cada punto y ¢ la tension prescrita en
una parte del mismo I'yy C I'. Los indices 7,j se mueven entre 1 y la dimensién
del dominio. En las interfaces entre elementos I'e N I'y se ha repartido el salto
de tensiones entre los dos elementos conectados.

Para discretizar el residuo se utilizan una funciones de forma 7, cuya
forma se vera mas adelante. Con ello se obtienen unas fuerzas discretas
equivalentes 7;, que en realidad son tensiones residuales ponderadas de la
siguiente forma:

ré = / e 3 aTj(aij — &4;)dR (6.21)

P ) ) 85
/Q Z %(UU — Uij)dQ = /I‘ na(z giyng — t;)dl’ + /;) na(z 6:1:2; — ¢)d
e 5 U € 7 J

La integral volumétrica obtenida contiene el término definido en (6.20).
La integral de superficie contiene un término cuyo valor sélo se conoce en el
contorno I'y donde se han prescrito tensiones, siendo desconocido en el resto.
No obstante parece légico introducir el término definido en I'y en ella como
una aproximacién. Con ello se obtiene la siguiente expresion:

ré, & - Narp;dT + /Qe NaTp;dS (6.23)

La cuestién primordial es el tipo de funciones 74 utilizables para definir
el error. En el caso de seleccionar para ello las mismas funciones de forma que
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se han utilizado para discretizar el campo de desplazamientos las fuerzas r;, se
anularan idénticamente. Specht propone para evitar este efecto la utilizacion
de unas funciones que cumplen unas condiciones de interpolacién especiales en
forma de integrales ponderadas:

fr, 11adl = égp (b=1,..,n1)
b=ny1+1,..,n 6.24
Ja. epnadl = bgp {Ea - 1,1__,,n) ) (624

Las funciones vp y ¢ deben ser capaces de representar los defectos en
forma de combinaciones lineales:

Qi = Db 1Tip en e, (b=1,...,n1) (6.25)
rf; = Lpepriy enle, (b=ny+1,..,m)

Si se insertan estas ecuaciones en (6.23) y se tiene en cuenta las
propiedades (6.24) se observa que los valores discretos r; coinciden con las
fuerzas discretas equivalentes.

Para determinar las expresiones de las funciones 7, a partir de v y ¢
puede partirse de una base de polinomios:

2 .2
Zo = {1,z1,29,2],25, ...} (6.26)
resolviendo un sistema de ecuaciones lineales para hallar los coeficientes de cada

Na-

Las funciones 7, deben ser no nulas sélo en el contorno del dominio pues
en su interior no tienen ningun significado.

Las funciones 7, se'pueden utilizar para crear una nueva matriz de rigidez
asociada a ellas cuyos coeficientes K, tienen la siguiente expresion:

K= /Q 72 ST D SnydS2 (6.27)
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donde 5, y 1 son matrices con las funciones 7 y 1, en su diagonal.

Esta nueva matriz de rigidez es la correspondiente a las nuevas funciones
de forma 74 y sus coeficientes son los que corresponderian a la ampliacién de
la matriz K inicial con los grados de libertad asociados a las nuevas funciones
de forma. Las fuerzas nodales equivalentes correspondientes a esos grados de
libertad estan definidas en (6.23).

Si se supone que el desplazamiento que produce la aplicacién de cada
componente de la fuerza nodal elemental r{ se puede aproximar por r§, /K¢, .,

5 (. . s e .
donde K¢, ; es el término de la diagonal de K, entonces la norma energética
i)
del error existente en el elemento e se podrd aproximar por:

el ~ 3 (el (6.28)
E. ™ Re .

na “*aa,d

En realidad lo que se estd haciendo es similar a lo visto en un apartado
anterior para la justificacién de la expresién de los indicadores de error. La
diferencia estd en que en esta ocasién se considera la introduccién de unas
nuevas funciones de forma que en vez de ser jerdrquicas estdn caracterizadas por
las expresiones (6.24). Se considera que los nuevos grados de libertad afadidos
son los necesarios para llegar a la solucién exacta, y que por tanto la energia
de deformacién que producen los desplazamientos asociados a ellos coincide
con la norma energética del error correspondiente a la primera resolucién del
problema.

Para calcular la expresién (6.27) Specht (32] propone utilizar las mismas
cuadraturas que para la obtencién de la matriz de rigidez de la malla, ya que
¢stas producen una integracion reducida de la misma por ser las funciones 7, de
mayor orden que las funciones de forma N;. Ello se traduce en valores mayores
para el estimador y por tanto una tendencia hacia el lado de la seguridad.

Los términos rf, del vector r§ se obtienen de la expresidén:
re = F° _ /Q nLsTedn (6.29)
€

donde F; viene definida por las condiciones de contorno del problema:
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F:/ T 0 dQ) / T4dT 6.30
a Qeﬂaq + FeﬁI‘Nﬂat ( )

Specht (32] presenta la obtencién de las funciones 74 correspondientes a
los elementos planos de 4 y 8 nodos y su aplicacién a un caso sencillo.

El algoritmo para el cdlculo del estimador de error (6.28) es atractivo, sin
embargo hay que hacer una serie de consideraciones:

- Para el cdlculo de (6.27) se precisa repetir el calculo de la matriz de
rigidez empleando las funciones de forma 7,. Esto representa un elevado
coste en términos de tiempo de célculo.

- Para aplicar este estimador a cualquier tipo de elemento es preciso el
calculo previo de la expresion de las funciones 7 correspondientes. Este
proceso no parece muy caro pues para cada uno de los elementos usuales
sélo debe realizarse una vez. Sin embargo, si se estd efectuando un
refinamiento jerdrquico de una determinada malla aparecen elementos
de diversos tipos que pueden incluir o no diversas funciones de forma
segin el grado de refinamiento alcanzado. El hecho de que a partir
de la malla inicial se vayan introduciendo de forma selectiva nuevas
funciones de forma a cada elemento hace que en cada paso las funciones
1o deban cambiar de forma no predecible a priori y sea necesario
calcularlas para cada una de las nuevas tipologias de elemento que puedan
ir apareciendo. Por ello la implementacién de este estimador en un
proceso de refinamientos jerdrquicos puede ser cara y complicada y su
utilizacién parece mésindicada en procesos donde en cada paso se efectie
un remallado total de la malla conservando siempre el mismo tipo de
elemento.

6.4 ESTIMADOR DE ZIENKIEWICZ Y ZHU

En la resolucién por elementos finitos de las ecuaciénes (4.3) se utilizan
normalmente funciones de forma de continuidad C?, lo cual se traduce en una
aproximacién discontinua a las tensiones ¢. Ademds es muy conocido el hecho
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de que la evaluacién de las mismas en puntos que no sean los correspondientes
a la cuadratura de integracion utilizada produce muy malos resultados. Para
obtener resultados aceptables en cualquier punto de la malla se suele hacer un
promediado o alisado de las tensiones mismas de forma que el campo resultante
0" se interpola con las mismas funciones de forma que los desplazamientos.
Para un sistema con n nodos se define

o =3 N =N (6.31)

donde &} son las tensiones alisadas nodales correspondientes al nodo z-ésimo, N
es un vector columna formado por las n funciones de forma correspondientes a
cada uno de los nodos utilizados y * es una matriz en la cual la fila i-ésima esta
formada por las tensiones alisadas nodales &}. Zienkiewicz y Zhu [43] utilizan
estas tensiones alisadas para construir con ellas un estimador de error.

En un proceso de alisamiento global la condicién que se impone al campo
de tensiones alisadas es:

/Q Ni(o* —5)d2 =0 i=1,...,n (6.32)

Esta expresion es equivalente a minimizar por minimos cuadrados la
diferencia entre las tensiones o* y . También puede interpretarse la anterior
expresion como una proyeccion de las tensiones & sobre las funciones de forma.
La expresion resultante para hallar los valores de &* es:

o' =M [ N'ed0

e (6.33)

M= [ NETd0
Q

donde M tiene la misma forma que las matrices de masas que normalmente
se emplean para el andlisis dindmico de estructuras [9], y &% es el vector de
tensiones nodales alisadas.

La expresién anterior es muy sencilla de calcular, sobre todo si se utiliza
una forma condensada de la matriz M, aunque esto dltimo suele producir malos



—58— Capitulo 6 : Estimadores de error

resultados para la estimacién de errores. Por otro lado los valores de M para
cada una de las componentes del vector de tensiones son iguales y por lo tanto
se puede formar la matriz como si este vector tuviese una sola componente y
aplicarla de forma reiterada a cada una de ellas. Con ello se consigue disminuir
el tamano de la memoria y el tiempo de cédlculo necesarios para invertirla.
El numero de filas y columnas de M serd por tanto la mitad que el de la
matriz de rigidez K en un problema plano, y la tercera parte en un problema
tridimensional.

La evaluacion de las integrales (6.33) requiere la utilizacién de
cuadraturas un orden superior a las utilizadas para calcular la matriz K. Ello es
debido a que al calcular la matriz M dentro de la integral aparecen las funciones
de forma, mientras que al calcular K lo que aparece son términos expresados
en funcién de sus derivadas, que seran de un orden menor.

Las tensiones obtenidas mediante alisados no estdn, generalmente, en
equilibrio sino que necesitan unas fuerzas residuales para ser equilibradas. Se
pueden generar esquemas iterativos para minimizar esas fuerzas residuales (ver
ref. [4”) pero en general son de convergencia lenta e insegura. No obstante, la
magnitud de esas fuerzas residuales decrece al ir refinando la malla con lo que
al ir disminuyendo la norma del error también disminuyen éstas.

También existe la posibilidad de utilizar métodos mixtos en tensiones y
desplazamientos (ver ref. [45]) para obtener campos de tensiones continuos
y en equilibrio, pero no tiene sentido, por razones de coste, el resolver un
nuevo problema de elementos finitos aumentado en su niimero de incégnitas
y complejidad para estimar el error cometido en un célculo previo. Ademdés,
en esta nueva resolucidon se obtendria un nuevo campo de tensiones de mayor
calidad que el anterior por lo que este dltimo seria el que se aceptaria como
correcto perdiendo interés el anterior.

Es razonable suponer que las tensiones alisadas ¢* son una mejor
aproximacion a la solucidén exacta del problema que las obtenidas directamente
de los desplazamientos &. Hay dos razones que avalan esta hipétesis:

- En el proceso de alisado se eliminan las discontinuidades del campo de
tensiones que existen en las caras de contacto entre elementos. Dado que
de la solucion exacta se espera que sea continua, es razonable suponer
que el campo de tensiones alisado es mas cercano a aquella.

- Asimismo, mediante el alisado se consigue una distribucién de tensiones
mas uniforme dentro del dominio, de forma que la evaluacién de dichas
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tensiones es posible en cualquier punto con buenos resultados. Ello no es
posible en el campo de tensiones inicial donde éstas solo pueden evaluarse
correctamente en los puntos de integracién utilizados. Por ello puede
decirse que el campo de tensiones alisadas tiene un nivel mas alto de
precision.

Los experimentos numéricos confirman, efectivamente, la obtencion de
mejores resultados en tensiones después de un proceso de alisado.

En virtud de lo que se acaba de comentar se puede estimar el error en
tensiones como:

ec o — & (6.34)
v estimar con ello la norma energética del error mediante:
el ~ [ (¢* =)' D! (¢" - &)dn (6.35)

La expresién anterior es la que proponen Zienkiewicz y Zhu [43]

estimador del error. Es facil ver que la integral anterior se puede realizar sobre

CcOoImo

cada elemento obteniendo asi un valor local del error para cada uno de ellos.

La aproximacion (6.34) converge hacia un valor exacto y nulo a medida
que se va refinando la malla ya que ambos campos de tensiones se acercan cada
vez mas a la solucién exacta del problema. Por ello el el estimador tendera
también a producir valores mas correctos durante dicho proceso.

En este trabajo se ha deducido una expresién equivalente a la expresién
(6.35) que viene proporcionada por el producto entre el vector de fuerzas
residuales de las tensiones alisadas y los desplazamientos nodales:

i

lel} ~ S df ( JNTsT (o - a)m) (6.36)

Para demostrar dicha equivalencia hay que demostrar previamente la
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siguiente igualdad:
/Q o TD (6 ~o*)dt = 0 (6.37)

Para ello se desarrolla la expresién (6.37) de la siguiente manera:

/ﬂ e TD~ (6 — 0*)dQ = / #TND (5 — o*)dQ

o]

n

= Y@l [ FD7}(5 - o*)da;

1=1

=Y (") / N;D7Y(6 — o*)dQ2 (6.38)

1
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@)D" [ Ni(& —a*)d0
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El término (*); denota el vector fila formado por las sucesivas i-ésimas
componentes de las tensiones alisadas nodales. La matriz D! se puede sacar
fuera de la integral por ser constante asi como las tensiones (*);. La expresién
anterior se anula en virtud de la condicién (6.32) que deben cumplir las tensiones
alisadas.

Por otro lado la expresién (6.36) se puede desarrollar de la siguiente
forma:

Yol (WS e o)),

2

( | NTsT (o - )dQ)

||M:

Z

/ SN :a)T (o — &)dQ
/ *_ 8)d0
o

éTD™(o* — 5)d02

(6.39)
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Las expresiones (6.35) y (6.39) se diferencian unicamente en el término de
(6.37), pero por ser este ltimo nulo se comprueba la realidad de la igualdad de
las dos expresiones para el estimador de error. La expresién (6.39) representa
ademads una tercera alternativa para el calculo del estimador de error obtenida
en este trabajo.

Hay cuatro razones que hacen atractiva la utilizacion de estas expresiones:

1.- La sencillez de su calculo y su facilidad para ser incorporadas a cualquier
programa de elementos finitos.

2.- El hecho de que precisa del calculo previo de unas tensiones alisadas no
representa muchas veces un coste adicional, pues muchos programas ya
lo realizan durante su normal funcionamiento.

3.- La circunstancia, no comentada hasta ahora, de que este tipo de
estimador es matematicamente equivalente al presentado en la seccion
6.1, al menos para los elementos bilineales, de forma que los estudios
matematicos realizados por Babuska sobre el mismo le son también
aplicables. Esta equivalencia puede profundizarse en las referencias (43],

4.- El hecho de que el error estimado corresponde al campo de tensiones
obtenido de forma directa a partir de los desplazamientos y no al campo
de tensiones alisadas. Si se acepta que estas ultimas son mads exactas, su
error serda menor que el de las anteriores. Dado que el error estimado
mediante la expresién (6.35) es el correspondiente a las tensiones no
alisadas, se tendra la casi total seguridad de que éste es una cota superior
al que existe en el campo de tensiones alisadas.

En la expresiéon de este estimador se supone que las tensiones ¢* son

exactas y por tanto se estima el error en tensiones a partir de (6.34). En
realidad lo que ocurre es que se acepta que las tensiones * son una mejor
aproximacién a las existentes en la solucién exacta de (4.3) que las obtenidas
directamente a partir de #. La exactitud de los resultados obtenidos con este
estimador dependera por tanto de la exactitud de las tensiones o*. Estas
ultimas se obtienen mediante un simple alisado de tensiones, sin embargo
pueden desarrollarse procedimientos mds complejos para conseguir campos de
tensiones todavia mejores. La unica limitacion a estos procesos es su coste, ya
que no se considera aceptable que el calculo del estimador de error suponga
un coste superior al de la resolucién de las mismas ecuaciones (4.3). Algunas
posibilidades para mejorar el campo de tensiones alisadas podrian ser:
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- Obtencién de un campo de tensiones alisadas cuyas fuerzas residuales
nodales sean nulas. Como ya se ha comentado existen procedimientos
iterativos para ello pero en general no son muy robustos. El hecho de que
un campo de tensiones alisadas esté en equilibrio es, evidentemente, una
mejora importante.

- Aplicacién de las condiciones de contorno especificadas en I'yy al campo
de tensiones alisadas. De esta forma se obtendria un campo de tensiones
mejorado en el sentido de que cumpliria exactamente las condiciones
de contorno del problema. Sin embargo, el coste de este proceso
seria muy alto ya que en general las condiciones se especificarian sobre
tensiones en direcciones arbitrarias. Debido a ello ya no seria posible
desacoplar el alisado de cada componente por separado creciendo el
tamano de la matriz de masas M por encima incluso del de la matriz
de rigidez. Ademas, este procedimiento podria producir problemas en
puntos con discontinuidades de tensiones (interfaces entre materiales
distintos, puntos de aplicacién de cargas puntuales, fronteras entre zonas
cargadas y zonas descargadas, puntos singulares, etc).

Ainsworth, Zhu, Craig y Zienkiewicz [1] presentan un andlisis matematico
de las propiedades de este estimador de error. Este se sittia dentro de una familia
mas amplia de estimadores en los cuales se efectua algun tipo de proyeccién de
las tensiones & sobre una familia de funciones que en este caso son las funciones
de forma. Se incluyen también en esta familia los estimadores en los cuales se
realiza un alisado de deformaciones y no de tensiones. Estos parecen poseer
algunas virtudes adicionales desde el punto de vista matematico.

6.5 ESTIMADOR DE ERROR DE ROBERTI Y MELKANOFF

Roberti y Melkanoff [31] proponen un nuevo estimador de error,
valido para elementos lineales en una dimensién, y elementos triangulares y
tetraédricos, también lineales, en dos y tres dimensiones respectivamente. La
justificacién de la expresion que presentan se basa en que si los elementos
son suficientemente pequetios se pueden considerar como ciertas las siguientes
proposiciones:

- La solucién exacta para las tensiones o se puede considerar lineal en el
interior de cada uno de los elementos. ‘
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- El valor exacto de las tensiones o coincide con el obtenido del calculo por
elementos finitos & en el centroide de cada elemento.

En estas condiciones, los autores mencionados proponen, para refinar una
determinada malla 4, una estrategia a base de subdividir los elementos tal como
se sefiala en la figura 7 para el caso de tridngulos planos. De esta forma cada uno
de los elementos de la malla A queda subdividido en cuatro nuevos elementos
de una nueva malla B. A partir de las diferencias de tensiones entre las dos
mallas se puede estimar el error de las mismas en la malla B.

De una forma muy resumida se puede decir que después de refinar el
tridngulo A para obtener los cuatro nuevos de B, el maximo error en tensiones
de estos ultimos se puede obtener a partir de la maxima diferencia de las mismas
entre las obtenidas en el centroide del elemento P y las obtenidas en el de Hy,
Hy y Hs. En la referencia (31 se justifica la anterior afirmacién para el caso de
una y dos dimensiones y se razona su rango de validez para una dimension. Los
razonamientos empleados para ello son puramente geométricos tomando como
premisas las proposiciones ya mencionadas. Los tridngulos donde el error exceda
de un determinado limite prefijado se refinan repitiendo el proceso anterior.

La estimacién del error propuesta es muy simple pero adolece de las
sigulentes limitaciones:

- Solo es vélida para elementos triangulares o tetraédricos lineales no siendo
extrapolable, por el momento, a otros tipos de elementos.

- Precisa del refinamiento de una malla inicial con lo que sélo puede
estimarse el error tras un primer refinamiento y, por tanto, después de
haber empleado, al menos, dos mallas.

- No queda necesariamente del lado de la seguridad en sus estimaciones
pudiendo ser en ocasiones inseguro.

- Los refinamientos deben realizarse de la forma mostrada en la figura 7
y por ello no es posible realizar refinamientos jerarquicos ni remallados
automaticos no estructurados.
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FIGURA 7 Subdivisiéon de los elementos.

6.6 ESTIMADOR DE KELLY, MILLS, REIZES Y MILLER

Este estimador introducido por Kell?r[ (17] y perfeccionado por él mismo y
19

sus colaboradores Mills, Reizes y Miller (18]29] , proporciona unas cotas superior
e inferior para la norma del error de una solucién obtenida por cualquier método



Capitulo 6 : Estimadores de error —65—

numeérico. Este estimador estd desarrollado para un caso particular de (4.1) que
es el siguiente:

Viu=—f en )

=9 en 'y

u=0 enI'p (6.40)
'yullp="T

'yNTp=0

Asimismo, el producto escalar que se define para calcular la magnitud del
error viene definido, en un espacio bidimensional, por la expresion:

Oudv Oudv
Suv>= | (Goat+ 505,040 (6.41)

Como se puede ver, las ecuaciones anteriores no corresponden a problemas
de elasticidad lineal sino mas bien a problemas de flujo, torsién o membranas.
No obstante, el desarrollo del estimador de error parece extrapolable al primer
tipo de problema mencionado si bien éste es un trabajo todavia no realizado.

Kelly y sus colaboradores presentan unas expresiones de las que se puede
obtener cotas superior e inferior a la norma del campo u solucién de la ecuacion
diferencial (6.40) a partir de resultados obtenidos ya sea por elementos finitos,
diferencias finitas o elementos de contorno. En el primer caso la norma de la
solucién 4 obtenida por el cdlculo resulta ser una cota inferior de la norma de
u por lo que todo el problema se centra en hallar una cota superior.

<4,%> < /<u,u> (6.42)

Para ello el primer paso consiste en ver que el error en desplazamientos
e definido en (4.10) cumple las siguientes condiciones:

Vie=r _ enQ
g%:g—%% en I'y (6.43)

e=0 enI'p
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donde r es el residuo definido por:
r=V%+f (6.44)

A continuacién, Kelly propone repartir las discontinuidades que existen
en las derivadas del campo % en cada interface entre cada dos elementos
contiguos de forma que sobre cada elemento exista un equilibrio entre el residuo
r y las partes correspondientes de las discontinuidades mencionadas. A partir
de ello se construye un campo de derivadas Qz, Qy que cumple las ecuaciénes
(6.43) y esta autoequilibrado con lo que la cota superior a la norma de u se
puede obtener con la expresion:

lellh < [ [(Qa)* + (Qu)*1d2 (6.45)

los detalles para la obtencién de @z y @y se pueden obtener en las referencias
(17]

Este estimador presenta algunas deficiencias graves que quizds sean
subsanables en un futuro desarrollo més completo. Estas son:

- Su no aplicabilidad, con el desarrollo actual, a problemas de elasticidad
lineal.

- El hecho de que para obtener las funciones @z y @y sdlo existe una
construccion, aplicable unicamente a elementos bilineales y con mallas
cartesianas, es decir, con mallas cuyo contorno siga la direcciéon de los
ejes coordenados.
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CAPITULO 7

ESTRATEGIAS PARA LA
CORRECCION DE ERRORES

Tras la obtencién de unos resultados con una cierta malla y haber
estimado el correspondiente error, puede ocurrir que dicho error esté por encima
de una determinada tolerancia. En ese caso existen una serie de estrategias para
intentar conseguir unos nuevos resultados cuyo error no sobrepase esa tolerancia.
Estas estategias se pueden clasificar en dos grandes grupos:

- Refinamientos de la malla utilizada previamente. En este caso se utiliza
la malla anterior anadiendo nuevos grados de libertad. Estos nuevos
grados de libertad se pueden obtener subdividiendo elementos de la
malla original para obtener otros mas pequenos, o bien anadiéndolos de
forma jerdrquica. Ambas posibilidades se comentardn mas ampliamente
a continuacion.

- Remallados automaticos o adaptables. En este caso se utiliza la
informacién procedente del estimador de error para generar una malla
completamente nueva y mas adecuada con la cual se repetira el calculo.
La forma en que se utiliza la informacién de los estimadores de error
se explicard en un apartado posterior. En la referencia [7] se describen
diversos algoritmos para generar la nueva malla.

En los apartados siguientes se describirdn con detalle ambas estrategias.

Como ya se ha comentado anteriormente, los estimadores de error pueden
dar una idea bastante aproximada de la magnitud de la norma energética del
error. Esta magnitud es la que se pretende que quede por debajo de una cierta
tolerancia.

Dado que la norma energética del error estd muy relacionada con alguna
forma de error en la energia, parece logico establecer como tolerancia un cierto
porcentaje de la energia total de deformacién del sélido objeto de estudio. Por
ello lo que se suele hacer es limitar la norma energética del error a un cierto
porcentaje de la energia de deformacién obtenida del célculo. Esta energia E
es facilmente calculable a partir de unos resultados utilizando una de las dos
siguientes expresiones:
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AT~ ~T T -~
_ . d 1
E/Qeadﬂ /QuBDBuQ (7.1)

E=4'Ka (7.2)

Ambas expresiones, perfectamente equivalentes, proporcionan una
estimacién a la energia de deformacion exacta del problema. Ademas, las dos se
pueden calcular elemento por elemento por lo que puede estimarse asi la energia
correspondiente a cada uno de ellos.

7.1 ESTRATEGIAS PARA LOS REFINAMIENTOS NO
JERARQUICOS

Este tipo de refinamientos consiste en subdividir en varias partes los
elementos situados en las zonas donde el error sea mayor que el admisible. Para
ello es necesario utilizar un estimador de error que estime el error en la energia
para cada elemento, y calcular también para cada uno de ellos las expresiones
(7.1) 0 (7.2). Los elementos que deberan ser refinados son aquellos cuyo cociente
entre el error estimado y su energia de deformacién sea mayor que un porcentaje
predeterminado como tolerancia méxima. La forma en que se puede definir este
porcentaje se describe en el apartado 7.3.1.

Una vez decidido cuales son los elementos que se van a refinar existe la
posibilidad de que al realizar particiones sobre los mismos aparezcan nuevos
nodos o grados de libertad a través de los cuales se pierda la continuidad del
campo de desplazamientos. Esto es lo que sucede por ejemplo en la figura 8
en la cual los nodos 10 y 17 pertenecientes a los elementos B y C no tienen
contrapartida en el elemento A. Por ello si se asignan valores arbitrarios a
los desplazamientos de estos nodos, el campo obtenido serd discontinuo en la
interface entre el elemento A y los elementos B y C. A los nodos como el 10 o
el 17 se les llamard nodos no conformes.

Existen diversas técnicas para evitar los problemas mencionados, algunas
de las cuales se enumeran a continuacion:
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FIGURA 8 Refinamiento no conforme.

- Prolongar todas las subdivisiones entre elementos a través de toda la
malla anadiendo todos los elementos y grados de libertad que hagan
falta para ello. Para ello, alli donde aparezca un nodo no conforme se
parte el elemento contiguo para conseguir que éste también tenga el nodo
correspondiente. Este procedimiento es muy caro ya que obliga a refinar
no soélo los elementos en que ello sea necesario, sino ademas todos aquellos
situados sobre las lineas con las que se subdivide cada uno de ellos.

- Utilizar alguna técnica de subdivisién de la malla que evite el problema
anterior.

Rivara [30] y Roberti y Melkanoff [31] presentan de forma independiente
algoritmos mediante los cuales los elementos situados alrededor de los
que precisan ser refinados se subdividen a su vez para mantener la
continuidad. El atractivo de estos algoritmos es que su aplicacion sucesiva
no produce mallas con elementos distorsionados sino que se obtienen
mallas muy bien graduadas con elementos bien proporcionados. La
desventaja de los mismos es que sélo sirven para mallas con elementos
triangulares. Los algoritmos propuestos consisten basicamente en cortar
por la bisectriz correspondiente al lado mayor cada uno de los elementos
en contacto con un nodo no conforme. La aplicacion reiterada de este
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proceso elimina los nodos no conformes.

Para mallas de elementos cuadrangulares pueden utilizarse elementos de

transicion tal como propone Irons 16]

‘

- Utilizar alguna técnica para imponer que los desplazamientos de los
nodos no conformes sean tales que se mantenga la continuidad de los
desplazamientos a través de las interfaces entre elementos. Para ello
Fortin y Tanguy (13] proponen una técnica muy simple y efectiva, valida

para problemas tanto lineales como no lineales, que consiste a grandes

rasgos en efectuar alteraciones en las funciones de forma de los elementos
que contengan nodos no conformes. Esta técnica parece especialmente
util por ser aplicable a todo tipo de elementos realizando cambios minimos

en los programas.

Dado que para recuperar la continuidad, el desplazamiento de los
nodos no conformes debe ser igual al de los puntos correspondientes
pertenecientes a los elementos contiguos, la técnica propuesa consiste en
imponer esa restriccion a la matriz de rigidez. La forma de imponer esta
restriccion consiste basicamente en alterar las funciones de forma de los
elementos con nodos no conformes de forma que ésta se cumpla de forma
implicita.

Aunque las técnicas anteriores permiten utilizar los refinamientos no
jerarquicos de forma practica, hay que tener en cuenta el hecho de que el partir
de una malla inicial demasiado grosera obliga a muchos ciclos de refinamiento
hasta llegar a una solucién satisfactoria. Las mallas obtenidas, si bien cumpliran
los requisitos exigidos en cuanto a la magnitud del error, requeriran para ello
un numero de elementos superior, en general, a las que se obtendrian mediante
procesos de remallados adaptables en los cuales se genera de forma directa la
malla adecuada controlando el tamano y la forma de cada elemento.

7.2 ESTRATEGIAS PARA LOS REFINAMIENTOS JERAR-
QUICOS

El primer paso para realizar un refinamiento de este tipo es el calcular el
valor de los indicadores de error correspondientes a todas las posibles funciones
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de forma candidatas a ser incluidas en la malla. Para ello puede hacerse uso de
las expresiones (5.11) o (5.12). Una vez conocidos los valores de los indicadores
puede optarse por seguir una de las siguientes estrategias:

1) Afiadir siempre una proporcién fija de todas las funciones de forma
disponibles escogiendo aquellas que tengan valores mas altos para los
indicadores. Esta estrategia tiene el defecto de que, en caso de ser
necesarios varios refinamientos sucesivos, puede refinar poco la malla al
principio del proceso iterativo de refinamiento y mucho al final.

2) Decidir a priori un valor del indicador 77 de forma que todas las funciones
de forma que produzcan valores mayores para el indicador serdn anadidas.
Este procedimiento también resulta ser muy rigido y es dificil la eleccién
de 7.

3) Una alternativa mds flexible, a medio camino entre las dos anteriores, es
definir un parametro v tal que 0 < v < 1 y anadir todas las funciones
de forma correspondientes a valores del indicador 7 tales que 7 > Ymaz.-
El parametro v controla entonces la velocidad de convergencia: si v es
nulo se anaden todas las posibles funciones de forma, mientras que si v
vale 1 no se anade ninguna. De esta forma las funciones de forma que se
anaden son una proporcién variable del total que depende de los valores
de los indicadores de error.

La alternativa utilizada mas comunmente es la tercera ya que permite
un mayor control sobre el proceso de refinamiento. Ademas se ha comprobado

(42] que valores de v bajos, del orden de 0.1, son los que

experimentalmente
conducen a procesos iterativos de refinamiento més econémicos tanto por el
numero relativamente pequeiio de funciones de forma que se anaden a la malla
como por la rapidez de convergencia hacia una solucién con la deseada precisién.
Ello es debido a que por regla general son pocos los elementos que precisan de

refinamiento.

Una vez decidido cuales van a ser las funciones de forma que se van
a anadir a la malla, su inclusién se realiza utilizando las propiedades de las
formulaciones jerarquicas, es decir, puede aprovecharse la matriz de rigidez
calculada anteriormente y anadir a ella los términos correspondientes a los
nuevos grados de libertad de orden mads alto. Después del nuevo célculo debe
volverse a estimar el error cometido con la malla refinada y, en caso de ser
necesario, puede realizarse un nuevo refinamiento repitiendo de forma iterativa
todo el proceso comentado.
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Los refinamientos jerarquicos pueden realizarse también anadiendo uno
por uno todos los grados de libertad que pueden verse afectados por la inclusion
de una nueva funcién de forma. De esta manera se es mucho mas selectivo en
cuanto al nimero total de grados de libertad que se anaden en cada refinamiento.
En ese caso, para calcular el valor de los indicadores de error se utilizan en vez
de las expresiones mencionadas las (5.17) o (5.18). La estrategia para decidir
cuales van a ser los nuevos grados de libertad es idéntica al caso anterior.

En todos los procesos de refinamiento se obtiene, después de varios pasos,
una situacién en la cual los valores de los indicadores son casi constantes (si
el proceso se inicia a partir de una malla mas densa ese estado se alcanzara
con menos iteraciones que si se comienza con una mas grosera). Por ello se
dice que una malla es éptima cuando se alcanza una distribucién uniforme de
los indicadores de error. Parece razonable suponer que en ese caso los grados
de libertad estan colocados de forma que en funciéon de su colocacién el error
energético es minimo. No obstante, no existe una demostracién analitica que
asegure la equivalencia entre la minimizacién del error respecto a la colocacion
de los grados de libertad y la distribucién uniforme de los indicadores.

Otra caracteristica importante es que los estimadores de error en general
alcanzan sus cotas mas altas de precision cuando se llega al estado de malla
6ptima, y es en ese momento cuando se alcanzan las velocidades de convergencia
hacia la solucién exacta predichas por los estimadores de error a priori, incluso
cuando existen puntos singulares.

Los refinamientos jerarquicos no presentan los problemas que se han
comentado en el apartado anterior referentes a la aparicion de nodos no
conformes. Ello es debido a que durante este proceso lo que se anade a una
determinada malla no son nuevos nodos o elementos sino nuevas funciones de
forma que se ahaden a las anteriores de forma jerdrquica. Esta adicién es ya
conforme pues cada nueva funciéon de forma es continua y afecta para ello a
todos los elementos que sea necesario.

7.3 ESTRATEGIAS PARA LOS REMALLADOS
AUTOMATICOS

Ya se ha comentado anteriormente que una alternativa a los
refinamientos, en los cuales se conserva la estructura inicial de la malla durante
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todo el proceso, es el generar en cada paso una nueva malla partiendo de la
informacién obtenida con otra anterior. Para llevar a cabo este proceso se
precisa de un programa de generacién de mallas que sea capaz de funcionar
dentro del dominio del problema ajustindose a los tamanos de elemento
marcados en cada zona por la estimacién de los errores obtenidos con una malla
previa. De esta forma se trabaja con un sistema de tres etapas que se repite
hasta llegar a una malla éptima:

1. Generacion de la malla.
2. Célculo de la solucién al problema sobre la malla generada.
3. Estimacién del error cometido con la malla utilizada.

Frente a la posibilidad de aprovechar calculos previos que se atribuye a los
refinamientos jerarquicos (aspecto que se ha criticado en apartados anteriores)
se contrapone la simplicidad del proceso que se presenta en este apartado donde
cada una de las etapas es independiente de las otras dos y, por tanto, mas
cémoda de programar. En particular, un programa de calculo por elementos
finitos no necesita sufrir ninguna modificacién para ser incorporado a un sistema
de este tipo. Simplemente hay que conectarlo con un programa de generacién
de mallis y con otro de estimacién de errores a partir de sus resultados.

El hecho de que en cada momento se genere una malla totalmente nueva
hace que el resultado final no dependa de la malla inicial con la que se comienza
el proceso de refinamiento. No ocurre asi en los refinamientos jerdrquicos donde
esa independencia es un objetivo todavia no alcanzado y para llegar al cual ya
se habla de refinamientos combinados de tipo p y h conduciendo todo ello hacia
una complejidad todavia mayor en su programacion.

Frente a la alta velocidad de convergencia que se atribuye a los
refinamientos de tipo p se puede objetar que ello es a costa de generar matrices
de rigidez con grandes anchos de banda y por tanto costosas de invertir.
Los refinamientos no jerdrquicos conducirdn a mallas que quizds precisaran
de més grados de libertad, pero su ancho de banda sera mucho menor y, en
consecuencia, el coste de su inversion también.

Un generador de mallas eficaz serd aquel que sea capaz de funcionar
con la unica informacién de la forma del contorno y el tamafio méaximo de
elemento definido en cada subregién. Con estos datos el programa debe
ser capaz de llenar de elementos el dominio del problema. Generadores de
este tipo son los desarrollados por Peraire [27][28], Léhner [20] y Frey (14] que
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utilizan elementos triangulares planos. La ventaja de los elementos triangulares
para los generadores de este tipo es que con ellos es mds facil ajustarse a
cualquier tipo de contorno que con elementos cuadrangulares y por ello son los
preferidos para procesos de generacién. Ello no constituye ninguna limitacién
pues los elementos cuadraticos de este tipo funcionan de forma, cuanto menos,
comparable a los planos de 8 6 9 nodos. Generadores de este tipo estan descritos
en la referencia [7}])

7.3.1 Definicién del remallado

La estrategia de remallado dependerad del tipo de criterio que se utilice
para decidir cuando unos resultados son suficientemente exactos. Basicamente,
lo que se pretende es que a partir de los resultados obtenidos con una cierta
malla, y de la estimaciéon de su error, determinar cual deberia ser el tamaiio
de cada elemento para obtener una malla que produjese resultados con un
nivel de error acotado a un cierto valor y que ademds fuese “éptima” segin
un determinado criterio.

Como ya se ha comentado, un forma muy usual de limitar la norma
energética del error es fijar un cierto porcentaje 4 de la energia total de
deformacion.

s

lellp < -

w2 (7.3)

La forma en que se pretende que se distribuya el error sobre todos los
elementos de la malla depende del criterio de optimalidad que se utilice para
considerar que una malla es 6ptima. Existen dos criterios distintos para ello
que se comentaran en el siguiente subapartado.

A partir del criterio utilizado y del valor v adoptado se puede averiguar
cual deberia ser el valor del error obtenido sobre cada uno de los elementos e de
la malla. La forma de obtener este valor se explicara al comentar los distintos
criterios de optimalidad en el apartado 7.3.2. Este valor se podrd expresar
también como un cierto porcentaje v, para cada elemento. Si se denomina por
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le"||g, a la norma del error requerida para cada elemento, entonces se puede
expresar:

lelle, = Jpslullz, (7.4)

A partir de la expresién (4.33) se puede ver que si el orden p de
los polinomios usados en las funciones de forma se mantiene constante, la
dependencia del error respecto al tamano de los elementos se puede aproximar
por:

lellg < ChP (7.5)

Si en la zona ocupada por un cierto elemento de tamafno he el error
energético calculado vale |le||g,, a partir de (7.5) se puede ver que el tamaiio
que en esa zona deberia tener la malla de elementos finitos para obtener un
error de valor ve||u|| g, /100 vendrd dado por la expresién:

he
h= 17 (7.6)

siendo

_ llellz. _ 100]e],
lerlls, ~ vellul,

£e (7.7)

En caso de que se utilice una norma del error distinta de la energética, tal
como las que se definen en las expresiones (4.25) a (4.32), la ley de evolucién del
error respecto del tamaino de elemento que se toma es la misma que en (7.5).
Aunque esta expresion estda justificada unicamente para el caso de la norma
energética del error parece que su utilizacién con otras normas es satisfactoria.

La expresién (7.6) es vélida para los elementos que no estén en contacto
- con una singularidad. Para mejorar el remallado en las zonas donde existen
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44][45] propone sustituir, para los elementos

en contacto con singularidades, la expresién (7.6) por:

puntos singulares Zienkiewicz 36t

h
h = 1;/\ (7-8)
€

donde el valor de X depende del tipo de singularidad con la que se esté tratando.
Por razones de tipo practico se suele tomar A = 0.5 ya que en la mayoria de los
casos este valor oscila entre 0.5 y 1.

Mediante las expresiones (7.6) a (7.8) se puede estimar cuales deberian
ser los tamanos de cada elemento para que la malla fuese 6ptima. Utilizando
esta informacién es posible generar una malla completamente nueva que cumpla
estos requerimientos y para ello es necesario utilizar un generador de mallas que
tenga la capacidad de controlar el tamafo de cada elemento generado.

7.3.2 Criterios de optimalidad de la malla

El criterio de optimalidad mas comuninente utilizado considera que una
malla es 6ptima cuando la norma del error es la misma para todos los elementos.
Es decir, en el caso méas usual en que se utilice la norma energética del error,
una malla serd éptima, para un cierto nivel de error, cuando ocurra que |le| g,
sea igual para todos los elementos.

Para una malla formada por n elementos que cumpla el anterior criterio
de optimalidad se cumplira, en virtud de la propiedad aditiva de las integrales
extendidas sobre subdominios, que:

el = S fleli3, = nllell3, (1.9)

e=1

Si ademas el error se acota mediante una expresién como la (7.3) debe
ocurrir que:
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2
2 2 v 2
lellz = nllelE, = 1002 lullE (7.10)

Normalmente la expresién anterior no se cumplird a no ser que se esté
trabajando con una malla que ya sea éptima. En caso contrario dicha expresién
se puede utilizar para determinar cual seria el error requerido para cada
elemento. Si se denota dicho error como |le"||g,_, ello conduce a la siguiente
expresion:

le" |5, = 7 _llp (7.11)

100 /m

Mediante la expresién anterior se puede definir el valor de 7. utilizado en
(7.4) para el caso particular de este criterio de optimalidad y se obtiene:

[ulle

o
= el (7.12)

Dado que, como se ha comentado en el apartado 4.1, la norma energética
del error se puede interpretar como un aproximacion al error existente en la
energia de deformacion, de acuerdo con la ecuacién (4.24) se puede escribir:

lull% = lali% + leli% (7.13)

La demostracién de (7.13) se ha deducido unicamente para los casos en
que 'y = 0. No obstante se considera que dicha expresién es una buena
aproximacion en el resto de los casos.

Mediante (7.13) se puede averiguar cual serfa el error “6ptimo” para cada
elemento y para este criterio en particular:

/ 4 2 e 2
He‘r”Ee — 1'())/0 H HE:“ ”E ‘ (714)
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Y por lo tanto se podrd aproximar también:

lall% + llel%

2
|ul 2.

Ye = | (7.15)

Normalmente se acepta [2]{45] que dado un determinado nivel de error
global, como el definido por (7.3), de todas las posibles mallas que produzcan
resultados con ese nivel de error la que cumpla el criterio de optimalidad
comentado es la que estard formada por un menor nimero de elementos. Es
decir, esa malla serd éptima en el sentido de que producird un cierto nivel
exigido de error a un coste minimo.

No existe hasta el momento una demostraciéon sélida para la afirmacién
anterior, pero si hay diversas justificaciones para casos particulares que indican

que la misma es razonable. Una justificacién interesante de esta idea realizada
por Babuska y Rheinboldt puede verse en (2](4][45],

Por otra parte, hay dos problemas relacionados con la utilizacion de este
criterio:

1. Produce mallas en las cuales el error en la energia de deformacién es el
mismo para todos los elementos. Normalmente el interés del ingeniero
radica principalmente en las zonas donde se producen concentraciones de
tensiones e incluso puntos singulares, ya que es ahi donde se produciran
las maximas tensiones que son las que debe comprobarse que estén por
debajo de un determinado limite. Por otro lado es en esas zonas donde,
debido a las bruscas variaciones de tension, serdn necesarias mayores
densidades de elementos para acotar el error cometido. Dado que en esas
zonas se localizardn més elementos que en el resto y que el error que se
produce en cada uno de ellos sera el mismo entonces resulta que el error
a su vez se acumulard en las zonas con mayor densidad de elementos.

En vista de lo anterior resulta que el error se concentra, aunque de una
forma controlada, en las zonas de mayor interés para la interpretacion de
resultados por parte de un ingeniero y por ello, desde su punto de vista,
esa malla no serd tan éptima como este criterio puede indicar. Visto de
otra manera, este criterio de optimalidad tiene en cuenta unicamente el
coste necesario para alcanzar un cierto nivel global de precision y no la
calidad de los resultados en cuanto a su interpretacién.
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2. La utilizacién de este criterio juntamente con la técnica de remallado
presentada en el apartado 7.3.1 no conduce necesariamente a una malla
“6ptima”. Dada una malla inicial con la cual se produce un cierto nivel
de error, las expresiones (7.6) y (7.8) proporcionan los tamafios h de
elemento que serian necesarios para obtener el nivel de error requerido
en las zona cubiertas por cada una de los elementos de esa malla inicial.
Ello no significa que cada uno de los nuevos elementos generados en una
nueva malla con esos tamanos proporcione el mismo nivel de error local.

En efecto, supongamos que en la malla inicial existen dos elementos 4 y
B para los cuales los tamanos de elemento que proporciona la expresion
(7.6) resultan ser hy y ho respectivamente (ver fig 9). Un remallado con
estos tamanos producira una nueva malla en la cual la zona cubierta por
el anterior elemento A estard ahora cubierta por ny nuevos elementos,
y la zona del elemento B lo estara por ng elementos. Si se acepta que
la expresion (7.5) se cumple resultard que con la nueva malla el nivel de
error obtenido en las zonas anteriormente ocupadas por los elementos 4
y B serd el mismo y valdra ||e"||g. Sin embargo, si se acepta que ese
error se reparte uniformemente entre los nuevos elementos que ocupan
esas zonas se tendrd que para los elementos de la zona A:

le" 1% = nallel%,, (7.16)

_lells
lelln,, = (7.17)

Mientras que para los elementos de la zona B ocurrira:

lelz,, = 151 (7.18)

Como se ve, el nivel de error de los elementos pertenecientes a una y otra
zona no va a ser el mismo tal como exigiria el criterio de optimalidad.
De alguna manera, el algoritmo de regeneraciéon lo que proporciona son
mallas que cumplen que el nivel de error existente en la zona ocupada
por cada una de los elementos de la malla anterior es el mismo. Pero eso
no es lo que se toma como criterio de optimalidad. Luego en este aspecto
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aparece una contradiccién entre el criterio de optimalidad y el algoritmo
de regeneracién de mallas.

El algoritmo de regeneracién proporcionard mallas maés cercanas al
cumplimiento del criterio de optimalidad cuanto mads cercanas estén a
ello las mallas iniciales.

Para evitar los dos inconvenientes comentados se presenta en este trabajo
un nuevo criterio de optimalidad. Este consiste en considerar que una malla es
6ptima cuando el error se reparte de forma uniforme a través de todo el volumen
Q independientemente de la forma y tamaifio de los elementos.

Si se acepta de nuevo una limitacién del tipo (7.3) lo que este criterio
exige a una malla “6ptima” es que se cumpla

lely, _ leld _

1
0. Q (7.19)

siendo « una constante.

Mediante este criterio el error requerido en cada uno de los elementos de
una malla previa valdra:

g Qe
le"llz. = llellzy/ (7.20)

Y por tanto utilizando las expresiones (7.3), (7.4) y (7.17) se puede

obtener en este caso:
lullg [Qe
Ye =7 = 7.21
“= Tl V0 (7.21)

La expresion anterior es la que se emplearia en este caso para definir el
valor ve de (7.4).
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FIGURA 9 Refinamiento de dos elementos distintos A y B.
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Con este criterio se define un error por unidad de volumen a que se
distribuye de forma uniforme a través de todo el espacio €. Por ello los
resultados obtenidos presentaran el mismo nivel de error para cualquier zona
en observacion independientemente del nimero de elementos que exista en
ella. Con ello se obtiene un criterio mds ingenieril que permite una mejor
interpretacion de resultados solucionando el primer problema del criterio clasico.

Ademas, se puede ver que la utilizacidon conjunta de la técnica de
regeneracién automatica con este criterio si conduce a mallas “6ptimas”. En
efecto, volviendo a la figura anterior se puede ver que la aplicacién de este
criterio conducira a una nueva malla donde la zona ocupada por el antiguo
elemento A proporcionara un error de valor:

lell%, = a4 (7.22)

El cual a su vez sera la suma de los errores de los n] elementos que ocupan
la zona. Si se supone que en esos nuevos elementos va a cumplirse el criterio de
optimalidad resultara que:

lelZ, = 3" lel3, = 3° Qea = af2y (7.23)
e—=1

e=1

El dltimo razonamiento confirma que la utilizacion de este criterio si es
compatible con la técnica de regeneracién automadtica por lo que su utilizacion
conjunta parece mas razonable que en el caso anterior.

El criterio propuesto conducird a mallas con mayor nimero de elementos
que el criterio clasico ya que no garantiza que este niimero sea minimo para
un determinado nivel de error global. Sin embargo su utilizacién estd mas de
acuerdo con lo que un ingeniero espera de unos resultados y presenta menos
problemas de coherencia algoritmica.
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CAPITULO 8

EJEMPLO DE UTILIZACION
DE UN ESTIMADOR DE ERROR

En este trabajo se ha escogido la expresidn (6.35), propuesta por

[43], para ser utilizada como estimador de error. Dicha

Zienkiewicz y Zhu
eleccién se basa en las propiedades enumeradas en el apartado 6.4 al describir
dicho estimador de error. Basicamente estas propiedades se refieren a la sencillez
de su implementacién en un programa de elementos finitos y a su equivalencia

formal con otros tipos de estimadores.

Para comprobar la bondad de los resultados que se pueden obtener al
utilizar la expresion (6.35) se han preparado dos ejemplos. Ambos corresponden
al caso de una ménsula discretizada con mallas de distinta densidad y sometida
a dos tipos de carga distintos. En la figura 10 se presenta la ménsula con los
casos de carga considerados. El primero de ellos corresponde a un ejemplo
presentado por Zienkiewicz y Zhu 3] a1 presentar la expresion de su estimador
de error.

Las caracteristicas mecdnicas del material que forma la ménsula son
E = 10° y v = 0.3. No se especifica ninglin sistema de unidades por ser
los resultados independientes de ellos.

Para cada caso de carga se han utilizado tres mallas distintas con
clementos bilineales de 4 nodos. Dichas mallas se presentan en la figura 11.

Los resultados de cada caso se presentan en forma de tablas. En cada
una de ellas se pueden observar las siguientes cantidades:

G.D.L. Numero de grados de libertad de la malla utilizada.
llu]| Energia de deformacién exacta.
|&|| Energia de deformacién obtenida.

|le]] Error exacto en la energia.
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[é]| Error en la energia obtenido.
1 Porcentaje exacto de error.

7 Porcentaje de error obtenido.

9 Indice de efectividad (l1éll/llelD)-

g
’ §
il :
b

L 10 ‘]I,

%

-—

10

<
oA >
‘W—r—-»

B

FIGURA 10 Definicién de ménsula y casos de carga

Los valores exactos de la energia se han obtenido a partir de la teoria de
vigas. Si bien dicha teoria es sélo una aproximacién, se puede considerar que
en este caso sus valores son exactos en comparacion con los obtenidos mediante
las imallas utilizadas. ' ’
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FIGURA 11 Mallas utilizadas para el cdlculo de la ménsula
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GD.L.| full | flafl | lell | léll | = 1 0

40 0.201 | 0.165 | 0.114 | 0.080 | 57.1 43.8 | 0.701
120 | 0.201 | 0.189 | 0.066 | 0.059 | 334 29.8 | 0.888
400 | 0.201 | 0.198 | 0.035 | 0.033 | 17.9 16.5 | 0.943
1440 | 0.201 | 0.200 | 0.018 | 0.017 9.0 8.6 0.959

TABLA 1 Valores obtenidos con carga en el extremo de la ménsula

GD.L.| flull | [lall | lell | Hel | m 7 0

40 0.781 | 0.643 | 0.443 | 0.301 | 56.8 42.4 | 0.678
120 | 0.781 | 0.736 | 0.260 | 0.225 | 33.3 29.3 | 0.865
400 | 0.781 | 0.758 | 0.138 | 0.128 | 17.7 16.4 | 0.922
1440 | 0.781 | 0.778 | 0.072 | 0.067 9.2 8.6 0.938

TABLA 2 Valores obtenidos con carga repartida superior.
Los valores obtenidos se presentan en las tablas 1 y 2.

Como se puede apreciar en las tablas, la evolucién de las diversas
cantidades es muy similar en los dos casos. A la vista de las mismas se pueden
extraer las siguientes conclusiones:

- La energia de deformacion obtenida ||#|| va convergiendo hacia su valor
exacto ||ul| a medida que se incrementa el nimero de grados de libertad
utilizado. Dicha evolucién es, sin embargo, bastante lenta por lo que
seria necesario utilizar un numero de elementos realmente muy alto para
conseguir porcentajes pequeiios de error.

- La estimacion del error es tanto mads exacta cuanto mas exacta sea la
solucién obtenida. Tanto la norma del error como su porcentaje van
convergiendo hacia sus valores exactos a medida que se va refinando la
malla. También se puede observar como el indice de efectividad 6 va
convergiendo hacia 1.0.

Estos resultados confirman la convergencia asintética del estimador hacia
valores exactos a medida que se va refinando la solucién.

Para mallas muy groseras el valor del estimador es suficientemente alto
como para detectar que la solucién es bastante inexacta aunque el valor del
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estimador mismo lo sea también. A medida que se va refinando la malla para
conseguir buenos resultados la exactitud del estimador es suficiente como para
dar una buena idea del grado de error obtenido.

Los anteriores comentarios confirman el buen comportamiento del
estimador de error y justifican su utilizacion.
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