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Resumen

En este trabajo planteamos un esquema en diferencias finitas generalizadas en mallas estructuradas
no rectangulares con dominios con secciones transversales planas, para calcular la solución numérica de
la ecuación de difusión-advección en 2 dimensiones, el cual modela la concentración de contaminantes
en capas horizontales adyacentes al nivel del suelo. Mostramos el desempeño del método con un breve
estudio de la dispersión de contaminantes bajo el efecto de islas de calor urbanas en la ciudad de Morelia,
asumiendo que los contaminantes son emitidos del suelo en zonas definidas a una tasa constante.
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1 Introducción

Con el paso del tiempo, el hombre ha modi-
ficado y adaptado el medio ambiente a sus ne-
cesidades; el desarrollo industrial, el crecimien-
to demográfico, entre otros, han tenido un efec-
to profundamente negativo sobre el ambiente, lo
que ha llevado a que en la actualidad la conta-
minación sea un problema de gran impacto.

Por esto es necesario estudiar los fenómenos
que contribuyen a agravar el problema, de ma-
nera que se puedan plantear acciones para dis-
minuir los efectos negativos que éstos tienen.

2 Descripción del problema

En los últimos años, en la zona metropolitana
del valle de Morelia, la mancha urbana ha ido en
aumento lo que ha tráıdo consigo consecuencias

para el ambiente, principalmente la contamina-
ción del aire por el uso excesivo de veh́ıculos.

Una vez que son emitidos, los contaminantes
se transportan a causa de diversos procesos, lo
que ocasiona que incremente la zona afectada. Es
por eso que es importante estudiar la dispersión
de los mismos.

En el presente trabajo se estudia la disper-
sión de contaminates bajo el efecto de islas de
calor urbanas.

3 Modelo matemático

La ecuación de difusión-advección estaciona-
ria, que modela la concentración de contaminan-
tes, está dada por
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donde C representa la concentración del con-
taminante, u, v y w son las componentes de la
velocidad del viento en los ejes x, y, z respecti-
vamente; Kx, Ky y Kz los correspondientes coe-
ficientes de difusividad; y R es un término de
creación, destrucción, remoción o eliminación.

Asumiendo homogeneidad del terreno, la con-
centración es considerada constante a lo largo
del eje y. Más aún, asumiendo que la difusión es
muy pequeña comparada con la advección en el
eje x, la ecuación (1) resulta en

u
∂C

∂x
+ w

∂C

∂z
=

∂

∂z

(

Kz

∂C

∂z

)

+ R. (2)

Tomando en cuenta mecanismos de remosión
y dado que el viento mesoescala es elegido para
representar el viento local ocasionado por la isla
de calor, reescribimos la ecuación (2) en la forma
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donde ue y we son las componentes del viento
mesoescala en la dirección x y z respectivamente,
λ es un parámetro que define la pérdida de un
contaminante por unidad de tiempo y Kz está
dada por una ley de potencias, de modo que la
ecuación anterior se transforma en
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4 Metodoloǵıa de solución

Consideremos el operador lineal de segundo
orden

Lu = Cuzz +Dux + Euz + Fu,

donde C,D,E y F son funciones. El problema
de interés es la construcción de esquemas en di-
ferencias finitas para una malla no rectangular,
sobre el dominio de L.

El esquema en diferencias finitas [3] se ob-
tiene considerando un conjunto finito de nodos

p0, p1, ..., pq para el cual necesitamos encontrar
los coeficientes Γ0, ...,Γq, de modo que

L̂(p0) = Γ0u(p0) + Γ1u(p1) + ...+ Γqu(pq).

El esquema es consistente si

[Lu]p0 − L̂(p0) → 0

mientras p1, ...pq → p0.
La expansión de la expresión anterior, usan-

do q = 8 puntos, alrededor de p0 está dada por
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Esto define de manera natural un sistema de 6
ecuaciones y 9 incógnitas

MΓ = β (4)
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Encontramos una solución para el sistema re-
ducido

M̃ Γ̃ = β̃ (5)
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y usamos la primera ecuación del sistema defini-
do por (4) para determinar Γ0:

Γ0 = F (p0)− Γ1 − ...− Γ8.

5 Experimentación computacional

Se utilizan las funciones u,Kz propuestas por
[4] y ue, we por [2].
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donde a, α, λ, ur, zr y Kr son constantes.
Con los coeficientes de la ecuación (3) en los

nodos interiores de una submalla estructurada
de 3x3, el lado derecho de (5) está dado por
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A la altura de la capa de mezcla y al nivel
del suelo, el valor de Kz
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está dado por
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donde vd es la velocidad de deposición.
Las condiciones de Neuman se discretizan con-

siderando 5 nodos vecinos a un nodo de frontera
de manera análoga a lo descrito anteriormente.

En las fronteras verticales tenemos

C(0, z) = C0, C(L, z) = 0.

Los parámetros usados en la modelación son

α =







0.17 (inestable)
0.27 (neutral)
0.61 (estable)

,

a = 0.002s−1,

λ = 4× 10−5s−1,

ur = 2.1m/s,

zr = 10m,

Kr = 0.84m/s,

Q = 1µm−2s−1,

vd = 0.006m/s,

los cuales fueron tomados del art́ıculo [1], debi-
do a la semejanza que existe entre la región de
estudio y la discutida en dicho trabajo.

La discretización propuesta se aplicó en una
malla estructurada para la zona de prueba, de
101 puntos por lado; la cual fue generada usando
el generador eliptico de Winslow [5], consideran-
do un rectángulo escalado de 1000 metros en el
eje horizontal (x) y 200 metros en el eje vertical
(z).

La distribución de nodos al nivel del suelo es
cuadrática, de manera que sea más densa en el
área de emisión, tal como se muestra en la figu-
ra 1. La dispersión de contaminantes estimada,
correspondiente a las distintas condiciones at-
mosféricas, se muestra el las figuras 2-4.



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Figura 1: Malla usada.

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0

50

100

150

Figura 2: α = 0.17.
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Figura 3: α = 0.27.

6 Conclusiones

Presentamos una aproximación a la solución
de la ecuación de difusión-advección estaciona-
ria en 2 dimensiones, la cual modela la dispersión
de contaminantes bajo el efecto de islas de calor
urbanas, sujeto a tres condiciones atmosféricas
(inestable, neutral y estable). Podemos concluir
que el sistema planteado describe de manera sa-
tisfactoria la dinámica de interés.
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Figura 4: α = 0.61.

Los resultados sugieren que el efecto de las
islas de calor favorecen el ascenso de contami-
nantes, haciendo más densa la capa de mezcla,
agravando el problema.

Para obtener mejores resultados, es necesario
adaptar las mallas a nuestras condiciones locales
y aplicar valores más aproximados en los datos y
parámetros requeridos; aśı como trabajar en un
modelo no estacionario.
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