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Resumen

Los sistemas de reaccién-difusién con inestabilidades de Turing han sido usados para representar diversos
fenémenos bioldgicos que pueden involucrar el crecimiento de érganos o tejidos. En este articulo se estudia
la influencia del crecimiento y de la escala espacial sobre la evolucién de los patrones espacio-temporales que
se generan en sistemas de este tipo. Se realiza un estudio computacional usando el método de los elementos
finitos para resolver un sistema de reaccién-difusién con inestabilidades de Turing en un dominio cuadrado
creciendo a distintas velocidades. Se encontré que la variacién de los pardmetros propios del sistema y la
magnitud de la velocidad de crecimiento modifican la forma, heterogeneidad y evolucién de los patrones
generados. Los resultados confirman la robustez de los sistemas de reaccién-difusién, en términos de la
independencia respecto a las condiciones iniciales, y sugieren la existencia de una velocidad de crecimiento
limite, por arriba de la cual no se forman patrones espacio-temporales heterogéneos.

Palabras clave: Formacion de patrones, sistemas de reaccion-difusion, método de los ele-
mentos finitos, dominios crecientes.

PATTERN FORMATION IN REACTION-DIFFUSION SYSTEMS ON GROWING DOMAINS

Summary

Reaction-diffusion systems with Turing instabilities have been used to represent several biological pheno-
mena, which may involve growth of organs or tissues. This article studies the influence of growth rate
and the spatial scale in the evolution of spatial-temporal patterns generated in this kind of systems. A
computational study using the finite element method is performed in order to solve a reaction-diffusion
system with Turing instabilities using a square domain which grows at different rates. It was found that
variations in the parameters related to the system and in the growth rate change the shape, heterogeneity
and evolution of the generated patterns. The results confirm the robustness of the reaction-diffusion systems,
in the terms of the independence regarding the initial conditions, and suggest the existence of a limit growth
rate above which heterogeneous spatial-temporal patterns are not generated.

Keywords: Pattern formation, reaction-diffusion systems, finite element method, growing
domains.
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INTRODUCCION

Existe una amplia variedad de fenémenos bioldgicos que involucran la dispersién y la
interaccion de individuos, de células o de especies quimicas dentro de una regién determi-
nada'?®. Ejemplos de estos fenémenos son: el crecimiento de poblaciones?, la regeneracion
de tejidos'? y la formacién de tumores'!. Generalmente, los modelos mateméticos de tales
fenémenos utilizan sistemas de reaccién-difusién, en los cuales la parte difusiva (DV?u)
representa la dispersién y la parte reactiva (y-F(u,v)) la interaccién de las especies (células
o individuos) involucrados!-?, como se explica en el segundo apartado.

Un sistema de reaccién-difusién puede ser estudiado observando la evolucion de la dis-
tribucion de las especies en el dominio o lo que es lo mismo, de sus patrones espacio-
temporales’. Los patrones espacio-temporales pueden presentar comportamientos estables
o inestables en el tiempo y el espacio, dependiendo de las caracteristicas de cada sistema!?.
Alan Turing demostré tedricamente que, debido a las denominadas inestabilidades por di-
fusion o inestabilidades de Turing, un sistema de reaccién-difusién puede generar espontanea-
mente patrones heterogéneos en el espacio desde un estado uniforme, en respuesta a per-
turbaciones infinitesimales'3:4.

A partir de las conclusiones presentadas por Turing los sistemas con inestabilidades por
difusién han sido asociados con los procesos fisicos y quimicos que generan la formacion de
patrones espacio-temporales de especies dentro de organismos vivos y que controlan procesos

biolégicos complejos como la formacién de extremidades®?, la aparicién de patrones de
15,16,17 (

pigmentacion de piel de algunos animales Figura 1).

Figura 1. Evolucién de la patréon de colores en la piel del pez pomacanthus
semicirculatus’
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Las expresiones matematicas de los sistemas de reaccién-difusién en las aplicaciones
citadas, contienen términos no lineales. Este hecho junto con la complejidad de las geo-
metrias biolégicas, motivan el uso de técnicas numéricas para la implementacién computa-
cional de los sistemas con inestabilidades de Turing Desde este enfoque en las ltimas
décadas se han llevado a cabo diversos trabajos: Philip Maini et al., han estudiado de for-
ma tedrical®? y computacional la formacién de patrones en aplicaciones embriolégicas?’
y en morfogénesis?!, por otra parte Kevin Painter et al. han estudiado entre otros temas
la formacién de patrones de pigmentacién de la piel de animales??. Edmund Cramping® y
Anotida Madzvamuse’ abordaron en sus tesis doctorales la formacién de patrones en do-
minios fijos y crecientes, enfocando su trabajo hacia aplicaciones bioldgicas, y mostrando
que el crecimiento de dominio afecta la forma de los patrones espacio-temporales de los
sistemas, como es observado en la naturaleza (Figura 1).

Teniendo en cuenta el marco anterior, en el presente trabajo se estudia desde un enfoque
computacional la evolucién de sistemas de reaccién-difusién con inestabilidades de Turing en
un dominio creciente, para evaluar el efecto de la variacién de parametros caracteristicos y de
la velocidad de crecimiento, sobre la forma de los patrones espacio-temporales generados.
En adelante el articulo esta distribuido de la siguiente manera. En el segundo apartado
se realiza una descripcién de las ecuaciones diferenciales de los sistemas, en el tercero se
describe el método numérico usado, en el cuarto se presentan los resultados y en el quinto
se concluye con una discusién sobre dichos resultados.

ECUACIONES DE REACCION- DIFUSION

Considerando la difusion como aquel proceso generado por el movimiento aleatorio de
una sustancia y la reaccion como la variaciéon de la concentracién de dicha sustancia a
causa de las interacciones con otras especies y consigo misma, las ecuaciones diferenciales
de un sistema de reaccién-difusién de dos sustancias v y v en un dominio mévil, pueden ser
escritas en su forma adimensional como®:

%—l—v-(&u) =V?u+7- f(u,v)
5 (1)
(%—i—V-(dv) = dV?v +v- g(u,v)

en el dominio Q(t) € R?, para t > 0, donde ¢ representa el tiempo, f y g son las funciones
que definen el término reactivo, V? es el laplaciano y d = D—Z es la relacién de difusividades
D, y D,, coeficientes de los que depende la velocidad de difusiéon de cada sustancia en el

dominio. Por otra parte, a representa el campo de velocidad del flujo, que en dos dimensiones

y en un sistema de coordenadas cartesiano es definido por a = [%, %} . 7y es un parametro

de escala del sistema®.

El término V - (a - u) en (1), puede ser desarrollado como V - (@ -u) = a - Vu + uVa.
Intuitivamente, el término a - Vu representa el transporte de material a través del dominio
y, puesto que Va es la tasa local de incremento de volumen, el término uVa representa la
dilucién de u debida al aumento de volumen. Se observa que el sistema (1) es vélido en
dominios fijos donde la velocidad de crecimiento es nula (@ = 0) .

Las condiciones iniciales y las condiciones de frontera o de contorno son necesarias
para completar la definicién del sistema. Las condiciones de contorno se tomaron como
homogéneas de Neumann (de flujo nulo) sobre todo el contorno para considerar inicamente
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el efecto de la auto-organizacion de las especies en el interior del dominio:

n-Vu=20
n-Vvo=20 (2)

en 0€)(t), para todo instante t. 9€2(t) representa la frontera del dominio Q(¢).
Las condiciones iniciales se definieron como concentraciones perturbadas alrededor del
denominado estado estacionario (us,vs):

u(t =0) = us + p1(z,y)
o(t = 0) = vs + 521(;5, ff) (3)

para todo punto en el dominio inicial €y. Las perturbaciones p; y po fueron generadas
aleatoriamente con valores entre el 0 y el 10 % de las concentraciones del estado estacionario,
asi:
Ip1] < 10 %us (4)
Ip2| < 10 %vs

La justificacién de esta seleccion y la definicién del estado estacionario (us, vs) se presen-
tan en subapartado siguiente. A continuacion se presenta el modelo matematico utilizado
en el andlisis de parametros y la técnica numérica elegida.

Modelo de Schnakenberg

El modelo de Schnakenberg es ampliamente difundido por ser uno de los modelos mas
sencillos y més utilizados en el estudio de la formacién de patrones espacio-temporales®”. El
modelo describe el comportamiento de un quimico activador u en presencia de un quimico
inhibidor v. En su forma adimensional, el modelo usa como términos reactivos de la ecuacion
(1) los definidos por:

~

(u,v) = a —u+u?v
g(u,v) = b —u’v (5)

En (5), las constantes positivas a y b representan la produccién de u y v, respectivamente,
el término —u el consumo de u, y el término de catélisis no-lineal u?v la activacién de u y el
consumo v*3. El modelo de Schnakenber ha sido usado como base mateméatica para analisis
de estabilidad y formacién de patrones'?2?, y en la morfogénesis de formacién y crecimiento
de hueso?, y es considerado en todos los sistemas estudiados en el presente trabajo.

Inestabilidad por difusién (Diffusion-Driven Instability)

Aunque en un sistema difusivo la concentracién de especies tiende a homogeneizarse en el
espacio, en un sistema reactivo-difusivo se pueden generar las denominadas inestabilidades
por difusion o inestabilidades de Turing, que causan la organizacién de las especies en
patrones heterogéneos®.

La teoria de estabilidad lineal permite determinar las condiciones bajo las cuales se
producen estas inestabilidades®. En primer lugar se considera un sistema reactivo en un
dominio fijo, dado por las ecuaciones (1) excluyendo el término difusivo y considerando una
velocidad de crecimiento nula:

ou
ot

ov
)

=7 f(uvv)
(6)
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En (6) se calculan los valores de u y v, que no generan variacién de las concentraciones,
es decir para los cuales
0 0
5= =0 (7)
ot Ot
Cada par de valores (us,vs) que cumple (7) se denomina un estado estacionario del
sistema. En el modelo de Schnakenberg con a = 0.1 y b = 0.9 se presenta un estado
estacionario en (us = 1.0, vs = 0.9).
Al incorporar los términos difusivos ( VZu y dV2v) en (6)

ou o

E—V u+- f(u,v)

5 (8)
9V _ 2 .

T =dV*v + - g(u,v)

y considerar una situacion cercana al estado estacionario, pero perturbada, el sistema puede
ser linealizado y su solucién analitica determinada. A partir de esta solucién se pueden
hallar las condiciones necesarias para que se produzcan inestabilidades de Turing. Estas
condiciones estan dadas por las siguientes desigualdades”?*:

L;ugv _fvgu >0
wt 9o <0
dfu+ 9o <0 (9)

(dfu + gv)2 > 4d (fugv - fvgu)

donde fx y gx representan la derivada parcial de f y g respecto de la concentracién de la
sustancia X, evaluada en el estado estacionario considerado.

Las expresiones en (9) definen un espacio de valores de los parametros d y 7y, denominado
espacio de Turing”12.

Los valores de los pardmetros d y -y, determinan ademaés las escalas espacial y temporal
de un sistema de reaccién-difusién’, pues d = g—: Vv X é—%, siendo L, alguna longitud

2
tipica del dominio estudio y % el orden de magnitud del tiempo que tarda la sustancia

v
v en difundirse en el dominio, lo cual indica que la selecciéon de estos pardmetros en una
aplicacién concreta no puede hacerse arbitrariamente y la relacién entre los valores de estos
pardmetros y el comportamiento del sistema%”.

Crecimiento del dominio

El crecimiento fue estudiado como una deformacién del dominio causada por una ex-
pansién de volumen, lo que genera la conveccién y la dilucién del material®. Se considera
el crecimiento de un dominio cuadrado dado por las siguientes funciones exponenciales:

.CU(.’B(), Yo, t) = $0€A1t
_ Aot
y(@o,Y0,t) = yoe
donde x(xg,yo,t) ¥y y(zo, Yo, t) representan las coordenadas en el instante ¢ de un punto del
dominio ubicado inicialmente en (zg,yo). A1 ¥ A2 son pardmetros que determinan la tasa de
crecimiento en cada direccién. En el caso de crecimiento uniforme A\; = Ao. Se observa que
las funciones de crecimiento seleccionadas son del tipo F(X,t) = G(x)H (t), por simplicidad
del tratamiento numérico. Como es natural z(xg, y0,0) = zo vy y(zo,y0,0) = yo -
El vector del campo de velocidad del flujo @ queda definido como:

Zo [ 2y
| ot ot

(10)

:| = [ /\1x0-6>‘1t /\2y0'6>‘2t ] = [ AT A2y } (11)
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Planteamiento Lagrangiano

La solucién numérica del sistema (1) se puede realizar desde un planteamiento la-
grangiano, lo que simplifica el tratamiento numérico al eliminar los términos convectivos
a-Vuy a-Vu del sistema de ecuaciones. Inicialmente se realiza una transformacién de coor-
denadas desde el sistema coordenado mévil x —y, al sistema coordenado fijo o material & —7),
donde la “etiqueta” que se le asigna a cada punto es dada por sus coordenadas iniciales,
(xo,y0) = (&,m). Las funciones de concentracién se definen a partir de sus coordenadas
materiales como las funciones @ y 0:

a(£7n77_) :U(l’(fwﬁ),y(&ﬁﬁ)aﬂ (12)
6(&7 1, T) = u(:z:(ﬁ, m, 7—)7 y(&a 7, T)7 t)
donde 7 = t. Para reescribir el sistema en (1) en coordenadas materiales se deben determinar
las derivadas temporales y espaciales de primer y segundo orden de 4 y ¥ en el sistema
coordenado & — 1.
El procedimiento que sigue se realiza inicamente para la ecuacién de (1) asociada a la
sustancia u, ya que la ecuacién para la sustancia v puede ser tratada de forma similar. La
derivada temporal de @ por la regla de la cadena se define como:

ou B ou 811,@ au@

—= =4 — 1
or ot Tozor oyor (13)
o:
ot Ou
9 +a-Vu (14)
Las derivadas espaciales de u son:
ou_ouog , ouon
or 0¢0x Onox
(15)
ou_ouog , 0non
oy 00y  Onody
Y las de segundo orden:
Pu_onote 0% (06)'  0udPy
0x2  0€0x?  0€2 \ Ox On 0x?
o%u (on\”
+ JE— -
on? \ Ox
(16)

Pu_oud’¢ 0% (96", 0o
Oy? O£ 0y?  0€2 \ Oy On Oy?
L% (o)’
on* \ 9y
Las funciones de crecimiento en direcciones x e y en el caso considerado pueden ser

escritas como x(&,n,7) = EeMt y y(€,n,7) = ne*2t. Al reemplazar sus derivadas materiales
en (15) se obtiene:

ou_0i 1
Oxr  Of eMt

(17)
ou 0ou 1

dy  onert
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Y en las ecuaciones (16):

Pu a1\
a2~ 9€2 \eM!

(18)
Pu %1
o7 = o \ e
Entonces:
1 \? 9% 1 \? 9%
2,
v () g () o 1
Reemplazando las expresiones (12), (14) y (19) en la primera ecuacién de (1) se obtiene:
i
A & Vu+a Vutia-V-a=
or
(20)

a1 \2 a/ 1)\
8752 ot +8T72 ot +v - f(a,v)

Simplificando y teniendo en cuenta que V - a = [ % 8% } . [ AT Ay ] =X+ A

ou _ 9% 1\ 9% (1N
or g2 \ et on2 \ erat (21)
+ - f(1,0) —u(A + Ag)

se obtiene la ecuacion de reaccién-difusién en coordenadas materiales para la sustancia u.
De la misma manera la ecuacién de la sustancia v:

ob _ (&0 ( 1\ 90 1\
o “0ae \et) Tap\ow (22)

+7-9(u,0) = 0(A1 + A2)

IMPLEMENTACION NUMERICA

El sistema de ecuaciones diferenciales definido por (21) y (22) fue resuelto numérica-
mente usando el método de los elementos finitos para la discretizacién espacial?®, la técnica
de backward Euler para la discretizacién temporal®®, y el método de Newton-Raphson®
para solucionar el sistema no-lineal resultante. En seguida se presentan los detalles de la
implementacion.

Discretizaciéon espacial

El método de los elementos finitos2®>28 busca la solucién del sistema de ecuaciones en el
espacio de Sobolev H!(12), definido por:

Ju Ou
-, e
9¢ " In
Siendo Lo(f2) el conjunto de funciones integrables al cuadrado®.

El primer paso en la implementacién del método es la determinacion de la forma débil

de las ecuaciones diferenciales, que se obtiene realizando el producto interno, definido como
(a,b) = fQ abdS), de cada ecuacién del sistema por una funcién de prueba w y aplicando el

u€ HY Q) = {u € Ly(Q)] Lo} (23)
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teorema de la divergencia sobre las expresiones resultantes. La forma débil de la ecuacién
(21) en el espacio H} (1), estd dada por:

ot o n) _ [ 1) AR v 1) h .
(%) = () (W t) + () () 0 90" (24
+ i (f(uhv Uh)vwh) - (Al + )‘2) (uhvwh)
con vt v wh € H}(Q) c HY(Q). Siendo H.(2) un subespacio de dimensién finita de
H'(€), cuya base tiene tantos elementos como nodos tenga la malla usada®. Las funciones

u, v y w", pueden ser definidas como combinaciones lineales de los elementos de la base:

u(&,m,t) )i (€,m)

(t)pi(&,n) (25)

N
= 2. u
j=1
. N
v (67777t) = Zlv_]
]:

N

donde N representa la cantidad de nodos de la malla y los coeficientes u;(t),v;(t) y w; los
valores en el nodo j de las funciones u"(¢,7,t), v"(&,n,t) y w"(€,n), respectivamente.

Usando la funcién de prueba w” = ¢; y las definiciones de u” y v" en (25), la ecuacién
(24) se transforma en:

ou N\
ot ')~

((exllt)z g: u; ((%’)g,@%) + (efﬁ):é u; ((sﬁj)n,@%)> (26)

+y (f(ul "), 05) = (M + M) g: uj (95, 9i)

Jj=1

La ecuacion asociada a la sustancia v (22) es transformada mediante un procedimiento

similar en:
ol
ot %) =

d ((L)Q g)lvj ((soj)gﬁsoi) (eSQt)Z > vj ((@j)?7 : Vw)) (27)

j=

_I_
N
+7 (g(uh, v"), ) = (A1 + X2) X 05 (05, 0)

<
I
—

Por la teorfa de analisis funcional®®, las funciones u” y v" que satisfacen (26) y (27)
para ©i1, 2, ... ¥ ©n, son solucion del sistema de ecuaciones diferenciales planteado en

(1).

Discretizacion temporal

Para la discretizacién del dominio temporal se usé el método de diferencias finitas
de backward Euler 6. El cual parte de la imposicién de la satisfaccién de las ecuaciones
diferenciales en el instante de tiempo k + 1, y de la consideracién de la derivada temporal

h Agyltt wh gk .
como %Lt = —R7— = JhFig, conu y " representan los valores de ul y t, respectivamente,

en el nodo j y el instante de tiempo n.
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Con la anterior aproximacién de la derivada temporal, la ecuacién de la sustancia u (26)
en el instante de tiempo k 4 1 se puede escribir como:

N
k k k
F(uj+1’vj+1) K Z (5, ©i) Au i
J:

_( A1tk+1>2 ]ZV: ( V(pz> k+1 ( WHI)? é\’: ((%)n,v%> k+1 (28)
—y (f ((u )k:+1 7 (Uh)k+1> 7%) F O+ o) % (5, 1) I

Jj=1

(28) es una ecuacién no lineal independiente del tiempo, que define implicitamente los

h k+1

valores nodales de la funciéon »" en el instante de tiempo k + 1, u; . De una forma similar

se puede conseguir una expresion para la sustancia v a partir de (27):

7 =
()" S (@) Tt = (o () (09 1) (29)

—d
j=1
~a (k)

Solucion del sistema no lineal

N
Gluy ™, vj ™) = % Pl (5, 00) AU

N

N - N
3 (@) Ver)ul ™+ (it 2a) 3 (g =0
Jj= Jj=

Debido a la definicién implicita de los valores nodales uj Ly v , el sistema no lineal

formado por las ecuaciones (28) y (29), se solucioné usando el metodo 1terativ0 de Newton-
Raphson?”. El método determina la solucién en cada instante de tiempo mediante la solucién
del siguiente sistema?®:

OF oF \ Ft!

Oultt gkl NThan F o\

oG da Aviﬂ == < G >1 (30)
8u§7+1 ovhtl !
J I

o en forma matricial:

KMIAURT = —RESH (31)

El subindice I indica el ntimero de la iteracién, Kf“ es la matriz de rigidez tangente,
AUk'H el vector de incrementos y RHSI}E"'1 el vector de residuo.

El proceso iterativo para calcular los valores nodales de u” y v en el instante de tiempo
k+ 1, parte de las condiciones del sistema en el instante previo k. Inicialmente se asume un
valor para el vector de incrementos (AUkH) después a partir de este vector se calcula la
matriz de rigidez (K§™) y el vector de residuo inicial ((RHSE™!), lo que a su vez permite
calcular un nuevo valor para el vector de incrementos (AU, k“) a través de la solucién del
sistema (30). El proceso continia hasta obtener un vector de residuo (cuya norma para la
solucién exacta debe ser cero) con una norma tan cercana a cero como se desee. La cantidad
de iteraciones necesarias depende de la forma de F'y de G y de la exactitud deseada?
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RESULTADOS

El método numérico expuesto en la tercer apartado fue implementado mediante una
subrutina en Fortran 90. Usando esta subrutina se realizaron simulaciones de diversos sis-
temas de reaccién-difusién en un dominio cuadrado unitario creciente, con el modelo de
Schnakenberg con a = 0.1 y b = 0.9. Los valores de los pardmetros de cada caso simulado
se presentan en la Tabla I.

El dominio cuadrado fue discretizado en todos los casos mediante una malla regular
de 10.201 nodos y 10.000 elementos cuadrilateros bilineales. Las condiciones iniciales se
impusieron como perturbaciones aleatorias, alrededor del 10% de los valores del estado
estacionario (us=1.0, vs=0.9). Se realizaron pruebas con distintas condiciones para evaluar
la influencia de las condiciones iniciales sobre la forma de los patrones espacio-temporales
generados.

Caso d ~y A At T final
1 10 10 1x10=3 | 5x10~2 | 2000
2 10 10 x:1x1073 | 5102 | 2000
3 10 10 | y:1x1073 | 5x10~2 | 2000
4 10 10 1x1072 | 5x10=3 | 200
5 10 10 1x10~1 [ 5x107* | 20
6 10 10 1 5x107° 2
7 10 114 1x10~2 | 5x10~2 | 200
8 [8.6676 | 230.82 | 1x10~2 | 5x10~2 | 2000

9 [8.6676 | 230.82 | 1x10~2 | 5x1073 | 200
10 | 8.6676 | 230.82 | 1x10~ T [ 5x10~% | 20
11 | 8.6676 | 230.82 1 5x107° 2

12 [ 8.6676 | 329.20 | 1x10=3 | 5x10=2 | 2000
13 | 8.6676 | 329.20 | x:1x1073 | 5x10~=2 | 2000
14 | 8.6676 | 329.20 | y:1x10=3 | 5x10=2 | 2000
15 | 8.6076 | 535.09 | 1x10=3 | 5x10—2 | 2000

Tabla I. Casos simulados

En términos generales, se observé que a tasas de crecimiento altas (A entre 1072 y 1),
se generaron configuraciones homogéneas después de un corto periodo de tiempo. A la tasa
de crecimiento méas baja (A = 1073), se originaron patrones heterogéneos durante todo el
periodo de simulacién. En las figuras que se presentan a continuacién los tonos oscuros
indican las regiones donde el valor de la concentracién es bajo y las zonas con tonos claros
indican regiones con concentraciones altas, los diferentes tonos de grises representan las
zonas con valores de concentracion intermedios.

En los casos simulados con crecimiento uniforme a una tasa A = 1073, se observé un
comportamiento alternante entre patrones de lineas y patrones de “manchas” a medida que
el dominio crecia (Figuras 2 y 3). Los patrones de lineas se presentaron tanto en sentido
horizontal como vertical, y en algunos casos se observo la coexistencia de algunas lineas y
manchas en un mismo patrén (Figura 3p). Los patrones generados en el caso con v = 10
y d=10 (Figura 2) variaron de forma irregular compardndolos con los generados cuando
v =230,82 y d = 8.6076 (Figura 3).
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Figura 2. Patrones espacio-temporales generados por un sistema de reaccién-
difusién con una tasa de crecimiento uniforme, A\ =10"2. Los paré-
metros usados en la simulacién fueron v = 10, d = 10 y At= 0.05. a)
t=0, b) t=>500, c¢) t=750, d) t=950, e) t=1050, f) t=1100, g) t=1350,
h) t=1500, i) t= 1600, j) t=1700, k) t=1900 1) t=1950
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Figura 3. Patrones espacio-temporales generados por un sistema de reaccién-
difusién con una tasa de crecimiento uniforme, A =1073. Los pardme-
tros usados en la simulacién fueron v = 230,82, d = 8,6076 y At=0.05.
a) t=100, b) t=350, ¢) t=500, d) t=600, e) t=700, f) t=800, g) t=900,
h) t=950,i) t=1050, j) t=1250, k) t=1400, 1) t=1550, m) t=1650, n)
t=1700,0) t=1750, p) t=1800

Cuando se considerd crecimiento unidireccional se generaron patrones con alternancia
de tipo “lineas-lineas” (Figura 4a) y de tipo “lineas-manchas-lineas” (Figura 4b.). Se ob-
servé que la cantidad de lineas o manchas se aumentaba a medida que el dominio crecia,
y que los patrones obtenidos considerando crecimiento en direccion vertical, fueron cuali-
tativamente similares a los obtenidos en crecimiento en direcciéon horizontal, pero rotados
90"
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Figura 4. Patrones espacio-temporales generados por un sistema de reaccién-
difusién con una tasa de crecimiento unidireccional, A = 10-3. A t =
0.05. De arriba hacia abajo las figuras corresponden a los tiempos: a)
t=0, t=750, t=1600, t=1900, b) t=50, t=200, t=250, t=600, t=1000,

t=1300
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DISCUSION

En este articulo se describe un método para la solucién numérica de un sistema de
reaccién-difusién de dos sustancias con el modelo Schnakenberg, en dominios crecientes. A
través de la implementacion computacional del método se resolvieron diversos sistemas en
un dominio cuadrado creciente. Los resultados de las simulaciones estdn de acuerdo con los
reportados en trabajos previos®”.

El método numérico usado permitié plantear la solucién desde un punto de vista la-
grangiano, eliminando el término convectivo presente en las ecuaciones en su planteamiento
espacial, y facilitando la implementacién numérica mediante el uso del método de elementos
finitos estdandar. No fue necesario usar métodos para grillas méviles®. El método de Newton-
Raphson arrojé resultados satisfactorios en la solucién de los sistemas de reaccién-difusiéon
no lineales estudiados.

La velocidad de reaccién en sistemas que crecen a velocidades altas (A entre 1072 y 1)
no es suficiente para generar patrones. Por el contrario, a bajas velocidades la influencia de
la reaccién es alta comparada con la difusién y con la dilucién propia del crecimiento del
sistema. Un comportamiento similar se observa en % a velocidades de crecimiento bajas.

La independencia, en términos cualitativos, de los patrones espacio-temporales gene-
rados a partir de diferentes condiciones iniciales, dadas como pequernias perturbaciones del
estado estacionario, confirma la robustez de los sistemas de reaccién-difusion en dominios
crecientes, observada en %7. Esto puede observarse en la forma de los patrones obtenidos,
que fue independiente de la direccién de crecimiento (Figura 4).

La teoria de estabilidad lineal para dominios fijos permite comprender la evolucién de
los patrones en los sistemas estudiados. A través de ella se puede determinar la forma de
los patrones de estado estable en una geometria rectangular fija (ver Anexo A). Para el
sistema con los pardmetros v = 10 y d = 10 (Figura 2), la teoria lineal predice que dentro
de un dominio cuadrado de una unidad de lado no se generan patrones (Figura 2a). Si el
cuadrado tiene un lado cercano a dos unidades es permitido un inico modo de oscilacién
(0,1) (Figuras 2b, 2c). En un cuadrado cuyo lado es mayor de cuatro unidades y menor
de cinco son permitidos los modos (0,1) y (1,1), que al ser sumados generan la forma de
patrén irregular observada (Figuras 2h, 2i). Por otro lado, cuando se considera el sistema
con v = 230,82 , d = 8.6076 (Figura 3), la teoria predice un modo de oscilacién para todo
cuadrado de entre una y siete unidades de lado, lo que lleva a la generacién de patrones
regulares de la Figura 3.

Existe cierta similitud entre los patrones de pigmentacién de la Figura 1 y los del sistema
de la Figura 4a. En ambos casos aumenta el nimero de lineas cuando la geometria crece,
pero no hay variacién de la forma de los patrones. En otros organismos se observa el cambio
de la forma de los patrones de pigmentacién'®, similar a lo observado en los sistemas de
las Figuras 2 y 3. Estas observaciones permiten concluir que los patrones de pigmentacion
estan relacionados con los patrones espacio-temporales de los sistemas de reaccién-difusion
con inestabilidades de Turing, como ha sido propuesto en diversos trabajos!%16:17,

En conclusién, el crecimiento de dominio afecta la forma y la cantidad de patrones que
se generan en un sistema de reaccién-difusiéon con inestabilidades de Turing. Los patrones
espacio-temporales son independientes de las condiciones iniciales impuestas, siempre que
estas correspondan a estados estacionarios perturbados. A velocidades de crecimiento bajas
no se forman patrones, debido presumiblemente a la importancia del término de dilucion.
La teoria de estabilidad lineal, es 1til para estudiar algunos aspectos de sistemas con tasas
de crecimiento bajas, no obstante en su forma actual no permite el estudio de los patrones
en un dominio creciente desde un punto de vista tedrico. Un estudio més profundo en este
campo es requerido. Es necesario el estudio computacional en geometrias y funciones de
crecimiento bioldgicas para corroborar la relacion de los patrones generados en los sistemas
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de reaccién difusion y los patrones observados en la naturaleza (como los presentados en la
Figura 1).
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ANEXO A. MODOS DE OSCILACION EN DOMINIOS FIJOS

La teorfa de estabilidad lineal en sistemas de reaccién-difusién en dominios fijos”, per-
mite determinar los posibles modos de oscilacién en el espacio de los patrones finales, para
determinados valores de los pardmetros 7 y d, cuando las condiciones iniciales (ug, vg) son
cercanas al estado estacionario (us, vs). Estos modos se denotan comunmente mediante dos
nimeros entre paréntesis (m,n) que en el caso de un dominio rectangular, indican la can-
tidad de oscilaciones que tendra el patrén final en las direcciones paralelas a los lados del
rectangulo, ‘m/2’ serd el nimero de oscilaciones en direccién horizontal y ‘n/2’ el nimero
en direccién vertical. Asi, un modo (2,4) por ejemplo, indica que en direccién horizontal
se presentaran 2/2=1 oscilacién en direccién horizontal y 4/2=2 oscilaciones en direccién
vertical.

En ciertos casos un conjunto de valores para v y d, pueden originar dos o més modos
posibles de oscilacién. Por ejemplo, en un dominio cuadrado, siempre que se pueda presentar
el modo (i, 5) es posible también el modo (j,),”. Esto se debe a la simetria del dominio.

Modo (m,n) D vy
1, 10 29

, 115776 | 70.6

10 114

9.1676 | 176.72
8.6676 | 230.82
8.6176 | 265.22
8.6676 | 329.20
8.8676 | 379.21
8.6076 | 535.09
8.6676 | 435.99
8.5876 | 492.28
8.7176 | 625.35
8.6676 | 666.82
8.6076 | 909.66

NN AN N N N N N N N N /N

NN NN N REINENEE
| 0ol bo| = o wo| | = o | | o = o
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Tabla A1l. Valores de v y d para lograr distintos modos de oscilacién en un
cuadrado unitario, usando el término reactivo de Schnakenberg”

Los valores de v v d que permiten aislar diversos modos de oscilacién en un cuadrado

unitario usando el término reactivo de Schnakenberg, son presentados en la Tabla Al. Un

estudio més detallado de los modos de oscilacién puede encontrarse en'?.



