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Resumen

Partiendo de la Aproximacion de continuo de discontinuidades fuertes (CSDA) como marco para modelar
el fenémeno de localizaciéon de deformaciones y discontinuidades del campo de desplazamientos, el presente
articulo extiende resultados previos obtenidos por los autores empleando cineméticas de deformacién infini-
tesimal a entornos de deformaciones finitas. Mediante el andlisis de discontinuidad fuerte, y adoptando un
modelo de dafio continuo (tensién-deformacién) isétropo, se deriva el modelo constitutivo discreto proyecta-
do (vector traccién versus salto del campo de desplazamiento), junto con las condiciones de discontinuidad
fuerte que restringen los estados tensionales en el régimen discontinuo. Se establece una comparacién entre
los modelos constitutivos discretos proyectados obtenidos con ambas cinemédticas (deformaciones infinitesi-
males y finitas). Al final del articulo se expone una serie de ensayos numéricos con objeto de corroborar la
teorfa del modelo propuesto y de enfatizar el papel que desempena la cinemética de grandes deformaciones
en los resultados obtenidos.

Palabras clave: Aprorimacion de continuo de discontinuidades fuertes, fallo material,
localizacion, fractura, dano, grandes deformaciones.

CONTRIBUTIONS TO MATERIAL FAILURE NUMERICAL SIMULATION IN FINITE
DEFORMATION SETTINGS. DAMAGE MODELS

Summary

Taking the Continuum strong discontinuity approach (CSDA) as a framework for modeling displacement
discontinuities and strain localization phenomena, this work extends previous results of the authors, for
infinitesimal strain settings, to finite deformation scenarios. By means of the strong discontinuity analysis,
and for damage continuum (stress-strain) constitutive models, projected discrete (tractions-displacement
jumps) constitutive models are derived, together with the strong discontinuity conditions which restrict the
stress states at the discontinuous regime. The projected discrete constitutive models obtained for both strain
settings (infinitesimal and large) are compared. Finally, some numerical experiments display the theoretical
issues, and emphasize the role of the large strain kinematics in the obtained results.

Keywords: Continuum strong discontinuity approach, material failure, localization,
fracture, damage, finite strains.
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INTRODUCCION

El trabajo que se presenta se basa en la denominada Aproximacion de continuo de dis-
continuidades fuertes (CSDA) para modelar el fenémeno de localizacién de deformaciones
y discontinuidades del campo de desplazamientos. Su analisis e implicaciones emplean-
do una cinematica de deformacién infinitesimal han sido analizados por los autores en el

pasado® "M extendiéndose aqui a un entorno de grandes deformaciones.
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Figura 1. Aproximacién continua de discontinuidades fuertes en entornos de de-
formaciones infinitesimales (CSDA)
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El objeto de la investigacién es, por tanto, explorar los requisitos y las consecuencias
del empleo de dicha aproximacién (CSDA) basada en una cinemdtica de deformaciones
finitas, demostrando que la metodologia y conceptos desarrollados en el caso infinitesimal
son totalmente generalizables al caso finito.

En la Figura 1 se esquematizan los principales conceptos que construyen la aproximacién
de continuo de discontinuidades fuertes empleada (centrada en un modelo continuo de dano
y deformaciones infinitesimales, pero extrapolable a cualquier otro modelo constitutivo
continuo).

Para simular el comportamiento de materiales que puedan colapsar por fenémenos de
localizacién (Figura la) se emplea, en la CSDA, un modelo constitutivo estandar (Figu-
ra 1b) junto a una cinemética capaz de representar discontinuidades fuertes (Figura 1c) y
un elemento finito que capture dicha cinemaética (Figura 1d) (Oliver” desarrollé una fun-
cion de forma, para elementos triangulares lineales, que permite representar campos de
desplazamientos discontinuos).

Con estos ingredientes, junto a los requisitos que el modelo constitutivo debe cumplir
con objeto de dotarle de consistencia fisica y matemdtica al introducir la cineméatica de
discontinuidad fuerte, se obtiene una respuesta estructural capaz de reproducir los diferentes
comportamientos constitutivos continuos (en términos tensién versus deformacién) de la
superficie o linea de discontinuidad y del resto del medio a lo largo de todo el proceso de
carga (Figura le).

Si bien el comportamiento constitutivo de la discontinuidad queda determinado por la
respuesta continua (o — €), puede deducirse teéricamente, a partir del modelo continuo de
origen, el modelo discreto inducido por la cinemaética de discontinuidad fuerte que gobierna
el comportamiento de la discontinuidad (Figura 1f).

Y es al analizar los modelos discretos inducidos (que son deducidos teéricamente pero
no introducidos de forma explicita en el algoritmo) cuando surge, de manera mas nitida, la
cuestiéon que ha centrado el contenido del trabajo de investigacién presentado: ;qué papel
desempena la cinemética de grandes deformaciones en la simulacién numérica de fenémenos
de localizacién, en concreto en la CSDA?!

Podria pensarse, en primera instancia, que por la propia definicion de banda de locali-
zacién (zona de alta concentracién de deformacién) se requeriria siempre el empleo de una
cinemética de grandes deformaciones en la banda. Sin embargo, el término responsable de
la concentracién de deformaciones es la funcién Delta de Dirac, dg, funcién de distribucién
que sélo cobra sentido al ser integrada en el dominio sobre el que actia, desvaneciéndose
su valor infinito y recuperando uno concreto finito en la banda de localizacion.

Se intuye que las grandes deformaciones, o la no linealidad geométrica, se desarrollardn
cuando los saltos de la discontinuidad sean grandes en comparacién con el tamano del
problema.

Por otro lado, al proyectar la cinematica de discontinuidad fuerte los modelos continuos
empleados en la simulacién en modelos discretos en la discontinuidad, surgen nuevas cues-
tiones relacionadas con el tipo de modelo discreto que se obtendra en entornos de grandes
deformaciones y su relaciéon con el proyectado por la cinemética de deformacion infinitesi-
mal.

Las cuestiones comentadas argumentan la aproximacién adoptada y su enfoque en el
entorno de las grandes deformaciones en el presente trabajo.

"Las grandes deformaciones en régimen prebifurcacién desempefian un papel ampliamente analizado en
la literatura, no constituyendo un aspecto central en la investigacién del presente trabajo.



440 M. Dolores G. Pulido y Javier Oliver

CINEMATICA DE MEDIOS DISCONTINUOS

La descripcién cinematica del problema en deformaciones finitas se centra, de modo si-
milar al problema en deformaciones infinitesimales, en medios bidimensionales, resultando
inmediata su extensién a medios tridimensionales. En el presente apartado sélo se analizaran
las descripciones cinemaéticas correspondientes a la discontinuidad fuerte y a su expresién
regularizada, no desarrollandose la cinemética de discontinuidad débil (perfectamente ca-
racterizada por la cinemaética regularizada, como se detallé en el andlisis del problema en
deformaciones infinitesimales'.

Ix

Sl

|

(c)

Figura 2. a) Cinemdtica de discontinuidad fuerte; b) cinemdtica regularizada y
¢) descomposicién multiplicativa
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Sea Q € 1IR? el dominio, en la configuracién de referencia, de un sélido continuo
(dominio abierto y acotado con contorno 92 suave) que exhibe una discontinuidad fuerte
a través de la linea material de discontinuidad S C Q (Figura 2a) con un salto en el campo
de velocidad de la forma [u] = a (Xg+) — 0 (Xg-). El campo vectorial velocidad, para un
punto material X y un instante t, se define:

. - . 0 vXeQ~
WX = a0 s Wl K0 ={ | X0 1)
donde i (X) y [1] son dos campos vectoriales de continuidad C° en , Hs es la denominada
funcién de Heaviside (funcién salto) y Q= y QT son dos regiones disjuntas del dominio
obtenidas por la divisién que produce la linea de discontinuidad S en el dominio Q.

El tensor tasa gradiente de la deformacién resultante es:

F(X,t) = GRAD (u)
= GRAD (u)+Hs GRAD ([u]) + 6s([u] ® N)

(2)

término acotado = F término no acotado

= F(X, t)+ds([u] ® N)

representando N el vector unitario normal en un punto X de la discontinuidad S (Figura 2),
GRAD (-) el gradiente material de (-), ds es la distribucién delta de Dirac sobre S obtenida
de la derivacién (en el sentido de las distribuciones) de la funcién Heaviside, VHs(X) =

8s N y F un término acotado (regular).
Integrando la ecuacion (2) a lo largo del tiempo se obtiene, para el instante ¢, el siguiente
tensor gradiente de la deformacién:

F(X,t):1+/tF dt+/t ds ([u] ® N) dt = \]?; + s (AJu](X,t) @ N)  (3)
0 top

acotado

donde t .. (X) representa el instante de inicio del modo de discontinuidad fuerte en el punto
material X , Afu](X,¢) el salto en el desplazamiento entre los instantes ¢ y ¢, y donde se

ha considerado el cardcter material de la linea de discontinuidad S (N =0):
Alu](X,t) =0; t<t,n. ()
Alu](X,t) = [u]: = [u]s,,. 5 t=>15,
definiendo [[u]]tDF como el salto aparente en el desplazamiento al final del régimen de dis-
continuidad débil (t = t,,.) descrito en'?. Conviene hacer notar que el término F de la

ecuacion (3) permanece acotado durante todo el proceso de deformacién.
Descomposicion multiplicativa del tensor gradiente de la deformacion
Para analisis posteriores es conveniente adoptar la siguiente descomposiciéon multiplica-
tiva del tensor gradiente de la deformacién® (Figura 2c):
F=F F=[1+6s(A[uj®n)]-F; a=FT.N (5)

que introduce el concepto de configuracién intermedia regular €, descrita mediante una
aplicacién en R? cuyo gradiente de deformacién es regular y viene definido por el tensor
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F. De acuerdo con la ecuacién (5) @i, vector normal a la superficie S en la configuracién
intermedia, no es un vector unitario (F # 1).

Con objeto de realizar simulaciones numéricas que involucren este tipo de cinematica se
emplea una version regularizada de la funcién delta de Dirac mediante la definicién de una
rebanada del dominio, S, de espesor h (Figura 2b), que contiene la superficie S (S C Sp).
Considérese la sucesién de funciones de distribucién regularizadas siguiente:

h_Hs [0 VX ¢S,
08 =7 “S—{ 1 VX € S, (6)

tal que en el limite, cuando A — 0, se verifica que 5§ — ds.
Empleando esta regularizacién, y tras algunas operaciones algebraicas, se obtienen las
identidades:

Fh=F ¢ %"’"([{u}] ® N) (7)

Fh:F+#—S(A[[u]]®N):<1+'L%S(A[[u]]®n)>F:Fh F (8)
Ph

F'' =F ' (F)'1=F". <1 h+§f T —(Au] & )) (9)

Jh = det(F") = det(F) (1 + > (10)

J = det(F) ; J" = det(F) = <1 + Ah ul-n ) (11)

Se define n como el vector normal a S en la configuracién actual (Figura 2c¢), cuyo
médulo no tiene por qué presentar valor unitario:

n=FT N=F'"" .a= (12)

3=

donde se han tenido en cuenta las ecuaciones™ (5), (8) y (11).

Noétese que, al igual que en la cinemética estudiada en el problema en deformaciones
infinitesimales'®, dependiendo del valor que adopte el pardmetro de regularizacion h, la
ecuacién (7) puede caracterizar tanto la cinemdtica de discontinuidad fuerte (h — 0)M!
como la de discontinuidad débil (h # 0).

DEFINICION DEL PROBLEMA. ECUACIONES DE GOBIERNO

Sea Q € IR? la configuracién de referencia de un sélido y 92 su contorno con normal
hacia fuera V (Figura 3). ', Cc 9Q y ', Cc 9Q ([, UT, =9Q, I', N, = @) representan
subconjuntos de 0 £ donde se prescriben las condiciones de contorno esenciales y naturales,
respectivamente. La linea material de discontinuidad &, con normal unitaria N, divide al
sélido en dos partes, Q1 y Q™.

por simplicidad, de aqui en adelante el superindice (~)h, que representa la versién regularizada (h) de la
entidad (-), serd omitido.
M Excepto en la situacién b — 0, el campo de deformaciones (7) no es cineméticamente compatible con

(1), pues VHs(X) = 6s N #ust N
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El equilibrio local del cuerpo se describe mediante las siguientes ecuaciones:

P.-Vx +poB=0 vV (X,t) € Q\S x [0,T] (a)
u=nu" vV (X,t) e Ty x [0,T) (b)
P.V=T7c¢%® V (X,t) €Ty x [0,T] (c) (13)
P -N=Pg -N vV (X,t) € S x[0,T] (d)
T=P,N=Pg: N=Pg N V¥V (XH)eSx[0,T] (e

donde B representa las fuerzas maésicas, p, la densidad en la configuracién de referencia,
P el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, u* y 7~ ®* los valores prescritos de los
desplazamientos y tracciones, respectivamente, en el contorno, 7 el vector traccién y [0, T
el intervalo de tiempo de interés.

En el contexto de las discontinuidades fuertes y de la cinematica regularizada presen-
tada en la seccién Descomposicion multiplicatica del tensor gradiente de la deformacion se
extiende, como hipétesis ad hoc, la ecuacién (13d) al interior de la interfaz de disconti-
nuidad Sj, obteniéndose la expresién (13e), donde Py = P (X,t)[xg es el primer tensor
de tensiones de Piola-Kirchhoff evaluado en S. Esta hipdtesis se sustenta en la percepcién
fisica de que si existen puntos materiales entre QT y Q7 la continuidad del vector traccién
(equilibrio) deberia aplicarse también a dichos puntos.

0Q=T,UT,
[LNL, =92
7 [T
N r,
Figura 3. Problema de contorno en un medio que exhibe una discontinuidad

fuerte

La condicién de continuidad del vector traccién (13d) exige el cardcter acotado del tensor
de tensiones de Cauchy en el interior de la interfaz de discontinuidad, o, asi como de la
derivada temporal & 4. Dichos requerimientos emergen de razonamientos muy sencillos'Y
detallandose de modo mas exhaustivo en el apartado Andlisis de discontinuidad fuerte.

Por tanto, el caracter acotado de o5 y & garantiza la naturaleza acotada de 7 y T
(exigida desde un punto de vista fisico). El principal objetivo del anélisis de discontinuidad
fuerte (desarrollado en la seccién Andlisis de discontinuidad fuerte) es, precisamente, deter-
minar los ingredientes que deben introducirse en un modelo constitutivo continuo con objeto
de garantizar dicho caracter acotado incluso en presencia de deformaciones no acotadas.

VPuesto que la deformacién en O\S viene determinada por F (tensor acotado por definicién, segin la

ecuacién (3)), los tensores P+ (F) y Po— (F) deben ser acotados en cualquier instante del analisis y, por
tanto, también el vector traccién 7 (ecuacién (13e)), pues N es acotado (]N| = 1). Reescribiendo la ecuacién
(13e) en términos del tensor de tensiones de Cauchy o ¢ se obtiene la expresion: 7 =Py -N=J o5 -n=
J o4+ n, donde se han tenido en cuenta las ecuaciones (10) y (12). Al ser J y n entidades acotadas, si
todas las componentes de o lo fueran, también lo serfan las combinaciones lineales 7;; = J (6 5)i;j+ 7.
Argumentos similares, aplicados ahora sobre las tasas de diversas entidades, exigen el caricter acotado de
G-
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Del mismo modo que en teorfa infinitesimal'4, para definir completamente el problema
se necesitan establecer las ecuaciones constitutivas y las relaciones cineméticas en todo el
dominio. La relacion constitutiva adoptada en la linea de discontinuidad S es la misma que
la empleada en el resto del sélido Q\S.

MODELO CONSTITUTIVO DE DANO CONTINUO ISOTROPO

El modelo constitutivo hiperelastico de dano continuo isétropo detallado en la referencia
14 puede extenderse, de modo sencillo, a grandes deformaciones, considerando la funcién
de energfa libre elastica, ¥, apropiada.

Se adoptara como expresién de U la siguiente funcién'®:

VOb) =N (J2=1)— (3 +p) logJ + 3p (tr b—3) >0

(14)
U(b,r) = (1-d)¥°(b) = 2 ¥(b)

donde ¥ es la funcién de energia libre total correspondiente, F(X) el tensor gradiente de

deformacién, b(F) = F - FT es el tensor izquierdo de deformacién de Cauchy-Green, J =

det F, Ay u los parametros de Lamé, r representa una variable interna tipo deformacion,

d la variable interna de dano, definida en términos de la variable de endurecimiento ¢ (\7;)

que, a su vez, evoluciona en funcién del parametro de endurecimiento/ablandamiento H".
Los diferentes tensores de tensiones pueden derivarse de (14) de la forma:

F=2b- W =LA(J2-1)1+pub-1)
g=1ir=IxUJ-I1+pid-1)
2_
r=(l-d)F=17=00"D1 4 4(b-1)
o= (1-de=26=2[3J-H1+pl(b-1)

donde T y @ representan, respectivamente, los tensores de tensiones efectivos de Kirchhoff
y de Cauchy y 7 y o los tensores de tensiones totales, respectivamente, de Kirchhoff y de
Cauchy.

El modelo constitutivo presentado se complementa, del mismo modo que el modelo
analizado en teoria lineal, con la ecuacion de evolucién de la variable interna r, la variable
interna de dafio d, el criterio de dano, las condiciones de carga-descarga, la condiciéon de
persistencia y la ley de endurecimiento que se exponen a continuacién:

. Oy
=7, Tlho=r0>0, 7r€E]rg,00), 10=—F= (16)

VE
f(o'v(J)ETa_Qy TU:(l_d)V2\Ij0 (17)

v>0, f<0, vf=0 (18)

vf=0 (19)

VSalvo que se especifique lo contrario, se considera un pardmetro H < 0, es decir, s6lo se analizan casos
con ablandamiento por deformacién.
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. . 0
g=Mr)r, H= ‘gf), Q=70 d=q>0 (20)
d:l—qg) 0<d<1) (21)

donde el pardmetro v es el multiplicador de dano involucrado en las condiciones de carga-
descarga; f(o,q) = 0 define la superficie de dafio en el espacio de tensiones, acotando el
dominio eléstico (E, := {(o,q); f(o,9) =75 —q < 0}), en funcién de la norma 75, y de
la variable de endurecimiento ¢ y g determina el dominio elastico inicial, caracterizado en
funcién del limite elastico uniaxial o, y del médulo de Young E.

Los tensores constitutivos espaciales eldstico y tangente de dafio, ¢ y c¢, respectiva-
mente, se pueden expresar, en los casos sometidos a estados de deformacion plana, de la
forma:

L,7F=c%d, L,7r=ch:d (22)

A
=221 ®1)+2u [1+2—(1—J2)} I (23)
I
B L (24)
donde L,(+) representa la derivada Lie de (-) y d el tensor velocidad de deformacién.

Se puede demostrar facilmente que el modelo propuesto en el presente apartado colap-
sa en el detallado en la referencia 14 cuando se consideran las hipdtesis que definen la
cinemaética de deformaciones infinitesimales.

Integracion de la ecuacién constitutiva

Una caracteristica importante del modelo constitutivo que se analiza es la posibilidad
de integracion analitica cerrada en términos de deformacién, definiendo para ello la norma
Te Siguiente:

I AVORE T (25)

Considerando la ecuacién (17) se deduce la siguiente relacion:

To=(1—d) 7e (26)

Se demuestra la total equivalencia de ambos criterios de dano:
flo,g)=0=1—-q=(1-d)e—q=(1—-d) e —(1-d) r=0 (27)
fle,q) =0 < gle, r)= (= —1)=0 (28)

La integracién de la variable interna r en (16) puede realizarse ahora de modo directo
aplicando la condicién de persistencia (19) de la forma:

r=v20
r>0=f=0<=9g=0<=r=7 ;) =r= max {TO,Tgt} (29)
=1 s€(0,1)

coincidiendo con el resultado cldsico obtenido para este tipo de familia de modelos consti-
tutivos en funcién de la norma 7!, Nétese que una vez determinado el valor de r, mediante
la ecuacién (29), las variables restantes (d, o, 7) se obtienen de modo trivial.
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ANALISIS DE DISCONTINUIDAD FUERTE
Como se analizé en teorfa infinitesimal'*, mediante el anélisis de discontinuidad fuerte
se obtienen las condiciones que deben verificar las ecuaciones constitutivas estdndar (ten-
sién-deformacién) con objeto de hacerlas compatibles con la cinemdtica de discontinuidad
fuerte, es decir, las condiciones para las cuales la expresién (3) presente consistencia fisica
y matematica cuando h — 0 y [a] # 0 (discontinuidad fuerte).

Junto a dicha cinematica, la teoria de discontinuidad fuerte se basa en diversas hipdtesis
e ingredientes, algunos de los cuales se relacionan con aspectos fisicos asociados a la forma-
cion de discontinuidades en el campo de desplazamientos y otros a aspectos de naturaleza
mas matematica. En secciones posteriores se detallan dichas hipétesis y sus implicaciones.

Como ya se comentd someramente en el apartado Definicion del problema. Ecuaciones
de gobierno, las hipétesis de partida consideradas en el andlisis de discontinuidad fuerte
son la continuidad del vector traccién (y de su derivada temporal) a través de la linea
de discontinuidad S (las cuales emergen del principio de conservaciéon del momento de la
cantidad de movimiento), aplicadas explicita o implicitamente en los trabajos pioneros'17.

Debido a las diferentes cinematicas involucradas en estados de deformacién plana (caso
particular tridimensional) y de tensién plana, se realizan a continuacién los anélisis de
discontinuidad fuerte especificos para cada caso.

Analisis de discontinuidad fuerte en estados de deformacién plana

Tras ciertas operaciones algebraicas, el vector traccion y su derivada temporal se expre-
san, en teoria de grandes deformaciones, de la siguiente forma:

T(X)=P N=r -FT.N=Jo -F - F'-N=Jo -F & (3

=-{

T X t)=P N=[Lyr+1-7] FT.N=[Lyr+1-7] -F & (31)

donde 7 es el vector traccién, P representa el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
y N es el vector normal unitario a la linea de discontinuidad en la configuracion de refe-
rencia (material). Imponiendo la continuidad del vector traccién a través de la interfaz de
discontinuidad, en cualquier instante ¢t € [t o0), se obtiene la siguiente expresién:

DD’
o _ B
T (X,t) = JysOgs Fos D =Jogg-0
TQ\S
(32)
= Js o4 FgTﬁ =J NSUS F;T n
Ts

representando o el tensor tensiones de Cauchy en un punto material situado en la linea
de discontinuidad y 0, s €n un punto material proximo al anterior situado sobre la parte
continua del dominio 2\S. Operando de forma analoga con la derivada temporal de 7 se
deduce:
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. =_T _ 7 —
T (X7t) = |:£VTQ\S+IQ\S 'TQ\S} 'Fg\s n= |:£VTQ\S+1 Tos| B
Tons
(33)
~_T
= |:£VTS+IS 'TS} ‘F, -n
Ts
Las ecuaciones (32) y (33) pueden reescribirse de la forma:
[T 11X ) =0="T,, —7T;
vXeS, Vtelt, ,o0) (34)

[T ](X,t)=0=T,, Tk

Partiendo del conjunto de ecuaciones (34), se deducen las siguientes conclusiones:

1. El carédcter regular del tensor F en el dominio Q\S (presenta una naturaleza acotada)
determina el cardcter también acotado del tensor tensiones de Cauchy en dicho domi-

nio, o por tanto, el del vector tracciéon 7 (téngase en cuenta que n = F

Q\S? Ys

_TN

también es acotado). De (34) se establece, por tanto, la naturaleza acotada del vector
traccién 7 (X, t)en cualquier punto material de la linea de discontinuidad S, como

se detalla a continuacion:

T, =7, (acotado) = T, =J o, JJF_ -n=J o, i (acotado)

— fa\s

(35)

Tomando como base de referencia (&,, &,, €,) la contituida por las direcciones prin-

cipales de o4 se obtiene

T, J o, n, (acotado)
.=\ 7, | = j02$ n, (acotado)
7, J o, 1y (acotado)

(36)

2. De la ecuacién (35) se deduce el caracter acotado de las tensiones principales (o1, o2,
03¢) ¥, en conclusion, el cardcter acotado de todo el tensor de tensiones o5 en cualquier
sistema, de referencia, a pesar de exhibir el dominio S tensores de deformacién no

acotados.

3. El mismo proceso deductivo puede aplicarse a la derivada temporal del vector de

traccién, 7, estableciéndose acotado el tensor derivada temporal de la tensién &g,

como se demuestra a continuacion:

Te = [Lore+l-7g] B mi=[fe—71, - 17] -F &

= |J 65+ Jos,—Jog -IT} F @

-n+J (trd) o, -i—Jo

3

+J (trd) o, ‘n—Jo

(37)
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Al ser ’]' s un vector acotado, asi como los términos J, , d y1del lado derecho de la
ecuacion (37)4, se deduce el caracter acotado del tensor 6.

4. La norma 7, definida en (17) es acotada al considerar el cardcter acotado de g (0 <
q < g, =r,). La funcién que expresa ¢ a lo largo del tiempo es acotada y continua,
por lo que su derivada temporal ¢ también lo serd, estableciéndose el caracter acotado
de 74.

Ecuacion constitutiva discreta. Ley de ablandamiento discreto

Para un punto material de la linea de discontinuidad S, el tensor de tensiones de Cauchy,
segun la ecuacién (15)4, se expresa de la forma:

oy = 1)z, ~ Wl g dl) B(JS—})lei(bs—l)] (38)

y considerando en la expresion del vector traccién en régimen de discontinuidad fuerte
(t>t,., = h=k—0)de (35) la ecuacién (38), procedente de la cinemética empleada, se
obtienen la siguientes igualdades

h—0 |Ts

2_1 _
T=Jog-ii =lm q_s[g f,s)l—i—ui(bs—l)].ﬁj

=]

e [ i ()

A®h+pl) Al }l}'n&(ﬁ)

Qe

h—0

’ 1
=¢,Q° - Afu] lim (h 7‘3)
—_——
término acotado

donde Q¢ = % N ®f+ ul es un tensor de cardcter definido positivo¥! y el vector i se
define como f J. Analizando las expresiones (39), donde el vector traccién es acotado y el
término g, Q° - A[u] distinto de cero V! (excepto en el caso AJu] = 0, correspondiente
a la situacién de no desarrollo de la discontinuidad fuerte), se deduce, por consistencia

matematica, el valor acotado del término }LI’II%) (ﬁ) y, por tanto:
— S

lim (hr) £0 ¥ ALu] £0 (40)

Con objeto de imponer dicha condicién, y siguiendo la metodologia establecida en el

problema en teorfa infinitesimal'®, se define la siguiente ley de evolucién de la variable
interna 7 :
R ~ —
Tg =3 Q Vit>t,, con oz|t:tDD =0 (41)
VIEI tensor Q¢ es definido positivo pues su determinante es estrictamente mayor que cero: det Q‘g:% n-

n+p >0
VI3 situacién Q° - AJu] = 0 con Afu] # 0 no se produce debido al cardcter no singular de Q°.
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siendo & una variable acotada (asf como @) denominada variable interna discreta.
Integrando (41) para un tiempo ¢t > ¢, .. (régimen de discontinuidad fuerte) se obtiene
la expresion:

re = Tpp+ hi A (42)
siendo
Ady, = a—aay,, € [tDD,oo)
Top = Tsl=t, (43)
Tor = Ts‘t:tDF

por lo que la expresién (40) se puede reescribir de la forma:

lim (hrs) = 1 (hry, +h i Aa) =i (kr,, + ki Aa) = »
— Aa#0

pues Ilcl—% (k r,.) =0 al ser r,, un término acotado.

Una vez demostrado que la expresiéon propuesta como ley de evolucién de la variable
interna r es consistente con la ecuacién (40) y permite obtener un valor acotado del vector
traccién cuando Afu] # 0, el vector tracciéon 7 de la ecuacién (39) se tranforma en:

T=2Q - Alu] Vi>t,, (45)

Se resalta que la relacién (45) emerge “de modo natural” de la relacién constitutiva
de continuo de dano isétropo en régimen de discontinuidad fuerte, no siendo necesaria la
obtencion, de forma explicita, de dicha relaciéon discreta ni su implementacién en el modelo
numérico empleado en la simulacién de la discontinuidad fuerte. Tanto el comportamiento
de la parte continua del dominio €2 como el de la interfaz producida al generarse la discon-
tinuidad pueden describirse mediante una unica relacién constitutiva de continuo (tensién
versus deformacion).

La ecuacién (45) constituye la ecuacion constitutiva discreta, estableciendo el valor del
vector traccién 7 en los puntos materiales de la discontinuidad en funcién del vector salto
Alu].

La imposicién de la ley de evolucién para rg en (41) puede hacerse mediante la ley
de evolucién de la variable de endurecimiento ¢. Partiendo de (20) y (41) se tiene, para
una particula situada en S y sometida al régimen de discontinuidad fuerte, la siguiente
expresion:

. . 1 .
ds = H(rs) Ts = H h_ « (46)

donde tanto ¢5 como @ son términos de naturaleza acotada, deduciéndose, por consistencia
matemadtica de (46), la relacién:

, 1 def =
}llmg) Hh— = valor acotado y constante i (47)
denominando al pardmetro H < 0 pardmetro de ablandamiento intrinseco o discreto (consi-
derado propiedad del material), en contraposicién al pardmetro de ablandamiento continuo
H de la ecuacién (20).
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Con objeto de satisfacer (47), se define H como:

Ht)=h(t)H Vt>t,, (48)

obteniendo los mismos resultados que los deducidos al aplicar la teoria infinitesimal.

La expresién (48) se define tanto en régimen de discontinuidad fuerte (denominada
entonces condicion de reqularizacion del pardmetro de ablandamiento®® como en régimen
de discontinuidad débil.

La integracién de (46) a lo largo del tiempo, considerando la ecuacién (48), permite
obtener la siguiente ley discreta de ablandamiento:

§(Ad) = gy, +HAG£0 (49)

donde se constata la relaciéon directa entre la variable de endurecimiento ¢ y la variable
interna discreta A& en la linea de discontinuidad S. La imposibilidad de adoptar valores
negativos en ¢ reside en la propia definicién de la variable interna de dafio d, ecuacién (21),
donde se limitan sus valores entre 0 < d < 1.

La ecuacion constitutiva discreta (45) puede escribirse de la forma:

T = £ Q- Aul=4 Q Afy]
= (l—w)%Qe'A[[u]] Vit
(50)
ca) = 1-g {5270

entendiendo el término w (A&) como una variable discreta de dafio cuyo rango de valo-
res varfa de w = —oo (para Aa = 0) en el instante inicio de la discontinuidad fuerte a
w =1 (para Aa = oo)VL. Se observa que la ecuacién constitutiva discreta (50) y el mo-
delo constitutivo continuo detallado en (15) y (21) exhiben la misma estructura, con la
correspondencia entre variables discretas y continuas detallada en la Tabla I.

Modelo Continno o F d r  ¢q(r)
Modelo Discreto 7 Afu] w Aa ¢(Aa)

Tabla I. Correspondencia entre variables del modelo continuo y discreto

Figura 4. Base ortonormal en la superficie de discontinuidad

VIIE] pardmetro | desempeiia, aqui, el papel de cualquier longitud, con el objetivo de proporcionar a % l
un caracter adimensional.
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Si se considera la base ortonormal (&1, &2, €3) de la Figura 4, donde el vector €; coincide
con con la direccion del vector fi (normal a un punto material de la linea de discontinuidad
S en la configuracién espacial), & con el vector unitario £ (tangente a un punto material
de la linea de discontinuidad S en la configuracién espacial) y & con el vector unitario
perpendicular al plano definido por é; y é3; la ecuacion constitutiva discreta (50) se expresa
como:

T=(1-w)1Q - Aul=01-w) ! a®da+pul] Alu]

7—1 (1 _w) % (% ‘ﬁ‘2 +N) : A[[u]]l (51)
T=1%1= 1=w) }u- AR,

(1 - w) % K- A[[u]]s

En la Figura 5 se pueden apreciar las ecuaciones constitutivas discretas inducidas por la
cinematica de discontinuidad fuerte en un caso unidimensional, tanto para la cinemaética de
deformaciones infinitesimales como finita. Para el caso de grandes deformaciones, la curva a
obtener serfa, segiin la ecuacién (51), Tpin = & p Afu] = gs L Alu], y para la situacién
de deformaciones infinitesimales (ecuacion (47)), Trnf = A 2,u Alu] = 2 E Alu]. Se
constata la relacién lineal 7 — Afu] de ambas curvas, asi como la pendiente doble que
exhibe la curva correspondiente al régimen de deformaciones infinitesimales frente a la de
grandes deformaciones.

T, = q; Z,UAIIM]] q; EA[[u]]

ghalul= = [[ I

> Afu]
Figura 5. Curvas traccién-salto para un problema unidimensional en deformacién
infinitesimal y finita

Energia libre discreta

Considérese la funcién de energia libre total ¥, ecuacién (14), particularizada para una
particula perteneciente a la linea de discontinuidad S:

Is g9(Cg, rs) (52)
rs

U(C,7)lxes = Vs(Cs,rs) = (1 — ds) W§(Cs, rs) =
donde la energia libre eldstica ¥°, segiin (14), vendria definida por la expresién:

U(Cs,rs) = AN (J2—1)— (3 +p)logJs + p (trCs—3) >0
= W [Pa+} AR B -1
— (% + p) log [j(l—i-,ll Afu] ﬁ)]

+1p [tr((F + F o AleN) g
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Dentro del régimen de discontinuidad fuerte (¢ > t,, — h = k = constante) se define la
energia libre discreta ¢ de la forma:

def ., _ . s 0\ — 17 4s 12 3,0
o fim ) = Jim (i wg) = Jiy (i 03)
= (1-w) } [EA7 (Afu] 5 + b [Afu] ?]
. . 1 (54)
= (1-w) ; Alu]-5 [,ul—i—i)\ n®n} - Afu]
Qe
= (1-w) 7 3A[u]-Q°- Afy]
donde se han tenido en cuenta las siguientes relaciones:
, 2 7 _\2
i (27) = 7 (A0
lim (FPtrCs) = |A[]P (55)
’ 2 _
}ILI_H)}) (h logJS) = 0

obteniéndose la denominada energia libre de danio discreta ¢ (se puede identificar como la
energfa libre por unidad de superficie™ de interfaz de discontinuidad S ) y su correspondiente
término elastico ¢°:

p(wA]) = (1-w) ¢ (A])=(1-w) }3A[u] Q- Alu]
(56)
Q° = [ul+5A®i
Realizando ciertas operaciones algebraicas en el término W se obtiene:
oUg not . 1 1
R (57)

Ts = hoap¥s

y considerando régimen de discontinuidad fuerte (¢ > ¢,, = h =k — 0) y la ecuacién
(50), el vector traccién se expresa de la forma:

73‘ = }ILI,E%] <haA[[UJ] WS) = aA[[u}] |:flLl,_H>%] (h\PS):| = 8A[[“]](’D (58)

que corresponde a un modelo hiperelastico discreto.

X Al ser ¥ la energfa libre por unidad de volumen (densidad de energfa libre), y considerando un volumen
elemental dV en la linea de discontinuidad (correspondiente a una superficie de discontinuidad diferencial
dS con un ancho de banda h), se puede escribir dV = hdS. Por lo tanto, la energia libre asociada a este
volumen dife;\gncial es dV = UdV = ¥ hdS y la energia libre por unidad de superficie de discontinuidad

resulta p = 95 = h .
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Aplicando la ecuacién (56) en (58) se deduce la siguiente expresién para el vector trac-
cién:

Ts=0sg¢ =1 -w) 70y [5A]-Q°-Alu]]
=(1-w) % Q¢ - Afu] (59)
=(1-w) 7 [p1+3 A®4] - Afu]

que coincide con la ecuacién (51).

La ecuacién (58) pone en evidencia una consecuencia crucial al considerar una ci-
nematica de discontinuidades fuertes en deformacion finita en modelos continuos (tensién-
deformacién): la proyeccién de dichos modelos continuos en modelos discretos (traccién-
salto de desplazamiento). De hecho, la energia libre discreta ¢, obtenida como la correspon-
diente energia libre del continuo ¥ en la susperficie de discontinuidad, se convierte en un
potencial del vector traccién 7 , con relacién al salto incremental de desplazamiento Afu].
Todo ello sugiere que puede derivarse de la energia libre discreta un modelo constitutivo
discreto y, por tanto, de la inclusion de una cinematica de discontinuidad fuerte en el modelo
continuo original. Esto se demuestra en los siguientes apartados.

Condiciones de discontinuidad fuerte

De modo similar al llevado a cabo en teoria infinitesimal, el andlisis de discontinuidad
fuerte se basa en el cardcter acotado del vector traccion 7. Como se analizé en el apartado
Andlisis de discontinuidad fuerte, no sélo 7 sino también o s (tensor de tensiones de Cauchy
en la linea de discontinuidad ) presentan naturaleza acotada.

Considerando esta tultima caracteristica de o s, junto a las ecuaciones (15), (21), (42) y
(49), se obtiene, en régimen de discontinuidad fuerte, la siguiente expresién de o s:

os = W A2 1)1+ pu(bs 1)

rs

; q(Aa
— iy [ IR R D14 (bs - 1)

= 229 [3 (Afu] - 8) 1+ gaprsy Alul © Afu]]

denominando a la expresién (60)3 ecuacion de discontinuidad fuerteS~". Empleando la base
ortonormal (&1, &2, €3) de la Figura 4, donde el vector & coincide con la direccién del vector
i (normal a un punto material de la linea de discontinuidad S en la configuracién espacial),
& con el vector unitario t (tangente a un punto material de la linea de discontinuidad S
en la configuracién espacial) y &3 con el vector unitario perpendicular al plano definido por
&1 y &9, la ecuacién de discontinuidad fuerte puede expresarse de la forma:

Ol1s = Ala Hlf}lll [% ”ﬁ”z“‘ﬂ] Alu],

012¢ = Al@ Hlf}l" p Alul], (61)

i N Alu]?
0225 = % Hlf}l" %”nH2A[[u]]1 +u A[[u]]f
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y, tras algunas operaciones algebraicas, se obtiene la siguiente relaciéon:

o 0922 = 2 o2+ 2tn o?
1ls 9225 — X, s n Y12s
2

(62)
ety a2 72 152
A= AaF=AJ3 |0
donde O115 = él'US-él, 0125 = él-US-ég, 0225 = ég-O’S'ég, A[[u]]l = A[[U_]] . él y A[[u]]2 =
Alu] - &5 en la base seleccionada.
Noétese que, a diferencia del caso de deformaciones infinitesimales, la componente regular
de la deformacién interviene tanto en la condicién de discontinuidad fuerte como en la
ecuacion constitutiva discreta a través de los términos Js(F) y |a(F)|, resultando acoplada

la ecuacién discreta con el modelo continuo, excepto en aquellas situaciones donde A = 0
(v =0), desacoplandose ambos modelos.

Observacidn 1. El sistema de ecuaciones (61) representa las condiciones de discontinuidad
fuerte® =7 que imponen restricciones cruciales al estado tensional en el instante de inicio de
formacion de la discontinuidad fuerte. De no verificarse dichas condiciones en el momento
de bifurcacion del campo de deformaciones'®16, instante que representa el comienzo de la
formacion de la discontinuidad, se imposibilitard el desarrollo de una discontinuidad fuerte
(h — 0), induciéndose, por tanto, una discontinuidad débil (h # 0).

Ejemplo

Como ejemplo donde analizar y constatar la verificaciéon de las condiciones de discon-
tinuidad fuerte, se somete una probeta cuadrada a un estado tensional en régimen de
deformacién plana (Figura 6) imponiendo un desplazamiento vertical constante u, en la
cara superior y un incremento gradual del desplazamiento horixontal u, en la cara derecha
de la probeta.

P,

N O 0 0 0 O

Tm

0O 0 0 0 O

O 0 0 0 ©

90 0 0 0 0

x # a
1m

Figura 6. Probeta sometida a una solicitacion biaxial

En las Figuras 7 y 8 se muestran las curvas 99 — 011 en un punto de la superficie material
de discontinuidad de dicha probeta para valores del coeficiente de Poisson de v = 0 y
v = 0,1, respectivamente. Los puntos de estas curvas marcados con la etiqueta Y representan
el instante en el que se supera el dominio eldstico inicial (¢ = ¢, ). El comportamiento
de la probeta desde ese instante hasta el instante ¢ = ¢, (zonas de las curvas entre los
puntos Y y B) viene caracterizado por régimen de dano sin bifurcacién discontinua. En el
instante ¢, se produce la bifurcacién discontinua del campo tensorial de las deformaciones,
experimentando una bifurcacién discontinua débil, hasta el instante en el que el estado
tensional en la discontinuidad verifica las condiciones de discontinuidad fuerte (t =t,,.).
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On2
/MPa] %

Condiciones de
discontinuidad fuerte:
011022=0

Régimen de
discontinuidad fuerte

O11 [MPa]

Figura 7. Trayectoria de equilibrio en el plano de las tensiones 011 y 022, en un
punto de la superficie de discontinuidad S, en régimen de deformacién
plana y deformacién finita (v = 0)

O22
Y
[MPa]

0,8

Condiciones de
0,6 discontinuidad fuerte:

Oy __ Al2 t=t; ¢ B

$ o, Al2+u
0,4
Régimen de
0,24 discontinuidad fuerte
0,0 T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
Oi1 [MPa)

Figura 8. Trayectoria de equilibrio en el plano de las tensiones 011 y 022, en un
punto de la superficie de discontinuidad S, en régimen de deformacién
plana y deformacién finita (v = 0,1)

Las condiciones de discontinuidad fuerte, ecuacién (62), a verificar en el primer caso
(v = 0) serfan, considerando A = 0 y teniendo en cuenta que durante todo el proceso de
carga la tension o125 = 0 por el tipo de solicitacion, las siguientes:

o115 0225 =0 (63)
tal como se constata en la Figura 7.
Para el caso de valor del coeficiente de Poisson v = 0,1 la tensién o194 sigue resultando
nula, obteniéndose la siguiente condicién de discontinuidad fuerte a cumplir:

A
0225 2

7
Tllg S+u

A=\ J2 |a)? (64)

La superficie de discontinuidad que se obtiene para la solicitacién de la probeta es un
plano vertical, con normal material N =1, 0, O]T, y el tensor gradiente de la deformacion
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F resultante es un tensor diagonal con F,, = 1, luego n = Fr.

F,, F,,. La expresion final de la ecuacién (64) seria:

_2 _9

X

922s _ 2 __ Foy _ by 65
=X = F2 12w — 72

Ollg Stu F22+ — F22+8

Normas discretas. Criterios de dano

La norma del continuo 74, definida en (17), ve afectada su estructura en la superficie de
discontinuidad S debido a la cinematica que en ella se desarrolla y a las restricciones sobre
el estado tensional que ésta implica de la forma:

T ’. _AO_[ Z. q
oo = 2\ uh =i (R fug) < (/2 7 )

_ ﬁ\/g (Au] - 8)% + o |A[u]|? (66)

Qe

donde se han empleado las ecuaciones (14), (42), (55) y (56)2.
La ecuacién (66) se reescribe, al considerar la ecuacién constitutiva discreta (45)

(A[[u]] = % Q' -T) comor:

e— de
Tos =\ T5- Q" Ts = |Ts g < 7, (67)

Por tanto, dentro de la interfaz de discontinuidad S se proyecta la norma continua 74
en la norma discreta de las tracciones 7, = ||7 | o.-1 (en la métrica Q).

Se define una norma del vector salto de los desplazamientos TA[,] en la interfaz de
discontinuidad S de la forma:

Tagu) = VA - Q- Alu] = [Au]llqe = 7, = 2L TA[] (68)

La expresién (68) representa la ecuacién discreta de la relacion (26) que se establece
entre las normas 7z y 74 del continuo.

Finalmente, el criterio de dano definido en (27) y las condiciones de carga-descarga
detalladas en (18) y (19) corresponden en su versién discreta con:

[05,0) =Tag —a=7, — 1< T (T,9) (69)

<0, >0, ~=0 ~I=0 (70)

donde el multiplicador de dano discreto 7 emerge de las leyes de evolucién (41), (43) y (16)
de la forma:

D(Aa) =a= his=hys < 7>0 (71)
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Modelo de dano discreto

A continuacién se resume el modelo constitutivo discreto de la interfaz S obtenido en
el anélisis de discontinuidad fuerte, que emerge del modelo constitutivo continuo (apartado
Modelo constitutivo de dano continuo isdtropo) a través de la imposicién de la cinemética
de discontinuidad fuerte (ecuacién (1)):

p=01-w) 7 ¢

Energfa libre ¢ =3 Alu] - Q¢ A[u]
Q°=pl+y NN

Ecuacién constitutiva 7 = (1 — w) % Q¢ - Afu]

Variable de dafio w=1- q(ﬁg) I, w € (—o00,1]

Ley de evolucién %(Ad) =a=7% Aa €]0,00) (72)
Criterio de dafio D(T.g) =7, —q, 71 =1T|qe

Condiciones

<0, >0, #I'=0, 7T1=0

carga-descarga

Ley de : : =

endurecimiento

7 €(0,qp]

(ﬂt:tDF = d4pr

El modelo constitutivo discreto (72) viene caracterizado por la variable de dafio discreta
w (funcién de la variable interna discreta Aa@) y el médulo constitutivo discreto secante
(degradado) Q° = (1 —w) Q°. Como se detall6 en (50), w varia entre —oco (Aa = 0)
y 1 (Aa = o0), obteniéndose un valor inicial de Q° infinito (Q® = +w Q°): el modelo
discreto puede denominarse, por tanto, modelo discreto de dano rigido. En la Figura 9
pueden apreciarse los modelos constitutivos de dafio continuo y discreto inducido, para un
caso unidimensional, en régimen de deformacién finita.

descarga

-
-

7

s

-

Figura 9. Modelos constitutivos de dano continuo y discreto inducido en grandes
deformaciones para un caso unidimensional

Conviene resaltar, de acuerdo con los razonamientos previos, que el modelo constitutivo
discreto (ecuacién (72)) es inducido implicitamente por la introduccién de la condicién de
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regularizacién del pardmetro de ablandamiento (ecuacién (48)) en el modelo constitutivo
continuo, por la presencia de deformaciones no acotadas que se desarrollan en la interfaz
de discontinuidad, segin la ecuacién (8), y por la imposicién de la continuidad del vector
traccién (ecuacién (13e)).

Estos ingredientes especificos son los tnicos introducidos por la aproximacién de dis-
continuidad fuerte, junto a un modelo constitutivo continuo estandar.

Analisis de discontinuidad fuerte en estados de tensi6on plana

El analisis de discontinuidad fuerte en régimen de tension plana requiere un estudio
especifico debido a las peculiaridades que introduce en el modelo constitutivo la cinemaética.

Condiciones de discontinuidad fuerte

Del mismo modo que en la situacién de deformacién plana en teoria de grandes de-
formaciones, el analisis de discontinuidad fuerte se basa en el caracter acotado del vector
traccién 7. Como se analizé en el apartado Andlisis de discontinuidad fuerte, no sélo T
sino también o s (tensor de tensiones de Cauchy en la linea de discontinuidad S) presentan
naturaleza acotada.

Considerando esta tultima caracteristica de o s, junto a las ecuaciones (15), (21), (42) y
(49), se obtiene, en régimen de discontinuidad fuerte, la siguiente expresion:

os — Q(Ts)%[%(Jg—l)l—l-u(bS_l)]

rs

— lim ML[%(Jg—l)lJru(bs—n]

h—0 Lrppts Aa Js

aa) 1y (31
_ ) g s mly h—— (bos + 4 b1 + 2 b )]

- A& Js
—— ~~
acotado acotado (73)
(Ad 1
- q(Ao‘?)M ﬁ(bls‘k Eb2$ )
SN——
no acotado
(A ]
= 180, /5 (b +§ Al @ Aul) = oo + 7 o1
S~——

acotado
no acotado

donde bgg, b1y y bog representan los términos del tensor bs que van multiplicados por
los valores 1, }lw y %, respectivamente, donde se ha tenido en cuenta el caricter acotado

de Js en casos de tensién plana y donde o1 = q(ﬁg) w ’/M-)\?u Afu] ® AJu] y 005 =
q(AAg ) H TAZM by

De la ecuacién (73)5 se deduce que el cardcter acotado del tensor os sélo puede ob-
tenerse, por consistencia fisica y matemadtica, en aquellas situaciones donde el parametro
A presente valor nulo (A = 0 < v = 0), es decir, cuando el problema de tensién plana
coincida con el de deformacién plana, o cuando el vector AJu] = 0, donde no se produce
discontinuidad fuerte.

Por tanto, debido a las restricciones que la cinemaética de discontinuidades fuertes im-
pone sobre los procesos de deformacién en continuos sometidos a régimen de tension plana,
no es posible la generacién de dichas discontinuidades (salvo el caso particular v = 0).
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El no representar los casos de tensién plana una restriccién a la generalidad del problema
(como si ocurre en deformacién plana) permite suponer que en las situaciones reales (en
tres dimensiones), de las que proceden las simulaciones realizadas, si podrian producirse
discontinuidades fuertes contenidas fuera del plano de estudio.

CONDICION DE LOCALIZACION

Del mismo modo que en teoria infinitesimal, el andlisis de localizacion, considerando
grandes deformaciones, se basa en un andlisis de bifurcacién discontinua con el que se
obtienen las condiciones de bifurcaciéon de un campo de deformacion inicialmente suave en
uno de discontinuidad débil compatible con el equilibrio del cuerpo?3:2:10:13:15:16,19 "y ¢]
instante de bifurcacién se inicia un campo tasa de la deformacién no suave, descrito en la
ecuacién (7). Mediante el mencionado andlisis se obtiene la direccién de propagacién de la
discontinuidad.

Analisis de bifurcaciéon discontinua

Siguiendo la metodologfa desarrollada para el caso de deformacién infinitesimall?, se
exponen a continuacién los principales puntos que constituyen el andlisis de bifurcacién
discontinua.

La condicién de equilibrio (13e), a través de la superficie de discontinuidad S, requiere
que el salto de la tasa del vector traccion sea cero:

[7]=[P]-N =0 (74)
representando [[’]' ] el salto del vector traccién (tasa) siguiente:

[T] =P, N-P - N=0 (75)

donde P sy PQ\ s son el primer tensor de tensién de Piola-Kirchhoff (tasa) en la linea de
discontinuidad S y en el dominio regular Q\S, respectivamente.

Tras algunas operaciones algebraicas, se deduce la expresién de 7 que se detalla a
continuacion:

T =P -N=(F .8$+F.S) N=(L7 F74l .7 F7T).N
(76)

= (Lyr+1 -7)- FI.N

donde S representa el segundo tensor de tensiéon de Piola-Kirchhoff y se ha considerado la
naturaleza material de la linea de discontinuidad S (N = 0).

En el instante de inicio de la bifurcacién, ¢, la cinematica exhibe las propiedades
Afu] =0y [u] # 0, verificindose las siguientes identidades:

s \s
Ts = Tas
l,s=1
= \S§ _
==\ LT [alen ) (77)
EUTQ\S = ng\s dQ\S :_cg\5 d
L,ms=cl:d, = cg :[d+7 ([u] ® n)°]
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Suponiendo condiciones de carga en la discontinuidad S y carga neutra en el dominio
O\S (un andlisis previo demuestra que esta situacion determina la primera posible bifur-
cacién'®); se verfica la igualdad cg\ s = cg = c?, donde c? es el tensor constitutivo espacial

tangente, reescribiéndose la ecuacién (75) de la forma:
[7] = [Lvr+17] F N =([Lvr] + 7))@
1 . . —\S o — _
= (sc?:([u)®n)’+3 [0]@nr)- -0 (78)

= la-cat+@r-n)1-[al=1Q" [a]=0

Como se demostro en el apartado Andlisis de discontinuidad fuerte, el vector traccién
(v su tasa) presentan naturaleza acotada, deduciéndose la siguiente relacién:

Qr - [a =0 (79)
donde [1] pertenece al nticleo de la transformacién Q* - [] inducida por el tensor QF =
fn-c?- n+ (d-7- 0) 1. Por analogia al andlisis de localizacién en teorfa infinitesimal, se
denomina a Q¥ tensor de localizacion.

El criterio para determinar el inicio de la bifurcacién se basa en la deteccién de la
singularidad del tensor de localizacién QY, obteniéndose una solucién no trivial para el
vector velocidad del salto de desplazamientos ([i] # 0) en la ecuacién (79):

det [QL (n, Hy)] =0 para t=t, (80)

que constituye la denominada condicion de localizacion, representando H, un valor del
modulo de ablandamiento compatible con la ecuacién (80). El instante en el que dicha
ecuacién se verifica por primera vez, para un punto material dado, determina el instante de
bifurcacién ¢, para ese punto, ademds de permitir obtener el vector normal i1, el cual define
la direccién de propagaciéon de la interfaz de la discontinuidad S. El valor del parametro de
ablandamiento en el instante de bifurcacién es el méximo de todos los valores H , posibles!S.

De entre todos los valores H,, el maximo de ellos, H,,, determinara la direccién de
propagacién de la discontinuidad'®, N, = Pl .

De acuerdo con lo expuesto, el anilisis de bifurcacién puede formularse de la siguiente
manera:

det QF (H,d) =0 = He = max[H € P (81)

donde P es el conjunto constituido por todos los valores del pardmetro H que verifican las
siguientes condiciones

P= {H €R|3N € R™m; |N||=1; det Q“(H, f1)=0; fi = F_T-N} (82)

Vv Ndim la dimensién del problema objeto de estudio.

Resulta interesante remarcar la posibilidad de obtener dos valores diferentes de la di-
recciéon de propagacién de la discontinuidad que maximicen H .

Si el conjunto P es no vacio, las direcciones N, que cumplen det(QY) = 0 para H =
‘H. se corresponden con las posibles orientaciones de la banda de localizacion:

N, € {N €R™Mm: [N = 1; det [QL (Hep,B)] = 0; B = F‘T-N} (83)
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FORMACION DE DISCONTINUIDAD FUERTE. TRANSICION ENTRE
DISCONTINUIDAD DEBIL Y FUERTE

De modo similar a lo analizado en deformaciones infinitesimales'?, los modelos constitu-
tivos de dano continuo isétropo detallados en el apartado Modelo constitutivo de dario con-
tinuo isdtropo, junto a la cinemdtica de grandes deformaciones expresada en (3), permiten
simular el comportamiento de sélidos sometidos a procesos de carga exhibiendo bifurcacién
discontinua. Las diferentes etapas que pueden presentarse a lo largo de todo el proceso de
carga son las siguientes: régimen eldstico inicial, régimen de dano sin bifurcacién disconti-
nua, régimen de bifurcaciéon discontinua débil y régimen de bifurcacién discontinua fuerte.
Las caracteristicas de cada etapa se detallan a continuacién (Figura 10):

1. Régimen eldstico inicial

El comportamiento del sdlido serd eldstico hasta que se supere el dominio eldstico
inicial (instante ¢ = ¢, ), una vez el valor de la variable interna r iguale al pardmetro
umbral ry (funcién del limite eldstico uniaxial o, y del médulo de Young E). El valor
de la variable interna de dano d es nulo en toda esta etapa.

El final del régimen eldstico inicial viene representado por el punto Y de las graficas
a) y d) de la Figura 10.

2. Régimen de danio sin bifurcacion discontinua

Alcanzada la superficie de dano, la variable interna de dafio d (funcién de las variables
de endurecimiento ¢ e interna r, ecuacién (21)) evoluciona conforme avanza el proceso
de carga, asi como el pardmetro de ablandamiento H (ecuacién (20)), como se aprecia
en la Figura 10. La cinemdtica empleada serd la estdndar (no exhibiendo salto en el
campo de desplazamientos).

3. Régimen de bifurcacion discontinua débil

El instante de inicio de la bifurcacién (t = t,) se obtiene mediante la comparacién
del valor del pardmetro de ablandamiento H de la ecuacién (20) y el valor de H,,. La
bifurcaciéon discontinua se produce en el instante en el que H = H,,, prolongandose
la discontinuidad segun la direccién N, relacionada con H,, (Figura 10c).

Si en el instante de la bifurcacién (t = t,), el estado tensional del medio continuo
no verifica las condiciones de discontinuidad fuerte (ecuacién (62)), se requerird la
cinematica representativa de discontinuidad débil, es decir, una cinematica donde el
parametro de regularizacién presente un valor finito mayor que cero (h - 0). La fase
de transicién entre el régimen de discontinuidad débil y el de discontinuidad fuerte
viene caracterizada por una ley de variacién del pardametro h y por el valor inicial del
mismo en el instante de bifurcacién (h,). Por consistencia entre la ley de evolucién
del pardmetro de ablandamiento H una vez producida la bifurcacién (ecuacién (48))
y la ley de variacién del ancho de banda h se obtiene el siguiente valor de h,:

HCT"t:tB = H’t:tB = HBIF = hB H = hB = ‘ (84)

donde H,,. representa el valor del pardmetro de ablandamiento H en el instante de
la bifurcacion.

El simbolo de valor absoluto empleado en la ecuacién (84) en la definicién de h,
pretende reafirmar el valor positivo del mismo, aunque no resultaria necesario teniendo
en cuenta que tanto H como H,, presentan valores negativos.
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En la Figura 10d se observan las diferentes trayectorias de equilibrio (bifurcacién) que
siguen los dominios regular y de discontinuidad.

Régimen de bifurcacion discontinua fuerte

La verificacién de las condiciones de discontinuidad fuerte a lo largo del proceso
de carga constituye la fase final del régimen de bifurcacién discontinua exhibiendo
discontinuidad débil. Una vez que el estado tensional del medio continuo verifica dichas
condiciones, el pardmetro de regularizacién h adopta el valor constante k (h = k — 0),
permaneciendo inalterable el pardmetro de ablandamiento continuo H = kH (Figuras
10c y 10d).

P,
0O 0 0 0 O
o o
o o P,
1
o o
2 [+
0 o
0 0 0 0 O
————F
1m
-1
Régimcn Régimen de bi‘Furcnci('m b
clastico inicial discontinua débil
Régimen de dafio sin Régimen de bifurcacion
bifurcacion discontinua discontinua fuerte
7 b H H,
b) 9
9o b
7 /71; £
Ipi L
‘ - -
ty 2y e 2 ty 7y Ior A
Hlill —————— L
H,
d)
O, [MPa] !
4 - Oqs 1=1,
0,3 Condicion de
. . Oy
0.2 1 discontinuidad fuerte
0,11 _ 4
0 /= Ip DF ‘
0 0,2 04 0,6 0,8 1
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Figura 10. a) Curva o — b para un medio continuo que exhibe discontinuidades
fuertes con cinemética de grandes deformaciones y probeta ensayada;
b) variacién del pardmetro de endurecimiento g a lo largo del proceso
de carga (tiempo); c¢) variacién del ancho de banda h, del pardmetro de
ablandamiento H y de Hecr con el tiempo y d) trayectoria de equilibrio,
en el plano de las tensiones principales, en los dominios Sy Q/S
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Modelos de ancho de banda variable

La estructura del médulo de ablandamiento continuo H viene definida, como se expuso
n (48), de la forma:

H=hH con H<O0 (85)

donde el pardmetro de ablandamiento intrinseco H se considera una propiedad del material.

En aquellos casos donde el estado tensional en el instante de la bifurcacion no contemple
las condiciones de discontinuidad fuerte (H,,, # H,. , h - 0), el ancho de banda en el
inicio de la localizacion, h,, debe exhibir un valor finito mayor que cero, requiriéndose una
fase de transicion entre la bifurcacion en régimen de discontinuidad débil y el inicio de la
discontinudad fuerte. Las diversas opciones que se pueden emplear en la variacién del ancho
de banda en la fase de transicién coinciden con las descritas en el anélisis de transicién de
discontinuidad débil a fuerte con cinemética infinitesimal'4. En los ejemplos numéricos que
se detallan al final del articulo se emplean estos modelos de ancho de banda.

DISIPACION. ENERGIA DE FRACTURA

De modo similar a lo analizado en teorfa de deformaciones infinitesimales'®, se con-
siderara la energia consumida en la formacién de una discontinuidad material durante el
intervalo de tiempo (0, t_], donde t_ representa el instante en el que tiene lugar la total
decohesién de la fisura o discontinuidad.

En virtud del teorema de la fuerzas vivas, y considerando un problema cuasiestatico
donde la energia cinética puede despreciarse frente a la potencia tensional, la potencia
introducida en un sistema por las fuerzas externas es equivalente a la potencia tensional®:

Pt = Pt = / P FdQ (86)
Q

donde P es el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff y F el tensor tasa gradiente de
la deformacién.

Definiendo la fraccién de la potencia externa consumida en la formacién del salto [u]
en la superficie de discontinuidad S como Pém, la energia total consumida en la formacién
de la discontinuidad fuerte, Ws, se puede expresar como:

Wsz/t;Pg"tdt:/t;/SPS:([[ﬁ]]@N) dsS dt (87)
Wsz/;/s(&i?)-[[u]] ds dt:/t]:/sfs-[[u]] ds dt (88)

siendo ’]; el vector traccion en la superficie de discontinuidad.

Considerando el modelo hiperelastico discreto (traccién-salto de desplazamiento) indu-
cido al considerar una cinemética de discontinuidad fuerte de grandes deformaciones en
modelos continuos (tensién-deformacién) de la ecuacién (72), Ws podra expresarse de la
forma:

(Alu],Aa) =L =1L Au]-Q°-Afu
¢ (Afu] fsﬁ 2 ag Al [u] (59)
2
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donde ¢ (Afu], Aa) es la denominada energia libre de danio discreta y se ha empleado la
ecuacion (67) que define la norma discreta de las tracciones en la métrica Q'

. . P S

$ = Oap) ¢-[0] +0aa v a=5qAd+ 570 (90)
——
TS
y considerando las ecuaciones (89) y (68) se obtiene:
P S
N Oé:quOZ §qoz (91)
Sustituyendo (91) en (90):

7. -[al=q a (92)

La energia consumida en la formaciéon de una unidad de drea de discontinuidad fuerte,
energia de fractura Gy, viene definida por la expresién:

0o 0o 00 = 0
Gf:/ T - [4] dt:/ qad:/ qidt:/
thp t t a

DF DF DF

dq (93)

T
T <

donde se ha considerado la ley de endurecimiento de la ecuacién (72).

Es necesario resaltar que la energia de fractura asi obtenida sélo contempla el desarrollo
del régimen de discontinuidad fuerte, no considerando la energia consumida en la parte de
discontinuidad débil de su régimen de formacion.

Para el caso concreto de pardmetro de ablandamiento discreto lineal, H = cte., y con-
siderando que la discontinuidad fuerte se produce desde el instante de bifurcacién (no se
produce discontinuidad débil), coincidiendo este dltimo con el instante final del régimen
elastico, la energia de fractura se expresa de la forma:

0 = 2
q, 14 1q
Grl= = = dg IDF _— Z 20 94
f|H:cte i H 2 H 2H ( )
DF
La energia total consumida en la formacion de toda la discontinuidad fuerte, Ws, se
puede formular, por tanto, de la forma:

WS_/ /7 | dS dt = /Gf s = // —dqu (95)

DF

En la Figura 11 se puede apreciar graficamente el concepto de energia disipada en la
formacion de una discontinuidad fuerte en un caso unidimensional, tanto para la cinemética
de grandes deformaciones como de deformacion infinitesimal, a través de las curvas vector
traccién-salto en la discontinuidad. Se ha supuesto un pardmetro de ablandamiento discreto
lineal, H = cte., y que la discontinuidad fuerte se produce desde el instante de bifurcacion,
commdlendo con el instante final del reglmen eldstico. Para la cmematlca de grandes defor—
maciones, la curva a obtener serfa, segin la ecuacion (51) Trin = 2 pn Au] = 4 £ Ay,

y para la de deformaciones infinitesimales'®, 77,y = 4 2) AJu] = &£ E A[[u]] La energfa
disipada en la formacién de una discontinuidad fuerte resultante se expresarla de la forma:

. 2
G?m ft [a] dt = ’Z' 2 Alu], =7, - Alu], = %Hﬁm 0

I 1 1 q?
anf =17, A, = EH;ZM
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Tomando la energia de fractura Gy como propiedad del material, si se quisiera simular
el comportamiento de un sélido considerando ambas cinematicas, pero un tinico material
(misma energfa disipada en la formacién de discontinudiades fuertes), deberfa emplearse un
valor del pardmetro de ablandamiento discreto lineal Hp;, igual a la mital del valor Hr, .

N
2y b.\

BN
- T Aﬂuﬂ N -
Inf 0 . F
an _ 5 0 \’\(‘;fm _ ‘T()A[Iu]]o
AN

> Afu]
AHMHO ZA[[”]]U
Figura 11. Energia de fractura disipada en la formacién de una discontinuidad
fuerte para un problema unidimensional en grandes deformaciones e
infinitesimales

EJEMPLOS NUMERICOS

En el presente apartado se describen simulaciones numéricas de diferentes problemas
en los que se desarrollan discontinuidades fuertes, considerando el modelo constitutivo de
dano continuo isétropo descrito en apartados previos.

El principal objetivo es mostrar que los resultados numéricos obtenidos constatan el
comportamiento predicho por los anédlisis tedricos expuestos, asi como resaltar el papel que
la cinematica de grandes deformaciones desempena en los resultados en comparacién con
los obtenidos con el modelo de dafio en régimen de deformaciones infinitesimales'.

Probeta sometida a solicitacion biaxial

Con el presente ensayo numeérico se pretende destacar la importancia que desempena el
modelo de ancho de banda variable!* (ver seccién Modelos de ancho de banda variable) en
los resultados obtenidos.

Se somete una probeta cuadrada a un estado tensional biaxial imponiendo un despla-
zamiento u, constante y un incremento de desplazamiento u, gradualmente sobre los lados
superior y derecho de la probeta, respectivamente (Figura 12a).

Como el cambio total en la geometria de la pieza durante el ensayo es pequefio™, puede
considerarse que la tensién oy, permanece constante.

El material empleado viene caracterizado por los siguientes parametros: coeficientes de
Lame A\ = 0 MPa, p = E/2 = 10* MPa, pardmetro de ablandamiento continuo H =
—0,125, pardmetro de ablandamiento discreto H = —0,125 em ™! y tensién dltima o, = 1,0
M Pa.

El andlisis de bifurcacién determina la siguiente normal a la interfaz de discontinuidad:
N = (1,0)T, y la condicién de discontinuidad fuerte o0y, — o2, = 0. Debido tanto a la
simetria de la geometria de la probleta como de las condiciones de carga, 0., = 0, por lo
que la condicién de discontinuidad fuerte a verificarse durante el régimen de discontinuidad
fuerte se transforma en la expresién o,, = 0, la cual no se verifica claramente en el ins-
tante de bifurcacién t,. Por tanto, la bifurcacién se produce en régimen de discontinuidad

XIncluso aunque los cambios en la geometria de la probeta sean pequenos y, por tanto, se suponga que el
comportamiento de la pieza serd el correspondiente al de una cinematica de deformaciones infinitesimales, la
cinemética de grandes deformaciones aplicada a la interfaz de discontinuidad producira diferentes resultados
comparados con el caso infinitesimal.
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débil, requiriéndose la introduccién de una transicién del régimen de discontinuidad débil
al fuerte mediante una ley de ancho de banda variable h(g). La ley empleada se detalla a

continuacién'?:
h=h,=1; t<t, (¢ >qp)
hy— k
h:k_’_tlBgiqwq; ty <t<tpp (dpr <q<4qyp) (97)
h=k; t>t,, (¢<qpp)

donde ¢, y ¢, representan los valores de la variable interna tipo tensioén g en los instantes
de bifurcacion, ¢, y de inicio del régimen de discontinuidad fuerte, ¢, ., respectivamente. El
valor q,,,. se define de la forma: ¢,,,, = (1—7) g5, v € [0, 1]. Por tanto, el factor de transicién
~ determina el tamano del intervalo de discontinunidad débil [q,,, ¢,]. Un valor del factor
nulo, v = 0, representa la no existencia de régimen de discontinuidad débil (¢,,. = ¢5),
bifurcando el campo de deformaciones bajo la forma de discontinuidad fuerte. Por otro
lado, un valor v = 1, es decir, q,, = 0, significa que toda la fase de posbifurcacién se
llevara a cabo dentro del régimen de discontinuidad débil, no alcinzandose el régimen de
discontinuidad fuerte en ningin instante.

P, [MPa
P, 0.25 < . ] .
e
+£ O 0 0 0 o 02
* | o
0.15
O o P,
1m o o 0.1
O o
) 0.05
J 4 O [+
T 0.0 0 0 0O
0

v y 0 2. 4 6. 8.
f

1m ux[>(b10‘l m]
a) b)

Figura 12. Probeta sometida a solicitacién biaxial: a) geometria y cargas aplicadas
y b) carga aplicada P, versus desplazamiento lateral us

Como ejemplo, en las Figuras 12b y 13c se muestran resultados obtenidos para simula-
ciones con diferentes valores del parametro de transicién ~:

- Para un régimen de transicién muy corto™! , determinado por un factor de transicién
muy pequeno (7 = 0,05), se produce una inesperada ”carga” (reloading), en términos
de respuesta P, — u;, inmediatamente después de la bifurcacién (ver punto A en la
Figura 12b), seguida por la respuesta de descarga regular esperada. Este hecho podria
explicarse de la siguiente forma: al imponerse algoritmicamente, tras la bifurcacién, un
comportamiento eldstico incremental en el dominio 2\S, como se deduce del andlisis
tedrico de bifurcacién, la violacion de las condiciones de discontinuidad fuerte provoca
que las tensiones en ese dominio infrinjan el criterio de dano conforme tiene lugar la
evolucién del proceso de carga (Figura 13b). Ello provoca una carga eldstica artificial

XIA efectos practicos, serfa equivalente a una bifurcacién que se produzca directamente en régimen de
discontinuidad fuerte.



Contribuciones a la simulacién numérica del fallo material en deformaciones finitas. Modelos degradables 467

en esa parte del cuerpo®!! responsable del comportamiento observado en la Figura 12b
en el punto A, donde la condicién de discontinuidad fuerte oy, = 0 es verificada en S
(Figura 13a). Mas alld de este punto tiene lugar el régimen de discontinuidad fuerte,
produciéndose descarga eldstica en el dominio Q\S (Figura 13b), resultante en la
rama de descarga de la curva P, — u, en la Figura 12b.

- Para transiciones més largas (mds lentas), determinadas, por ejemplo, por valores del
factor de transicién v = 0,2 6 v = 0,5, esta carga artificial (reloading) ya no se observa
y la transicién desde la bifurcaciéon hasta el régimen de discontinuidad fuerte tiene
lugar de un modo suave, como puede apreciarse en la Figura 12b, manteniéndose la
descarga eldstica tedrica en Q\S .
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Figura 13. Probeta sometida a solicitacién biaxial: a) trayectoria de equilibrio, en
el plano de las tensiones principales, para un punto en S (punto de
Gauss PG2) y b) trayectoria de equilibrio, en el plano de las tensiones
principales, para un punto en /S (punto de Gauss PG1)

Estos resultados confirman que, como se predijo tedricamente en los apartados ante-
riores, la cinemaética de discontinuidad fuerte no puede imponerse inmediatamente después
de producirse la bifurcacién, sino después, tras un régimen de transicion de discontinuidad
débil necesario para inducir suavemente las condiciones de discontinuidad fuerte.

FEn la Figura 12b puede observarse que las pendiente finales de las curvas P, —u, son las
mismas en todos los casos. Ello podria esperarse del hecho de que esa parte de la respuesta
estructural viene gobernada por la ecuacién constitutiva discreta (relacién vector traccién
- salto de desplazamientos) que, como se analizé en la seccién Andlisis de discontinuidad

fuerte en estados de deformacion plana, es independiente de la longitud del régimen de
transicion.

Ensayo de decohesién: propagacion de fisura modo 1

Con este ensayo numérico se pretende mostrar la influencia que la cinemaética seleccio-
nada (deformaciones infinitesimales o finitas) en el modelo de dano continuo isétropo tiene
sobre la respuesta estructural obtenida en la aproximacién de discontinuidades fuertes.

Con este propédsito se emplean los modelos de dano isétropo descritos en el presente
articulo, donde se contempla una cinematica de grandes deformaciones, y el detallado en la

referencia 14, que constituye una particularizacién del modelo anterior en el entorno de las
deformaciones infinitesimales.

XIGi esta carga eldstica tiene lugar, se impone artificialmente por el algoritmo una ecuacién constitutiva
tipo ”dos materiales” (eldstico en Q\S y de dafio istropo en S).
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La pieza a ensayar se describe en la Figura 14a. Se trata de un panel con una entalla
en su borde superior. Mediante la fuerza F' aplicada en el extremo superior derecho de la
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Figura 14. Ensayo de decohesién: a) geometria, cargas aplicadas y malla de elemen-

d) curvas carga aplicada F' versus desplazamiento horizontal del punto
ciones

A para el material tipo B; e) curvas F' versus desplazamiento horizontal
del punto A para el material tipo A y f) curva salto de desplazamien-
to tangencial versus salto de desplazamiento normal (a la superficie de

tos finitos; b) malla deformada ampliada; c) lineas iso-desplazamientos;
discontinuidad) para el material A con cinemética de grandes deforma-
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Se simulardan dos materiales diferentes, uno mucho més deformable que otro, con objeto
de contrastar, en ambos casos, la influencia de la cinemética de deformaciones finitas e
infinitesimales.

Para el caso del material menos deformable o més rigido (material A), sus caracteristicas
mecénicas son las siguientes: médulo de deformacion E = 3 x 10> M Pa, coeficiente de
Poisson v = 0,15, tensién tltima o, = 30 M Pa y energfa de fractura Gy = 7,5 N/m. Se ha
empleado el modelo de ancho de banda variable detallado en el ejemplo Probeta sometida
a solicitacion biazial, con un valor del factor de transicién v = 0,05 (précticamente no se
produce régimen de transicién de discontinuidad débil).

Se ha ensayado numéricamente el panel considerando este material A, empleando tanto
la formulaciéon de deformaciones infinitesimales como finita.

En la Figura 15a se pueden apreciar las curvas tensiones de Cauchy segtn el eje x, 04,
a lo largo del eje longitudinal de la fisura (la izquierda del eje representa el final de la entalla
y la derecha el borde inferior del panel), obtenidas en diferentes instantes del proceso de
carga (t; < ty < t3 < t4), considerando la cinemética de grandes deformaciones. Las curvas
que se obtienen para cada instante son similares, desplazandose hacia la derecha del eje
conforme avanza el proceso de carga. Analizando detenidamente una de ellas, por ejemplo
la correspondiente al instante t4, se aprecian los puntos etiquetados como A, B, C y D. El
punto A se corresponde con el punto del eje longitudinal de la fisura donde las tensiones o,
son nulas, no habiendo comenzado el material, en ese punto, a experimentar carga alguna.
Desde el punto B hacia la derecha el material es considerado virgen (desde el punto de vista
de la fisuracién). Desde el punto A hasta el B, el material presenta tensiones, pero dentro del
rango elastico, siendo B el punto donde se alcanza la superficie elastica (yielding). Desde B
hasta C, el material comienza a danarse, bifurcando practicamente en el mismo instante en
el que se produce la discontinuidad fuerte (punto C), debido al valor del factor de v = 0,05
tan pequenio empleado en el modelo de ancho de banda variable. El tramo BC se puede
considerar, a efectos practicos, como aquel en el que el material se encuentra danado sin
bifurcar. En el punto C, donde se alcanza la méxima tensién, el material fisura en régimen
de discontinuidad fuerte. En el punto D la fisura no soporta ninguna tensién (se encuentra
totalmente decohesionada). El tramo CD representa la porcién de fisura que todavia puede
soportar tensiones, mientras que desde D hacia la punta de la entalla la fisura se encuentra
totalmente decohesionada.

En la Figura 15b se observan las distribuciones de las tensiones o, en el panel defor-
mado para los cuatro instantes del proceso de carga mencionados. El avance del bloque de
tensiones en los diferentes tiempos marca la evolucién de la fisura. La Figura 14f muestra la
relacion salto de desplazamiento normal versus tangencial a la superficie de discontinuidad
para un punto situado en la punta de la fisura en el instante ¢4, constantdndose el claro
modo de fractura en modo I.

En la Figura 14e se exhiben las curvas fuerza aplicada, F', versus abertura de los extre-
mos de la entalla, §, para el material tipo A; contemplando tanto la cinemética de grandes
deformaciones como la infinitesimal. Debido a los desplazamientos tan pequenos obtenidos
en la simulacién (comparados con el tamano de los elementos finitos empleados), no es
posible percibir diferencias importantes entre ambos modelos.

Con objeto de analizar la influencia de la cinemaética en la respuesta numérica se han
realizado ensayos con un segundo material mucho méas deformable. Este segundo material,
al que se denominard tipo B, presenta las mismas caracteristicas mecanicas que el tipo A
salvo su médulo de deformacién (1000 veces menor) y su energia de fractura (1000 veces
mayor). El factor de transicién empleado en el modelo de ancho de banda ha sido v = 0,3.

En la Figura 14d se exhiben las curvas F'— § para este segundo material, contemplando
ambas cinematicas. Los elevados ratios desplazamiento-tamano del elemento finito consegui-
dos activan las grandes deformaciones tanto en la zona de prebifurcacién como en régimen
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CONCLUSIONES

A lo largo de las secciones previas se ha explorado la Aproximacion de continuo de
discontinuidades fuertes (CSDA) para un modelo de dano continuo isétropo en régimen de
grandes deformaciones. Aunque esta aproximacion ya habia sido estudiada por los autores
empleando una cinemética de de deformacién infinitesimal®=714, se han extendido aquf los
resultados obtenidos al caso de grandes deformaciones. Como principal resultado se muestra
que el anélisis de discontinuidad fuerte empleado en el caso infinitesimal'* puede extenderse
al caso finito tan sélo considerando la cinematica de discontinuidad fuerte de deformacién
finita (ecuacién (8)), obteniéndose las mismas conclusiones generales, a saber:

- La aproximacion de continuo de discontinuidades fuertes constituye un método eficaz,
desde el punto de vista computacional, en la simulaciéon numérica de fenémenos de
localizacion, considerando tanto la cinematica de deformaciones infinitesimales como
la de deformaciones finitas.

Del anadlisis de discontinuidad fuerte se extrae informacién sobre los modelos discre-
tos (traccién-salto desplazamiento) que gobiernan el comportamiento de la linea de
discontinuidad. Estos modelos emergen de modo natural de los continuos de los que
proceden al aplicar una cinemaética de discontinuidad fuerte, pero no se implementan
explicitamente en el algoritmo, constituyendo una caracteristica especifica frente a
otro tipo de aproximaciones, pues un unico modelo continuo, junto a la cinemética de
discontinuidad fuerte, permite modelar el comportamiento de la totalidad del medio
a lo largo de todo el proceso de carga. Por otro lado, la obtenciéon de los modelos
discretos puede resultar pesada en determinados modelos constitutivos continuos.

- El analisis de discontinuidad fuerte permite obtener todos los ingredientes necesarios
para afirmar que los modelos discretos inducidos o proyectados por la cinematica
de discontinuidad fuerte se constituyen en auténticos modelos contitutivos, heredan-
do muchas de las propiedades del modelo continuo del que proceden. Es interesante
resaltar una propiedad que no conservan: la isotropia del modelo continuo se trans-
forma en anisotropia en el discreto, caracterizando el concepto direccional de la fisura
o localizacion.

- El papel del tipo de cinemdtica empleada (infinitesimal o finita) se revela crucial en la
aproximacion de continuo de discontinuidades fuertes empleada, y es en los modelos
discretos proyectados que gobiernan la linea de discontinunidad donde se constata de
modo més claro.

Los modelos discretos degradables obtenidos, para un mismo modelo continuo del
que proceden, son diferentes segin la cinematica que se emplee, no colapsando el
de grandes deformaciones en el de deformaciones infinitesimales cuando los saltos
en el campo de desplazamientos son pequenos (al inicio del proceso de carga), es
decir, son modelos diferentes independientemente de la relacién entre los saltos de
desplazamientos y el tamano del problema.

Ello se constata claramente en aquellos problemas donde se obtienen saltos de despla-
zamientos importantes, en la linea de discontinuidad, en relacién con el tamano del
problema, pues las curvas que expresan la respuesta estructural son completamente
diferentes segun la cinemética empleada.

Cuando los saltos son pequenos comparados con el tamano del elemento, el comporta-
miento constitutivo de la discontinuidad sigue siendo diferente, pero puede no resultar
perceptible en la respuesta estructural si la malla empleada es muy grande, ya que la
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influencia de los elementos que exhiben discontinuidad es pequeiia en proporcién. Para,
el caso de mallas con pocos elementos se comprueba, de nuevo, la marcada diferencia
en la respuesta.

Por todo lo analizado en el presente trabajo, se puede concluir que la aproximacién de
continuo de discontinuidades fuertes, basada en modelos degradables y en deformaciones
finitas e infinitesimales, provee un marco consistente, robusto y computacionalmente eficaz
para el andlisis del fallo material en sélidos.
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