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Resumen

El presente trabajo, desarrolla la aplicacién de técnicas de optimizacion, a través de la utilizacién del Ajuste
Global de la Respuesta, para la determinacién de parametros modales por el método de identificacién, en el
caso general de amortiguamiento histerético o estructural. Se abre un nuevo camino para la resolucién del
problema inverso en andlisis modal, que permite determinar el modelo modal a partir de la respuesta del
sistema. Se propone un método de descomposicién, para trabajar con magnitudes complejas en operaciones
matriciales producto, que admite tratar separadamente la parte real e imaginaria; asi como un ejemplo del
mismo para la implementacién en programas comerciales de optimizacién. El algoritmo propuesto alcanza
una estimacién global de pardmetros (frecuencias naturales, coeficientes de pérdida por amortiguamiento
y matriz modal); mediante un proceso iterativo de célculo, creando un modelo de funciones de respuesta
en frecuencia artificiales, ligado a la totalidad de grados de libertad del sistema bajo estudio. De este modo
es posible obtener un conjunto de soluciones tinico y consistente de estas propiedades procesando toda la
informacién simultdneamente.
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DETERMINATION OF MODAL PARAMETERS BY MEANS OF THE OVERALL ADJUSTMENT
OF THE RESPONSE

Summary

The present study develops the application of optimization techniques via the use of Overall Adjustment of
the Response to determine modal parameters for the identification method in the general case of hysteretic
or structural damping. A new approach to solving the inverse problem in modal analysis is presented which
enables the modal model to be determined from the system response. A decomposition method is proposed
for working with complex magnitudes in product-matrix operations that allows the real and the imaginary
parts to be dealt with separately. In addition, an example of this method is presented for its implementation
in commercial optimization programmes. The proposed algorithm achieves a global estimation of parameters
(natural frequencies, damping coefficients and the modal matrix) by means of an iterative calculation process,
creating a model of artificial frequency response functions related to the total degrees of freedom of the
system under study. It is thus possible to obtain a set of unique, consistent solutions for these properties
simultaneously processing all the information.
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INTRODUCCION

El definir adecuadamente el movimiento de un sistema mecédnico o estructural, trae
consigo el manejar un gran volumen y complejidad de datos que, en general, se recogen
como funciones de respuesta en frecuencia a partir de las cuales se estiman los parametros
modales. Dado el alto nimero de parametros a considerar, las técnicas de optimizacion
aportan considerables ventajas en tiempo y precisién (fiabilidad).

En el presente trabajo, se desarrolla la aplicacién de técnicas de optimizacion a través
de la utilizacién del Ajuste Global de la Respuesta, para la determinacion de parame-
tros modales por el método de identificacién, que se cifien exclusivamente a: sistemas con
amortiguamiento histerético o estructural, niveles de amortiguamiento bajos (generalmente
menores de un 10% que son los que se presentan en las grandes estructuras), y métodos
que trabajan en el dominio de la frecuencia.

El algoritmo que se presenta aborda la determinacién de parametros modales en varias
etapas. Estas comprenden la generacion de un modelo artificial de funciones de respuesta
en frecuencia y el ajuste de la respuesta, para posteriormente centrarse en la imposicion de
las condiciones de simetria a los residuos de las receptancias, asi como en la obtencidn de
las componentes de la matriz modal a partir de los residuos, para finalmente formular la
imposicion de las condiciones de ortogonalidad al modelo dindmico.

Hay diferentes técnicas que permiten deducir las caracteristicas modales de un siste-
ma dado desde el modelo de respuesta obtenido experimentalmente. El procedimiento es
conocido como “identificacién modal” 2.

El ejemplo aplicado que se afiade al final del trabajo, ha sido ejecutado mediante el
lenguaje de programacion GAMS (General Algebraic Modeling System), que permite el
modelado, resolucién y andlisis de diversos problemas de optimizacién®*?.

Entre las caracteristicas basicas del mismo cabe destacar que:

» Permite pasar de resolver problemas de pequenas dimensiones (unas pocas variables
y restricciones) a problemas mayores (miles de variables y restricciones) sin variar
significativamente el cédigo. En consecuencia es posible escribir de manera compacta
restricciones similares -a través del manejo eficiente de sus indices- mediante una sola
restriccion.

= Una vez que se tiene una formulacién consistente del problema, expresada en la no-
tacién de GAMS, el mismo software elige algin optimizador de los que dispone, para
alcanzar su solucién. De esta manera, el proceso de resolucién del problema esté se-
parado del proceso de modelado; el usuario puede cambiar el modelo para mejorarlo
o completarlo en un entorno agradable de manejar, ya que no se tiene que preocupar
del funcionamiento del algoritmo interno que necesita para resolverlo.

» El aprendizaje del cdigo GAMS resulta facil para usuarios con conocimientos previos
de optimizacién, debido a que, la forma en que GAMS presenta el problema, coincide
practicamente con la descripcion matemaéatica del mismo.

Los datos numéricos de partida se obtienen analiticamente, a partir de la resolucion del
problema directo; esto es, a partir de un modelo espacial dado ([M], [K] y [D]), el problema
directo se resuelve al objeto de obtener el modelo modal (wy, 7, [®]) con lo que la respuesta
(desplazamiento), en cada grado de libertad, en el dominio de la frecuencia (que se utiliza
en la determinacién de pardmetros modales a través del Ajuste Global de la Respuesta), se
determina utilizando la expresién {X} = [a(w)][{F}?, en la que necesariamente se ha de
introducir el vector de cargas {F'} en el dominio de la frecuencia.
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En el ejemplo ilustrativo mostrado mas adelante, dicho vector de cargas se corresponde
con el método polyreference o multi input - multi output (MIMO) que corresponde a la
tipologia de excitaciéon més complicada, de las dos indicadas en el Apartado 2. En todos y
cada uno de los grados de libertad considerados, se introduce una excitacién que responde
a una funcién coseno (en fase con las demds) de amplitud constante y frecuencia varia-
ble (en todo el intervalo de frecuencias de interés evidentemente); para tratar de simular
analiticamente el efecto de unos excitadores de masa.

En el campo del andlisis modal operacional, para ensayos con excitacién ambiental, se
supone que las fuerzas desconocidas se aplican simultdneamente. Ademads se supone que la
fuerza de entrada es un ruido blanco, es decir, no es una funcién de la frecuencia y tiene
un espectro con un valor medio constante para cada frecuencia®. Lo cual se aplica en el
proceso que se utiliza.

En esta aportacién se emplean las técnicas de optimizacién descritas en para la
determinacion de parametros modales a partir de las funciones de respuesta en frecuencia
y el cédlculo de la matriz modal de un sistema dindmico a partir de las constantes modales
utilizando técnicas de optimizacion.

La aplicacién fundamental del método propuesto es la resolucién del problema inverso,
desde el modelo de respuesta, hasta el modelo modal. Sin embargo, su objetivo es el mismo
que en'®!2, 1a determinacién de pardmetros modales; pero a partir de datos diferentes, en
donde no se conoce la relacién existente entre la respuesta de la estructura y la excitacion
aplicada entre los distintos grados de libertad (es decir, se desconocen o no hay posibilidad
de determinar las funciones de respuesta en frecuencia).

La estimacién de dichos pardmetros es global (frecuencias naturales, coeficientes de
amortiguamiento y matriz modal w,, n,, [®]). Durante el proceso iterativo de célculo, el
algoritmo del ajuste global de la respuesta, crea un modelo de FRFs artificiales ligado a la
totalidad de grados de libertad del sistema bajo estudio. Es posible obtener un conjunto
de soluciones Unico y consistente con estas propiedades procesando toda la informacién si-
multdneamente. En principio, esto es preferible a las formas de promediado de los resultados
de varios anélisis independientes a partir -por ejemplo- de una coleccién de FRFs®.

De esta manera, asumiendo que: la excitacion tiene un espectro con un valor medio
constante para cada frecuencia, y el conocimiento de la respuesta del sistema; es posible
entonces utilizar las metodologias que se aplican en'%!? para tratar problemas de anlisis
modal clésico al objeto de crear un modelo de FRF's virtuales.

Dado que -como se mencionarda en los apartados siguientes- la excitaciéon puede ser
Unica o multiple, se agrupan las ventajas e inconvenientes de cada una de ellas, segtin la
tipologia que se utilice para su descripcion. La excitacion Unica se puede conseguir con un
martillo de impacto o un vibrador®, mientras que la miltiple, utilizando varios vibradores
simultdneamente, en varios grados de libertad. Ahora bien, en ambos casos ya existiria
entonces un conocimiento de la excitacién aplicada’.

10,12

AJUSTE GLOBAL DE LA RESPUESTA

La técnica de optimizacién, que a continuacion se describe, para el calculo de pardmetros
modales a partir del modelo de respuesta, trata de la determinacion de los mismos a través
del ajuste global de la respuesta.

Su caracteristica fundamental, consiste en que permite determinar -incluso midiendo
Unicamente la respuesta- los modos de vibracién normalizados respecto de la matriz de
masa, es decir, la obtencién de la matriz modal [®] en la situacién general de amortigua-
miento estructural, de esta forma se soluciona el problema inverso, desde las mediciones
experimentales del modelo de respuesta, hasta el modelo modal (w;, 1, [®]), lo que supone
una ventaja frente a otros procedimientos, que sélo permiten la determinacion de valores
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proporcionales de la respuesta, entre cada uno de los d.o.f. considerados que componen cada
uno de los modos de vibracién (matriz [¥]).

El resto de las caracteristicas principales del método, son las siguientes:

Trabaja en el dominio de la frecuencia.

Se trata de un método indirecto, que determina el modelo modal a partir de la res-
puesta.

Es aplicable a sistemas MDOF.

Como método multi output (MO), se puede aplicar en los casos de:
- global o single input - multi output (SIMO).
- polyreference o multi input - multi output (MIMO).

Es decir, la excitacién puede ser unica (en un grado de libertad), o miltiple (en varios
grados de libertad), respectivamente.

La estimacién de pardmetros modales es global .

Trabaja con modos de vibracién complejos, si bien, esto depende de los datos de
partida; si los mismos se corresponden con un caso de amortiguamiento proporcio-
nal, los modos de vibracién serian evidentemente reales (idénticos a la situacién sin
amortiguamiento).

No es necesario cédlculo previo alguno para estimar los valores iniciales de los parame-
tros modales; ya que no hace falta suministrar buenas estimaciones iniciales para que
el proceso converija.

Obtencion de parametros modales

El algoritmo que se presenta para la obtencion de pardmetros modales, corresponde

al caso general de amortiguamiento histerético o estructural, -como se ha mencionado- al
efectuar una estimacién de pardmetros global (frecuencias naturales, coeficientes de amorti-
guamiento y matriz modal w., 7, [®]). Durante el proceso iterativo de célculo, el algoritmo
del ajuste global de la respuesta, crea un modelo de FRFs artificiales ligado a la totali-
dad de grados de libertad del sistema bajo estudio; de esta manera se obtiene un conjunto
de soluciones Unico y consistente con estas propiedades, procesando toda la informacion
simultdneamente.

La resolucién del mismo comprende varias etapas, como son:

El ajuste de la respuesta en cada grado de libertad considerado.

Generacién de un modelo de receptancias o, (w) de dimensién igual al producto de
los grados de libertad (N x N) bajo estudio.

Imposicién de las condiciones de simetria a los residuos de las receptancias.
Obtencioén de las componentes de la matriz modal a partir de los residuos.

Imposicion de las condiciones de ortogonalidad para la obtencién de la matriz modal
normalizada respecto de la masa.

A continuacién se desarrollan cada una de las mismas.
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a) Generacion de un modelo artificial de FRF y ajuste de la respuesta

El conjunto de datos, estd constituido por la parte real e imaginaria de la respuesta en
cada uno de los grados de libertad considerados

a) datog;;: magnitud de la componente real de la respuesta (desplazamiento) en el d.o.f.
7, a la frecuencia ¢

b) dato,;;: magnitud de componente imaginaria de la respuesta (desplazamiento) en el
d.o.f. j, a la frecuencia ¢

A pesar de que -como es sabido- en el dominio del tiempo la respuesta solo presenta
parte real, al aplicar la transformada de Fourier de la misma, surgen componentes real e
imaginaria

¢) Fgy: componente real de la fuerza de excitacion en el d.o.f. k

d) Fj.: componente imaginaria de la fuerza de excitacién en el d.o.f. k

Dentro del conjunto de variables, que entran en juego en las diferentes etapas, en algunos
casos son aplicables las mismas definiciones utilizadas para la determinacién de parametros
modales a través de FRFs!?, debido a aspectos comunes de los problemas planteados. Este
es el caso de las frecuencias naturales, comprendidas dentro de cada uno de los intervalos
identificados manualmente, donde se encuentran cada uno de los modos que se pretenden
estimar (picos de las curvas).

e) wy: frecuencia natural para el modo r
f) m,: coeficiente de pérdida por amortiguamiento para el modo r

) rAgj,: componente real del residuo o cte. modal

o

h) ,A;;.: componente imaginaria del residuo o cte. modal

i) Xpg,: estimacién de la respuesta (desplazamiento) en el d.o.f. j (parte real)
j) X, estimacion de la respuesta (desplazamiento) en el d.o.f. j (parte imaginaria)
)

k) egy,: error asociado con el dato i (parte real), para el desplazamiento en el d.o.f. j

1) €5:;: error asociado con el dato ¢ (parte imaginaria), para el desplazamiento en el d.o.f.
J

m) z: funcién objetivo

debido a la metodologia del analisis de regresion efectuado, €gr;; y €5;; son siempre
positivos.

Centrando la atencién en la respuesta forzada de sistemas MDOF, omitiendo la parte
transitoria de la respuesta completa y considerando solamente la componente permanente?

{X} = [a(w){F} (1)

o bien

X; = auF; (2)
k
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donde [a(w)] es la matriz de receptancia del sistema de dimensién N x N, que contiene
toda la informacién sobre las caracteristicas dindmicas del mismo, en la que cada elemento
a, representa una funcién de respuesta en frecuencia (FRF) individual, describiendo la
relacion entre la respuesta en una coordenada j y una unica fuerza de excitacién aplicada
en la coordenada k.

Dado que la ecuacién anterior, constituye un producto de magnitudes reales e imagina-
rias, para llevar a cabo el proceso de calculo con la consiguiente optimizacion, es necesario
particionarla, mediante una transformacién similar a la indicada en'®. Para ello se descom-
pone la respuesta, la receptancia y la fuerza de excitacién aplicada (Xj, oy, y Fk), en sus
componentes reales e imaginarias, quedando la expresién anterior de la forma

a b c d

Asimismo, y segun la transformacion mencionada, si se consideran dos magnitudes com-
plejas, a + bi y ¢ + di, el producto de las mismas resulta ser agrupando términos reales y
complejos

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad — bc)i (4)

analogamente, identificando términos a ambos lados de la igualdad anterior, se obtiene:

Z aRJkFRk - Z ankFIk
Z angFIk + Z alngRk

lo que ya constituye la particion buscada. Notese sin embargo que de las tres magnitu-
des representadas (X, a;, y Fj) son también funciones de la frecuencia, por lo que debe
incorporarse a las mismas un tercer subindice que hace referencia a ella

XRZ] E aszkFRk g OéuijUm

XIZ] E aRznglk + E aIZJkFRk:z

()

(6)

Por otra parte, la receptancia «;;, ya ha sido también particionada en'? para el caso
general de amortiguamiento estructural, presentando la forma

r A
w2 — w? + inyw?

[r Arj (W2 — w?) +r A (rw?)] + [r A (W2 — w?) = Apg(nw?)]i
(W — w?)? + (nrw?)?

WE

ap(w) =
1

1
I

I
WE

(7)

ﬁ
Il
i

Il
=
o
Q

e Imag,(w)

por consiguiente, acorde con la nomenclatura utilizada

iv: TARjk(wz - ) +r A (nrw; )

(8% i =
" (w? = w?)? + (nyw?

r=1

(n
7)?

o A (WP — w?) — Ay (ew?)
CQrijr = Z (w2 _ w‘) )

2
r=1 (77 w
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Para ajustar la respuesta de todos y cada uno de los d.o.f.; se utiliza un andlisis de
regresién, segiin el método de estimacién del minimo valor absoluto!!

N N
> | Xniy — datog,| + > | X1, — datoy,| (9)
=1 =1

La estimacién de los parametros modales, se puede obtener a través de la resolucion del
siguiente problema de programacién no lineal

Minimizar z = Z Z(&ij +ep;) (10)
PR

sujeto al siguiente conjunto de restricciones no lineales del problema, que definen el conjunto
de soluciones admisibles

XRij - datoRij < €ryj
datop;; — Xrij < €ri; p parte real
€rij > 0

XIij - datoh’j < e
dator;; — X1y < €n; p parte imaginaria
Erij = 0

donde n es el nimero de muestras o de puntos en los que se ha medido la respuesta.
El conjunto de estas dos ultimas expresiones representa la contribucién de esta etapa a
la funcién objetivo y al conjunto de restricciones del problema total, respectivamente.

b) Imposicion de las condiciones de simetria a los residuos de las receptancias

_ En la presente etapa, se sabe que los residuos verifican la siguiente condicién de simetria
+ A = Ay, debido a que la matriz de receptancias del sistema es simétrica (principio de
reciprocidad)

X; X
b =

El conjunto de nuevas variables involucradas en el problema, que van a aparecer durante
el desarrollo de esta etapa b, son las siguientes

(12)

Oéjk

n) €gg, % error asociado a la simetria del residuo ,A;, (parte real)
0) €14, i €rror asociado a la simetria del residuo .A;, (parte imaginaria)

debido a la metodologia del andlisis de regresion efectuado g, ,jx ¥ €1y, ik SON siempre
positivas.

Para ajustar las condiciones de simetria de los residuos de las receptancias (relacionados
a través de sus subindices con cada una de las coordenadas), se utiliza un anélisis de
regresion, segin el método de estimacién del minimo valor absoluto!!

DD D A = Arl YD D e Are —r An| (13)
r i k roJ k

De esta forma, la contribucién de esta etapa en la funcién objetivo, para la estimacién
de los parametros modales, se puede obtener a través de la resolucion del siguiente problema
de programacién no lineal
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Minimizar z = --- 4 Z Z Z(Egsm,«jk + Erg;pyrin) T (14)
r i k

en el que se pueden plantear para los residuos, el siguiente grupo de restricciones

TARjk —r ARkj < ERgimrik
T‘ARkj —r ARjk < ERgimrik (15)
ERgymrik >0

para la parte real, y para la imaginaria

TAIjk —r Alkj < Elgimrik

rAij —r AIjk < Elgimrik (16)
gIS'L'nLTjk Z O

que se pueden escribir de forma ma&s conveniente como:

rArie <o Apks + Ergy, ik
rArji 2r Apry — ERgymrik parte real
>0

ERg;mrik =
j;k:]-)"'7N (17)
TAIjk <; Alkj + Elgimrik

r Ak 2r Ay — €14, 01 ¢ Parte imaginaria

m‘kZO

glsim

que representan la contribucién a la totalidad del problema, del conjunto de restricciones
para la presente etapa.

¢) Obtencion de las componentes de la matriz modal a partir de los residuos

El proceso seguido para la obtencion y ajuste de las componentes de la matriz modal
[®], a partir de todos y cada uno de los residuos A, es similar al mostrado en!? para
la determinacién de la matriz modal. Por lo que aqui solamente se resumen brevemente
los pasos fundamentales del mismo, con la nomenclatura propia del presente apartado, al
objeto de no perder la continuidad en la explicacién del proceso de resolucién a través del
método para el ajuste global de la respuesta. En todo caso, se puede consultar'? para ver
con méas detalle alguno de los pasos mostrados en esta tercera etapa.

El conjunto de nuevas variables involucradas en el problema, que van a aparecer durante
el desarrollo de esta etapa c, son las siguientes:

p) Pg,.: componente real de la matriz modal para la fila j y columna (modo) r
q) ®,;,: componente imaginaria de la matriz modal para la fila j y columna (modo) r

I) Eg,.5: €rror asociado con el modo r en la receptancia virtual oy, (parte real) para la
matriz modal

S) €s,rj%: error asociado con el modo r en la receptancia virtual a, (parte imaginaria)
para la matriz modal

debido a la metodologia del analisis de regresion efectuado, las variables €4 i ¥ €4k, SON
siempre positivas.
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Por definicién, cada residuo es el resultado del producto de dos componentes de una
misma columna de la matriz modal

T’Ajk - q)j'r(I)kr (18>

Descomponiendo los residuos y las componentes de la matriz modal, en sus componentes
real e imaginaria, en la expresién anterior se tiene que

(TARjk: + TAngZ) = (pRjT' + ®1j7' 7’ (kar + ¢1k7' /L (19)
a b c d

y segun la transformacion realizada en la primera etapa, para el presente caso se obtiene
(TARjk + T‘Aljki) = (@Rj'rél?,kr - Qljrq)lkr) + ((ijrq)Ikr + QIjTQer)i (20)
con lo cual, identificando términos a ambos lados de la igualdad anterior resulta

TARjk = ((I)Rjr‘I)er - (I)Ijrcblkr) (21)
rAIjki - ((I)Rjrq)mr + q)ljrq)er)i

Para ajustar cada una de las componentes de la matriz modal, se utiliza un andlisis de
regresion, segiin el método de estimacién del minimo valor absoluto!!

Z Z Z ‘TARjk - (I)Rjrq)RkT’ + Z Z Z ‘TAIJ'k - (I)Ijrq)er’ (22)
r ik r o j k

La estimacién de las mismas, se puede obtener a través de la resoluciéon del siguiente
problema de programacion no lineal (contribucién de la presente etapa en la funcién objetivo
para la totalidad del problema)

Minimizar z = --- + Z Z Z(€¢R7~jk + Ed)Irjk) + - (23)
r 7 k

El conjunto de restricciones no lineales del problema, viene dado por

TARjIc - ‘I)Rjr(I)er < Ed prik
D Prir —r ARjk < Edprik parte real
E<I>Rrjk: 2 O
(24)
TAIjk - (I)Ijrq)lkr < Edrrijk
S Pryr — rApje < €3,051  p Parte imaginaria
Eo,rjk = 0

que representa la contribucién de la presente etapa en las mismas, para la totalidad del
problema.
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d) Imposicion de las condiciones de ortogonalidad

Finalmente se introducen las propiedades de ortogonalidad, en el método del ajuste
global de la respuesta. En la situacion general de amortiguamiento histerético o estructural
-escritas en forma matricial- aquellas se reducen a

(25)
[@]" [[K] +4[D])[@] = [A\]]

Mais adelante, se verd que la segunda de estas ecuaciones resulta redundante, ya que si los
parametros del modelo modal son conocidos (frecuencias naturales, coeficientes de pérdida
por amortiguamiento y matriz modal w,, 1., [®]), el cdlculo de la rigidez [[K]| + i[D]] es
directo.

Por otra parte, la primera ecuacién representa el producto de tres matrices con mag-
nitudes reales e imaginarias, que debe particionarse en dos ocasiones a lo largo de todo el
proceso, para lograr efectuar el mismo. El procedimiento para realizar el producto de las
matrices modales y de masa, ha sido verificado aparte, por lo que aqui solo se expone el
algoritmo final.

El conjunto de nuevas variables involucradas en el problema, que van a aparecer durante
el desarrollo de esta ultima etapa d, son las siguientes

t) Mg, componente real de la matriz de masa concentrada

u) Ig,.: componente real de la matriz identidad

v) I;.,: componente imaginaria de la matriz identidad

W) auxg,: variable auxiliar (parte real), para el cdlculo de [M][®]

X) auxy.: variable auxiliar (parte imaginaria), para el cdlculo de [M][®]

Y) E1aprs: €rror en el ajuste (parte real), de cada componente de la matriz identidad (/]

z) €1a;rst €ITOT €n el ajuste (parte imaginaria), de cada componente de la matriz identi-
dad [[]

Antes de proceder con la metodologia empleada, respecto a las variables utilizadas se
debe indicar que:

= A todas las masas que no pertenecen a la diagonal principal se les asigna el valor
cero, mientras que las que pertenecen a la diagonal principal se definen como variables
positivas (y conocidas).

= La parte imaginaria de la matriz de masa es siempre nula, evidentemente.

= Como es sabido, la matriz identidad [I], estd formada por términos unidad en la dia-
gonal principal y por términos nulos en el resto. Sin embargo al conjunto de variables
constituido por cada una de las componentes de la misma, no se les aplica ninguna
restriccién, al objeto de comprobar la idoneidad del calculo realizado.
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= Debido a la metodologia del andlisis de regresién efectuado, ;4 nrs Y €1d;rs SON SiemMpre
positivas.

Como ya se ha mencionado, una variable auxiliar va a ser utilizada para recoger tem-
poralmente el valor del producto [M][®]

auxy, = ka]@ﬁ (26)
J

tanto para la parte real como para la imaginaria

(aukar + auXRk.,fl') = Z mRkj + m]kj ¢Rj7‘ + q)ljr Z (27)
Z ~—— \\b,./ ~—~— T
a (&

dado que la parte imaginaria de la masa, debe ser siempre nula, resulta

AUX Ry, = E Mgk P gy
J

(28)
aAUX g, = Z MRk (I)Ijr
J

la primera particion buscada, identificando términos reales e imaginarios a ambos lados
de la igualdad anterior. Una vez que se tiene la solucién para todas y cada una de las
componentes del producto [M][®], se procede al célculo del producto del resultado del
mismo por la matriz modal traspuesta [®]” [aux]

I’rs — ZQJT aUX]S (29)
J

A partir de cuya expresién, mediante la particion ya utilizada en otras ocasiones, y en
particular al principio de este apartado (etapa a)

(Iprs + I1,47) = E Dpip+ Pyt aUXp;, + aUXy,, @ (30)
7 ~—~— T —— T
a C

se obtiene, identificando términos reales e imaginarios, la segunda particién

IRTS - E (ijr auijs - E q)Ijr a‘uXI]’s
J J

(31)
I, = Z (I)Rjr auxy;, + Z (I)Ijr AUXR;s
J J

Finalmente, para culminar esta tltima etapa, se procede al ajuste de la matriz identi-
dad; para ajustar la solucién de todas y cada una de las componentes de la ecuacién que
constituye la primera condicién de ortogonalidad [®]7[M][®] = [I], se utiliza un analisis de
regresion, segin el método de estimacién del minimo valor absoluto

> | o) - 1]+ |[@) (nlfe] - 11 (32)

1
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La estimacién de los parametros modales, se puede obtener a través de la resolucién del
siguiente problema de programacion no lineal

Minimizar z = Z Z oo+ (Eragrs T Erayrs) (33)

sujeto al siguiente conjunto de restricciones no lineales del problema, que definen -junto con
las de las restantes etapas- el conjunto de soluciones admisibles

[@]" [M][@] — [I] < [esd]
1] = [@]" [M][®] < [esd] (34)

[51d] >0

tanto para la parte real como para la imaginaria. Por consiguiente, segin la nomenclatura
utilizada, se reducen a

(
IR'rs - ‘SldRTs S 1

Ig,s + Erdprs >1 parar =s
Eragrs = 0
parte real
In,s — Erapgrs <0
Ines+€ragrs >0 para r # s (35)

eldRrs Z 0 /

II’!‘S - 6Idlrs S O
It + €14;rs > 0 p parte imaginaria
eldlrs Z O

El conjunto de estas tltimas expresiones (35), junto con (33), representa la contribucién
de esta tultima etapa d, al conjunto de restricciones y a la funciéon objetivo del problema
total, respectivamente.

La funcién objetivo completa y el conjunto total de restricciones se recogen a continua-
cion. Las variables que componen las mismas, satisfacen las definiciones que se han mostrado
en las etapas previas. Asi pues, la estimacion de los pardmetros modales, se puede obtener
a través de la resolucién del siguiente problema de programacién no lineal

Minimizar z = Z Z(amj +en;) + Z Z Z(ERska + aRska,)—i—
Joi roj ok
+ Z Z Z(‘S@Rm’k + €aprjn) + Z Z(e?IdRm + E14pvs)
r i k r s

(36)

sujeto al siguiente conjunto de restricciones no lineales del problema, que definen el
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conjunto de soluciones admisibles

XRij - datosz < ERij
datORij - XRij < Eryj
ERij = 0

parte real

Xuj - dato]i]’ < e
dato[z‘j - XIij <epn;
€rij = 0

parte imaginaria

TARjIc <r ARkj + ERgymrik
rArjk >r Aprj — ERgymrik
gRSimrjk Z 0

parte real

TAIjk < Aij + Elgimrik
rArje Zr Ay — €14, rie ¢ Parte imaginaria
Ergimrik >0

TARjk - (I)Rjr(I)er < € prik
(ij'r'@Rk:'r —r ARjk < € prik
€<I>Rrjk: 2 0

parte real

TAIjk =P, Pp, < Edrrijk
(I)Ijr(I)Ikr - TAIjk < Edrrjk
€@ rjk >0

IR’V‘S - EIdR'rs
IR’V‘S +€IdR'rs
gldRrs 2 O

IV IA

parar =s

IR’V‘S - 6IdR'r.s
IRrs + gldRrs
€IdRrs 2 O

IV IA
oo

para r # s

Ilrs - €Id17‘s S 0
II'rs + gldl'rs Z 0
EIdI'rs Z 0

parte imaginaria

parat=1,---
la respuesta.

EJEMPLO

parte imaginaria

parte real

Generacién modelo artificial de FRF y
ajuste de la respuesta

Imposiciéon cond. simetria a residuos
receptancia

Obtencién comp. matriz modal a
partir de residuos

Imposicién condiciones de
ortogonalidad

(37)

,n donde n es el nimero de muestras o de puntos, en los que se ha recogido

La exposicién de la metodologia analizada se complementa con un ejemplo aplicado,

que implementa el algoritmo, al objeto de:

» indicar como se realiza la traduccién del lenguaje matemaético utilizado, al correspon-
diente a un software de optimizacién comercial (GAMS)3.
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= que el lector verifique por si mismo, que se alcanza la solucién del problema inverso,
es decir que partiendo del modelo de respuesta se puede llegar al modelo espacial del

sistema, a través de la determinacion previa del modelo modal.

A continuacién, se muestran los resultados obtenidos para un sistema de 6 grados de li-
bertad, utilizando la metodologia expuesta. El modelo espacial empleado para la generacion

de datos, es:

050 0 0 0 0
01 0 0 0 0
0 0150 0 0
MI=19 0 0 2 0 o0
00 0 0 25 0
(000 0 0 0 3
2403 -1 0 0 0 07
1 2 -1 0 0 o0
o 0 St 2 —1 0 o
[K] +1i[D] =10° = 0 0 -1 2 -1 o0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 1|

(39)

En la Figura 1 se muestran los modelos -ambos de 6 grados de libertad- de edificio simple
y su equivalente de masas concentradas y resortes; correspondientes al modelo espacial

citado.

¢ —> Ms PLANTA 6 (CUBIERTA)

5 —» Els Ms PLANTA S

4 — Els M4 PLANTA 4

— Ely ms PLANTA 3
y — Eh | om PLANTA 2
1 — R PLANTA 1
El;

PLANTA BAJA
PLANTA GARAJE -1
PLANTA GARAJE -2

=1 P2 B3 e Bs o s
Wmd%ﬂm%m%m ms s |
k k

kl 2 3 k4 ks k6

Figura 1. Modelos de edificio simple, de vano, y de masas concentradas y resortes
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Desplazamiento del g.d.l. 1, en el dominio de la frecuencia: X1(m)
4 T T T T T T

Magnitude X{w)
N w
T T
| I

s
T
1

0 r,/\i\_ L. T | g w gy
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Frequency [rad/s]
10° . .
6
X
@
=
2
=
oo
ot
=
=)
&
|
10-6 I | 1 I | | | I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Frequency [rad/s]
2 T T

Real X(w®)

2 | | I | | I | |
o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Frequency [rad/s]

4 ! | 1 ! ! I ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Frequency [rad/s]

Figura 2. Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 1

Los datos de partida para alimentar el algoritmo de resolucién, han sido elaborados a
partir del modelo espacial, segin se describe en el Apartado 1. Al objeto de evitar ocupar
un espacio excesivo, en la Figura 2, solamente se representa la respuesta (desplazamiento),
en el dominio de la frecuencia, de uno de los grados de libertad medidos.
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1.1 1.24189292 0.05710553 1.2 0.49606051 -0.05623586
2.1 -0.47267294 0.06721136 2.2  0.46428905  0.07967067
3.1 0.09087085 -0.02620906 3.2 -0.57741002  0.00721980
41 -0.01164141 0.00499246 4.2  0.27657094 -0.02539778
51 0.00111151 -0.00063913 5.2 -0.08333710  0.01254411
6.1 -0.00007799  0.00005625 6.2 0.01486710 -0.00284277
1.3 0.31991805 -0.05505933 1.4  0.27865073 -0.05506126
2.3 0.43450747  0.01890679 2.4  0.46047118 -0.00759749
3.3 -0.05060089 0.05321653 3.4  0.26967123  0.03498076
4.3 -0.42836224 -0.02038987 4.4 -0.24704509  0.02542939
53 0.37619988 -0.01096854 5.4 -0.36291297 -0.01342172
6.3 -0.11942441 0.00703735 6.4  0.25424372 -0.00339960
1.5 0.20178585 -0.04342861 1.6 0.07477067 -0.01741261
2.5 0.38522876 -0.02091246 2.6  0.15379002 -0.01223657
3.5  0.44967771  0.00314879 3.6  0.22883973 -0.00701807
45 0.30629995 0.01717444 4.6 0.29505888 -0.00213573
55 -0.02544480  0.01282140 5.6 0.34612132  0.00181377
6.5 -0.33717664 -0.00060141 6.6 0.37497818  0.00411823

Tabla I. Partes real e imaginaria, de todas y cada una de las componentes de la

matriz modal

(@]

Modo  w, [rad/s] Aw, [%] )y An, [ %)
1 68.95390405 -1.45025E-08 0.09612912 -1.04027E-05
2 46.77391502 -2.13794E-08 0.03352524 -2.98283E-05
3 37.16899036 -2.69041E-08 0.02254924 0
4 28.43976461 -3.5162E-08  0.02961704 0
5 17.55565901 -5.69617E-08 0.04127203 -2.42295E-05
6 5.06669900 -1.97367E-07 0.06881535 0
Tabla II.

Como se ha mencionado en la introduccién, una de las caracteristicas del lenguaje de
programaciéon GAMS (General Algebraic Modeling System), radica en que una vez que se
tiene una formulacién consistente del problema, expresada en la notaciéon de GAMS, el
mismo software elige algin optimizador de los que dispone, para alcanzar su solucién. De
esta manera, el proceso de resolucion del problema estd separado del proceso de modelado;
el usuario puede cambiar el modelo para mejorarlo o completarlo en un entorno agradable
de manejar, ya que no se tiene que preocupar del funcionamiento del algoritmo interno que
necesita para resolverlo®.

Seguidamente, se indican los resultados alcanzados para el modelo modal: matriz modal
normalizada [®] respecto de la masa del sistema (Tabla I), asi como las frecuencias naturales
wy y los factores de amortiguamiento 7, (Tabla II).

Para los parametros modales estimados (frecuencias naturales, factores de amortigua-
miento y modos de vibracién) se obtienen los mismos resultados que se pueden conseguir a
través de la resolucién del correspondiente problema directo.

El porcentaje de error cometido en la identificacién de las frecuencias naturales Aw, y
de los factores de amortiguamiento A, se muestran en la Tabla II. La influencia del nimero

de iteraciones en la funcion objetivo z se representa en la Figura 3, la misma, alcanza un
valor de 5.6000E-9 después de 37405 iteraciones.
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Funcion Objetivo: z
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Figura 3. Influencia del niimero de iteraciones en la funcién objetivo z

En el caso de los autovectores, al objeto de valorar la precisién, resulta interesante
comparar el grupo de modos de vibracién identificados, con los que se pueden alcanzar
teéricamente; a este respecto, es mas preferible una representaciéon numérica -por ser mas
objetiva y mas facilmente contrastable- que su andloga gréfica.

Ambos conjuntos de modos se corresponden perfectamente entre si (Tabla III); este
hecho se demuestra cuantitativamente por medio de las magnitudes de la matriz MAC
(Modal Assurance Criterion), con valores de la diagonal principal que alcanzan el valor
unidad.

El rango de aplicacién del método expuesto a construcciones reales, pertenece al analisis
modal de grandes estructuras civiles, en las que solo son de interés -en cada direccién- los
primeros modos (por ejemplo 3 6 4 en un edificio de gran altura), por lo que para definir tal
numero de modos en una gran construccion, es suficiente con unos pocos grados de libertad
(véase por ejemplo las referencias 13, 14).

1.0000 0.0951 0.0438 0.0296 0.0144 0.0026
0.0951 1.0000 0.1172 0.0564 0.0231 0.0039
0.0438 0.1172 1.0000 0.1279 0.0352 0.0061
0.0296 0.0564 0.1279 1.0000 0.1168 0.0106
0.0144 0.0231 0.0352 0.1168 1.0000 0.0698
0.0026 0.0039 0.0061 0.0106 0.0698 1.0000

Tabla III. Matriz MAC entre los modos tedricos y los estimados
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CONCLUSIONES

A continuacién, se exponen las conclusiones generales més destacadas, que se pueden
extraer de la exposicién efectuada en los apartados previos:

= Se abre un nuevo camino para la resolucién -a través de métodos de optimizacién y
particularmente del programa GAMS- del problema inverso en andlisis modal, que
permite determinar el modelo modal a partir de la respuesta del sistema, utilizando
la técnica del Ajuste Global de la Respuesta.

= Se proponen técnicas de descomposicion para trabajar con magnitudes complejas,
que permiten tratar separadamente la parte real e imaginaria, incluso en operaciones
matriciales producto, asi como ejemplos de las mismas para la implementaciéon en
programas comerciales de optimizacién, un requisito ineludible en la aplicacién del
programa GAMS.

= Y en particular, en lo que respecta a la técnica del Ajuste Global de la Respuesta, se
concluye que:

- Permite la determinacién de los modos de vibracién normalizados respecto de la
matriz de masa en la situacién general de amortiguamiento estructural, es decir,
la obtencién de la matriz modal [®], solucionando de esta forma el problema
inverso, desde las mediciones experimentales del modelo de respuesta, hasta el
modelo modal w,, n,, [®]. Esto resulta evidentemente ventajoso, frente a otros
procedimientos, que sélo consiguen la determinacién de valores proporcionales de
la respuesta, entre cada uno de los grados de libertad considerados, que componen
cada uno de los modos de vibracién (matriz [V]).

- Este algoritmo alcanza una estimacién global de pardmetros (frecuencias natu-
rales, coeficientes de amortiguamiento y matriz modal w,., n,, [®]). Mediante un
proceso iterativo de calculo, creando un modelo de funciones de respuesta en fre-
cuencia artificiales, ligado a la totalidad de grados de libertad del sistema bajo
estudio. De este modo es posible obtener un conjunto de soluciones nico y con-
sistente de estas propiedades procesando toda la informacién simultaneamente.
Lo que, en principio, es preferible a las formas de promediado de los resultados de
varios andlisis independientes, como por ejemplo, de una coleccién de funciones
de respuesta en frecuencia.
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