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Resumen

Apresenta-se uma nova formulagio do MEC (Método dos Elementos de Contorno) para simulagdo numérica
de descontinuidades fortes na mecéanica de sélidos. Mediante uma decomposi¢ao adequada do campo de
deslocamentos, identificam-se as distintas escalas em problemas de descontinuidades fortes. No contexto
dos problemas de miltiplas escalas, as componentes associadas a regiao onde se concentram as deformagoes
representam o comportamento da microestrutura e correspondem & ’escala refinada’ (fine scale). A aproxi-
magao que se obtém eliminando-se a escala refinada da solugao do problema corresponde a ’escala grosseira’
(coarse scale). A idéia bdsica da presente formulagio consiste em escreverem-se as equagbes que gover-
nam o problema em termos da ’escala grosseira’, mas incorporando as informacoes da ’escala refinada’. As
equagoes integrais do MEC resultantes sdo similares as empregadas nas formulagdes convencionais por colo-
cacao baseadas em deformagses iniciais. Essa similaridade permite que o tratamento numérico seja efetuado
sem a necessidade de utilizarem-se técnicas de sub-regides ou solugdes hipersingulares. Dessa forma, os
codigos computacionais convencionais nao-lineares baseados no MEC podem ser empregados também para
o tratamento de descontinuidades fortes sem a necessidade de grandes alteragoes. Apresentam-se algumas
analises numéricas representativas de sélidos elasto-pldsticos a fim de ilustrar a eficiéncia da formulagao
proposta.

Palavras chave: elementos de contorno, descontinuidades fortes, localiza¢do, miltiplas
escalas.

A BEM FORMULATION FOR NUMERICAL SIMULATION OF STRONG DISCONTINUITIES

Summary

A new Boundary Element Method for numerical simulation of strong discontinuity in solids is presen-
ted. Different scales can be recognized by an appropriate decomposition of the displacement field of solids
exhibiting strong discontinuities. In a multiple scale framework, the components related to the strain
concentration zone define the ’fine scale’ and represent the effect of the microstructural behavior. The
‘coarse scale’ is achieved by removing the ’fine scale’ from the total solution. The basic idea of the proposed
formulation consists of obtaining the governing equations only in terms of the ’coarse scale’, but preserving
the ’fine scale’ information. The corresponding non-linear BEM integral equations are similar to those of
standard collocation approach with initial strain field applied over the domain. This similarity leads to
a numerical procedure to treat discontinuities without hipersingular equations and sub-region techniques.
Only small changes are required in the standard non-linear boundary element codes to make possible strong
discontinuity simulations. Some representative analyses of elasto-plastic solids are performed to access the
performance of the proposed formulation.

Keywords: boundary elements, strong discontinuities, localization, multiple scale.
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INTRODUCAO

Durante os tltimos anos desenvolveu-se uma grande quantidade de trabalhos dedicados
ao estudo tedrico e numérico da formacao de descontinuidades na mecanica de sélidos. Esse
interesse justifica-se principalmente pela necessidade de andlise de aspectos relacionados a
segurancga em engenharia, uma vez que os mecanismos de colapso em diversos casos deco-
rrem do predominio que a formagao das descontinuidades passa a exercer sobre o comporta-
mento estrutural. A formacdo de fissuras em rocha e concreto, superficies de deslizamento
em taludes e bandas de cisalhamento em metais sao alguns exemplos tipicos desse fenémeno.

Entende-se como descontinuidade forte a solugao de problemas de mecanica de sélidos
que apresentam saltos no campo de deslocamentos através de uma superficie material (ou
linha material em problemas bidimensionais). O correspondente campo de deformagdes,
obtido mediante o gradiente material dos deslocamentos, deixa de ser limitado (bounded)
ao longo da superficie de descontinuidade.

No campo tedrico, destacam-se duas correntes distintas para modelar a formacao das
descontinuidades fortes.

Por um lado encontram-se os modelos fundamentados na mecanica do continuo, nos
quais considera-se que a descontinuidade é o caso limite da localizacao de deformagdes em
bandas estreitas. Nesses modelos continuos, os conceitos macroscépicos de deformacoes e
tensoes sao mantidos para representar o comportamento constitutivo do material. Em meios
sélidos convencionais, locais e independentes da velocidade (rate independent), interpreta-
se que a localizacao decorre da formacao de descontinuidades fracas, caracterizadas por
deslocamentos continuos, mas deformacoes descontinuas. Associa-se as referidas descon-
tinuidades a instabilidade do material, conduzindo a perda de elipticidade local das equagoes
de equilibrio incrementais (bifurcacdo descontinua)?*. A auséncia de um comprimento in-
trinseco nos meios sélidos convencionais faz com que a largura da banda de localizacao fique
indefinida, causando dependéncia da discretizacao do dominio nas solugoes numéricas. No
ambito do Método dos Elementos Finitos - MEF, diversas estratégias foram propostas com
o intuito de resolver a dependéncia com respeito a orientacao e ao tamanho dos elemen-
tos da malha33233L19 Qg meios sélidos reqularizados, tais como meios continuos nao-
locais®?®, meios continuos de ordem superior’®, meios continuos de Cosserat'®* e meios
viscoplasticos' 730 sdo capazes de gerar solucoes objetivas, independentes da discretizacdo,
uma vez que apresentam intrinsecamente a dimensao da largura da banda. Entretanto
apresentam um elevado custo numeérico, ja que necessitam de discretizagao muito fina para
encontrar adequadamente a zona de localizagao.

J4 nos chamados modelos discretos!? , substitui-se a zona de localizacdo por uma su-
perficie de descontinuidade. Nesses modelos, o comportamento nao-linear da zona de lo-
calizagao fica reduzido a uma relagao constitutiva discreta entre tensoes e deslocamentos
relativos (saltos) na interface. A forma mais comum de tratar o modelo numericamente
consiste em considerar os labios da descontinuidade como fronteiras de sub-regioes elasticas
do dominio do problema. No contexto do MEF, esse tipo de tratamento exige o conheci-
mento prévio da linha de descontinuidade ou técnicas sofisticadas para adaptar a malha de
elementos finitos aos novos contornos que se formam durante o processo de carga'!. Uma
forma de evitar os processos de adaptacao da malha consiste na utilizacao de elementos que
incorporam fungoes interpoladoras descontinuas, capazes de representar o comportamento
da interface no interior do elemento®!418.

No ambito do MEC, os referidos problemas de adaptagao da discretizagao sao reduzi-
dos drasticamente, posto que somente é necessario definir novos elementos pertencentes a
interface entre as sub-regides'>7. Uma alternativa ao emprego de sub-regides consiste em
usar o processo de colocacao no qual utiliza-se a equagao integral dos deslocamentos em um
14bio da descontinuidade e a equacao hipersingular das forcas superficiais no ldbio oposto?”.
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Outra opcao para modelar descontinuidades fortes, sem a necessidade de considerar inter-
faces que separam o corpos em duas partes, corresponde a formulacao do MEC baseada em
tensoes iniciais, na qual a integral de dominio sobre as regides estreitas de localizagcao sao
transformadas em integrais sobre uma superficie de descontinuidade forte idealizada'332.

Nesse trabalho serd considerado o modelo alternativo proposto primeiramente por Simé
e co-autores?® . No referido trabalho demonstrou-se que, sob determinadas condicdes, as
relagoes constitutivas locais e independentes da velocidade sao compativeis com campos de
deformacoes nao-limitados, permitindo, dessa forma, o tratamento da descontinuidade forte
dentro do contexto da mecéanica do continuo convencional.

As particularidades (e dificuldades) do tratamento numérico de problemas envolvendo
localizacao (ou descontinuidades fortes), referidas anteriormente, devem-se a existéncia de
distintas escalas no dominio fisico, uma vez que a regiao onde as deformacoes se concentram
¢ muito pequena quando comparada ao dominio do problema. No trabalho de Garikipati e
Hughes” apresenta-se um estudo da localizacio de deformacdes em problemas unidimension-
ais, dentro do contexto dos problemas de miultiplas escalas. No referido trabalho, define-se
“escala grosseira” (coarse scale) como uma aproximagao do campo exato na regiao de inter-
esse. A diferenca entre os campos real e grosseiro corresponde aos detalhes microestruturais
da solugao, denominado “escala refinada” (fine scale). A idéia bésica consiste em gerar um
modelo expresso em termos da escala grosseira, mas contendo informagoes referentes a mi-
croestrutura. O tratamento numérico do modelo resultante torna-se mais simples e preciso
e, de certa forma, unifica algumas das formulacées do MEF relacionadas anteriormente para
dominios unidimensionais.

O presente trabalho explora os conceitos expostos por Garikipati e Hughes e apresenta
uma alternativa de tratar problemas bidimensionais de descontinuidades fortes no contexto
de multiplas escalas. Para a extensao a duas dimensoes, utiliza-se a cineméatica de descon-
tinuidades fortes proposta por Oliver?!, empregando-se a condicdo de equilibrio na interface
de descontinuidade para obterem-se as equactes bdsicas do problema somente em termos
das varidveis da escala grosseira. As equagoes integrais do MEC resultantes sdo similares as
empregadas nas formulacoes convencionais por colocacao baseadas em deformagoes iniciais.
Essa similaridade permite que os c6digos computacionais convencionais nao-lineares possam
ser empregados também para o tratamento de descontinuidades fortes sem a necessidade
de grandes alteragoes. Embora a formulacao proposta aqui esteja limitada a problemas
bidimensionais, o presente trabalho contém os elementos bésicos para a futura extensao a
casos tridimensionais.

CINEMATICA DE DESCONTINUIDADES FORTES

Campo de deslocamentos

Considere-se um dominio bidimensional €2 formado pelos pontos materiais x contendo
uma linha de descontinuidade S, que divide o dominio em duas partes Qt e Q~ (Figura 1).
Sejam 7 e £ eixos de um sistema curvilineo de coordenadas , tal que S corresponde a linha
coordenada n = 0 e seja Q4 um sub-dominio arbitrario de 2 (2, C Q) que contém a linha
de descontinuidade S (S C Q).

O campo de deslocamentos u pode ser decomposto adequadamente da seguinte forma?!
u(x,t) = u(xt) +(Hs(x)—¢(x))[u] (1) (1)
N——
parte regular parte descontinua

onde U é a parte regular continua, equanto o iltimo de termo da expressao (1) corresponde
a parte descontinua do campo de deslocamentos.
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Figura 1. Dominio bidimensional descontinuo

A func@o [u] é continua em e representa a magnitude da salto no campo de deslo-
camentos ao longo de S, Hs é a funcao Heaviside situada sobre S(Hs = 0Vx € Q~ e
Hs =1Vx € Q) e ¢ é uma fungao continua que satisfaz a seguinte condicao

p=0 VxeQ \Q,
{¢:1 \1er+\ng 2)

De acordo com a expressao (1), o salto de deslocamentos provem da operacao da fungao
de Heaviside sobre a func¢ao continua [u].

A Figura 2 ilustra a variagdo das componentes do campo de deslocamentos ao longo
da coordenada curvilinea 7. E importante notar que, mediante a decomposigao (1), a
contribuigao da componente da descontinuidade [u] é distinta de zero apenas no subdominio
14, ou seja, o campo de deslocamentos é descrito apenas pela parte regular i em todo o
dominio externo a .
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Figura 2. Decomposicao do campo de deslocamentos
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Campo de deformacoes

Fazendo-se o gradiente material do campo de deslocamentos (1), obtém-se o campo de
deformacoes, que pode ser decomposto da seguinte forma

e=Vou= \e:_/ +e€y + €5 (3)
parte regular
com
¢ = Vo (4)
e = — (Vo [u))®+ (Hs — ¢) VO[u] (5)
e5 = ds(n®[u])® (6)

onde o operador (.)S indica a parte simétrica de (o), n é o vetor unitdrio com orientagao
normal a linha de descontinuidade S (Figura 1) e ds representa a distribui¢cao de Dirac
situada sobre S, ou seja,

1
0s = ps lim o (h € R) (7)

onde ps representa a funcao de colocagdo situada sobre S(us(x) = 1vVx € S, pus(x) =
0vx € 2\ S).

A parte regular, €, deriva-se da parte regular dos deslocamentos, sendo continua e limi-
tada em todo o dominio. A parte €4, que pode ser descontinua porém limitada, apresenta
valores distintos de zero somente em pontos do interior de . A presenca da distribuicdo
de Dirac no termo €g decorre do calculo do gradiente material da funcao de Heaviside da
descrigao (1). Portanto, o dltimo termo de (3) introduz caracteristica distribucional ao
campo de deformagoes, que deixa de ser limitado sobre S.

No contexto dos problemas de multiplas escalas”, as partes regulares da descricao ci-
nemética (1) e (3) correspondem & solugao aproximada associada & escala grosseira. Os
termos nao regulares estao relacionados aos detalhes microestruturais da regiao onde as
deformacoes se concentram, associados a escala refinada.

EQUACOES BASICAS

Na presenga de descontinuidade forte, as equagoes locais de equilibrio do sélido devem
ser complementadas pelas seguintes condigoes de equilibrio na interface S

n-jop—o_|=0 (8)
n-los—0:]=0 (oun-[los—o_]=0) (9)

onde o4 e o_ representam os tensores de tensoes nos ldbios da descontinuidade e og
corresponde as tensoes nos pontos materiais de S.

Deve-se estabelecer a lei constitutiva que rege o comportamento mecanico do material
interno e externo a linha de descontinuidade. Para isso, existem duas opcoes distintas.
Na primeira delas, empregam-se os chamados modelos de fratura coesiva, amplamente di-
fundidos para simular abertura de fissuras em concreto'®. De maneira geral, tais modelos
consideram que a regiao estreita onde ocorre a degradagao do material (crack process zone)
pode ser aproximada por uma superficie de descontinuidade, na qual descreve-se o compor-
tamento nao-linear mediante uma relagao discreta com abrandamento (softening) entre o
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vetor tensao e as componentes do salto de deslocamentos entre os labios da descontinuidade.
O comportamento dos pontos externos em geral é considerados eldstico linear.

A outra opcao consiste em utilizar a mesma lei constitutiva do dominio continuo também
para representar o comportamento dos pontos no interior da descontinuidade. Essa segun-
da opcdo foi introduzida pelo trabalho de Simé e co-autores?® e posteriormente foi mais
detalhada por Oliver e co-autores?2. Nos referidos trabalhos demonstrou-se que, sob certas
condicoes, as leis constitutivas do continuo sao compativeis com deformagoes nao-limitadas,
permitindo o tratamento de descontinuidades fortes dentro do contexto da mecanica do
continuo. Nesse caso, a condi¢ao de equilibrio na interface (9) expressa-se como

n-[2° (es) — 2°(e.)] = 0 (10)

onde a funcao X°(€) representa, de maneira genérica, o comportamento constitutivo do
material, que depende localmente das deformacoes ,e, e da histéria das deformacoes ao
longo do processo de carga. Os tensores €s e €, representam as deformagoes dos pontos do
interior e de um dos ldbios de S, respectivamente.

De acordo com a expressao das deformacoes (3), a condi¢ao (10) pode ser reescrita em
termos da parte regular € e das componentes do salto [u] como

02 (e () + in 1 (0o fa])®) - e+ es ()| =0 ()

Na equacao (11), as deformacoes €, foram escritas como funcoes dos saltos [u], uma
vez que as fungoes ¢ e Hg , assim como a normal n, podem ser consideradas definidas a
priori*.

Portanto, a partir da equagao (11), é possivel estabelecer uma relagao entre as compo-
nentes do salto e a parte regular das deformacoes do tipo

[u] = £ (&) (12)

E importante salientar que, para efeitos numéricos, nao é necessario obter-se a forma ex-
plicita da relacao (12). Para um dado €, as componentes do salto podem ser obtidas
localmente na interface, mediante a resolu¢ao numérica da equagao nao-linear (11).

Mediante a relacao (12), pode-se eliminar as componentes do salto das descri¢oes cine-
maticas (1) e (3). Dessa forma, o problema passa a ser governado pelo seguinte conjunto
de equacgoes envolvendo apenas a parte regular dos deslocamentos e das deformagoes

Vio+b=0 em Q\S (equilibrio) (13)

{ ; _ uuo- _ g EE ?Z (condigoes de contorno) (14)
€=Vu em Q\S (relagao local entre deformagoes e delocamentos) (15)
o=3(&) em Q\S (rel. constitutiva regularizada) (16)

*Consirera-se aqui que a descontinuidade é uma linha material previamente estabelecida.
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n-o;p=n-o_ emS (equilibrio na interface) (17)

onde b representa as forgas volumétricas, v é o vetor unitario normal ao contorno I' (Figu-
ra 1). Os valores w e p correspondem, respectivamente, aos deslocamentos e forgas de
superficie prescritos nas partes do contorno I'y, e I', (' =T, UT,, I', NT), = 0).

E importante observar-se que em (16) a relacdo constitutiva 3¢ foi substituida pela
relacao X, que depende apenas da parte regular das deformagoes, posto que

(€)
‘(e (& [u]))
(

c

\!

g

™ My

M M

“(e(&,1(8)))
= %(§) (18)

Portanto, a equagao (9) estd implicita na equacao (16).

EQUACOES DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Forma fraca das equagoes basicas
Considere-se a seguinte equacao usual de residuos ponderados

/Q(v-a+b).u*d9+/rp(ﬁ—p)-u*dr+/ru(u—ﬁ)-p*dr:o (19)

onde u* e p* sdo os deslocamentos e as forcas de superficie correspondentes ao campo
ponderador. Integrando por partes a primeira integral de (19), obtém-se

/V-a-u*dQ:—/U:Vu*dQ+/p-u*dF (20)
Q Q r

Para que o problema tenha sentido fisico, as tensoes em todo o dominio devem ser
grandezas limitadas. Assim, levando-se em conta que S corresponde a um dominio de
medida nula, a igualdade (20) poder ser reescrita como

/V‘a-u*dQ:—/ a:Vu*dQ—i—/p-u*dF (21)
Q oS r

Integrando-se por partes a integral de dominio do segundo membro de (21), obtém-se

/V-o--u*dQ:+ V-U:u*d9+/n-(a+—a_)-u*df (22)
Q

o\S S

Substituindo-se a identidade (22) em (19), chega-se finalmente & seguinte equagao inte-
gral:

/ (V~a+b)‘u*d§2+/ (Pp—p) -udll +
oS r,

/u(u—ﬁ)-p*df+/sn-(a+—a)-u*dF ~ 0 (23)
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Equacgoes integrais da formulagao nao-linear do MEC

No caso em que o material do sélido apresenta comportamento nao-linear, as tensoes
podem ser obtidas de maneira genérica por

U:C:(G—Gi) (24)

onde €' e C representam, respectivamente, a parte ineldstica do tensor de deformacoes e o
tensor constitutivo elastico de quarta ordem, que apresenta as seguintes simetrias:

Cijit = Criij = Cijie = Cjak (25)

Levando-se em conta a descrigao das deformagoes (3), a expressao (24) particularizada
para os pontos do dominio externo a linha de descontinuidade fica dada por

U:CI(Vﬁ+€¢—€i) em Q\S (26)

Para obterem-se as equacoes integrais do MEC, tomam-se como campos ponderadores
as solugoes fundamentais elasticas de Kelvin. Com certo abuso de notagao, os referidos
campos ponderadores devem satisfazer

V.eg"=V-(C:Vu*)=—éce (27)

onde e agrupa os vetores unitdrios da base ortogonal e d; representa a distribuicao de Dirac
situada no ponto singular ¢ (d¢(x) = 0 se x # ¢, d¢(x) =00 se x = C e [, p(x) cdQ=¢(¢)
Yip(x) € CO(Q) ).

Substituindo-se a expressao da tensao (26) na equacao (21) e levando-se em conta as
simetrias do tensor C, descritas em (25), obtém-se

/V-a-u*dQ:—/ a*:VﬁdQ—/ a*:(e¢—ei)d9+/p.u*dr (28)
Q O\S O\S r

Integrando-se por partes o primeiro termo do segundo membro de (28), chega-se a
/V-a-u*dQ = V-J*-ﬁdQ—/p*-ﬁdF+
Q O\S r

— /Q\S (€5 — €') : 0" dQ+ / p-u“dl’ (29)

r

Levando-se em conta a defini¢ao (27), ao substituir (29) em (19), obtém-se a expressao
integral dos deslocamentos regulares, que pode ser escrita de forma genérica como

c<~ﬁ:/p-u*df—/ﬁ-p*df+/b~u*dQ—|—/ (—€p+€') : o*dQ (30)
r r Q o\S

onde c; depende da posi¢ao do ponto singular ¢. E importante observar-se que a expressao
integral dos deslocamentos regulares (30) é similar & empregada na formulacdo usual do
MEC na presenca de deformacdes iniciais®. As deformacoes iniciais no nticleo da integral
sobre 2\ § de (30) sao constituidas pela componente nao-linear e pela parte nao regular
das deformacoes, €4. Essa ultima parcela introduz o efeito do comportamento nao-linear
da interface.
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Se o comportamento do material fora da descontinuidade for considerado elastico (€' = 0
em Q\ S), a nao-linearidade serd introduzida unicamente pela componente €4. Nesse caso,
como €, ¢ limitada e tem como suporte a regiao €y, a equagao (30) fica reduzida a

c§‘f1:/p~u*dF—/ﬁ‘p*dF+/b-u*dQ—/ €5 : 0 dS) (31)
r r Q Q,

Pode-se interpretar, portanto, que os saltos dos deslocamentos em S sdo “distribuidos”
de maneira consistente sobre a regiao {1y, mediante a componente das deformacoes €.

Levando-se as expressoes (26), (16) e (15) em (31), verifica-se que os deslocamentos regu-
lares ficam expressos unicamente em termos das varidveis regulares do problema mediante

(:C-ﬁ:/p-u*df—/ﬁ-p*df—l—/b-u*dQ—/ (Cflzf](é)—€> cotdQ (32)
r r Q Q0

A expressao integral das deformagoes regulares de um ponto interno, compativel com
(32), fica dada por®

€ = /p~U*dF—/ﬁ~P*dF+/b-U*dQ+
r r Q

_/Q¢ (ch:m@-¢):zae+ (Cin@) -¢): 5" (33)

As equacoes integrais (32) e (33) expressam o problema de descontinuidade fortes em

termos das varidveis regulares, ou seja, em termos da escala grosseira. E importante notar
que as informagcoes correspondentes a escala refinada estam presente nas referidas equacgoes
por intermédio da componente €4 (equacao (31)), que, de certa forma, distribui o efeito do
salto em S sobre a regiao (2.

DESCONTINUIDADES FORTES EM SOLIDOS ELASTO-PLASTICOS

Leis constitutivas de elasto-plasticidade

O modelo elasto-plédstico associado local e independente da velocidade pode ser escrito
mediante a seguinte relagao incremental entre tensoes e deformacoes

. CP:é se v#0O (carga pldstica) 34)
7= C:é se =0 (comportamento eldstico) (
com
1 -1
C? = (C—l + ﬁaacb ® c%cb) (35)
B(0.q) = B(0) — 0y + g (36)
¢=—H~y (37)

onde C representa o tensor constitutivo elasto-plastico, H ¢ o médulo de endurecimen-
to/abrandamento, ® é a fungao de fluéncia, ® representa uma fungao escalar das tensoes,
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oy € a tensao de fluéncia uniaxial, ¢ é o parametro de endurecimento e  é o multiplicador
plastico, definido pelas condicoes de carga e descarga de Kuhn-Tucker

v=0 <0 7@ =0 (38)
e pela condicao de consisténcia
7d =0 (39)

Analise de descontinuidade forte

A partir da derivada com relagdo ao tempo da descricao cinemética das deformagdes
(3) e da forma inversa da relacao (34), é possivel obter-se a seguinte expressao da evolugao
das deformacoes em caso de carga plastica

—~ 1
é=étép+ dsmeu)’ =C':6+—(0,220,0): 6 (40)
—_—— N—— ~——
limitado H

limitado ~ =és (ndo limitado) limitado

Para que a equagao (40) tenha sentido matematico, é necessario que haja uma corres-
pondéncia entre os termos nao-limitados da igualdade. Portanto, a fim de que as tensoes
sejam grandezas limitadas, o inverso do médulo de endurecimento/abrandamento deve ter
carater distribucional, ou seja

1 1

= =0s (41)

onde H é o médulo de endurecimento intrinseco??.

O médulo H é negativo e estd relacionado com a energia consumida na formacao da
unidade de superficie de descontinuidade, que, no contexto da mecdanica de fratura ndo-
linear, corresponde a energia de fratura G f20.

A correspondéncia entre os termos nao-limitados da igualdade (40) conduz a seguinte
equagao

(n® [4])° = % (0,8 ® 0,8) : & (42)

da qual é possivel estabelecer as condigoes consistentes com o inicio da descontinuidade
forte, assim como a orientacdo da normal n correspondente®?1?.

APROXIMACAO NUMERICA

Para a solugdo numérica das equagoes (32) e (33), é necessario discretizar-se o contorno
I' em elementos de contorno e a subregiao do dominio £y em células internas (Figura3b),

ou seja
r=>Y T.

e=1,ne
Qp= > Qe
c=1,nc

onde I', representa cada um dos ne elementos de contorno e 2. corresponde ao dominio de
cada uma das nc células que constituem a regiao Q2¢.
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Figura 3. Sélido bidimensional descontinuo: a) definicdo do problema, b) dis-
cretizagdo do contorno e da regiao €y

Dessa forma, é possivel aproximar-se a geometria e as varidveis do problema em termos
dos valores nodais, conduzindo & seguinte forma discretizada da equacao (32)

[H]{u} = [Gl{p} + {b} + [Q] ({C™ : £(&)} - {&}) (43)

onde os vetores {u} e {p} agrupam os valores nodais dos deslocamentos e forcas superficiais
no contorno, respectivamente, e o vetor {€} corresponde as deformagoes regulares nodais
das células internas. Agrupando-se as incégnitas do contorno em um unico vetor {y}, a
equagcao (43) fica reescrita como

Aly} =[]+ Q] ({C7" : 2 ()} - {&}) (44)

onde {f} corresponde as cargas (forgas volumétricas e os valores prescritos de deslocamentos
e forgas de superficie no contorno).

Da mesma maneira, a equacdo integral das deformagoes (33) se expressa na forma
discretizada mediante

(& = —H){u}+(Gp} + B} + Q) ({C: 2@} —{&})
= Wyt +{f+ Q] ({72 (@) - {e) (45)
(4

Substituindo-se {y}, obtido da equagao (44), na equagao
equacao nao-linear em termos das deformagoes regulares:

{et={m}+[s]({C': 2@} - {e}) (46)

5), obtém-se a seguinte

onde

{m} = {f'} - [A][A]7{f}
{S} = [Q1-[AA]7'Q]

E importante notar-se que {m} representa a solugao puramente eldstica, ou seja, aquela
obtida para a mesma carga quando 3 (6)=C: &

No presente trabalho, os nucleos das integrais de dominio das equacgoes (32) e (33)
sao aproximados por fungoes constantes em cada célula. Dessa maneira, na montagem das
equagoes (45), basta escrever-se a forma discretizada da expressao das deformagoes (33) para
apenas um ponto de colocagao no interior de cada célula. Portanto, o vetor das deformacoes
{€} é constituido pelas deformagdes €., correspondentes aos pontos de colocacao de cada
célula.
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MODELO CONSTITUTIVO REGULARIZADO

Na estratégia de solu¢do da equagao nao-linear (46), é necessirio obter-se a tensao
no interior da célula para as sucessivas deformagoes regulares do processo incremental e
iterativo.

Observa-se que a formulagao apresentada pode ser empregada para qualquer tipo de
modelo constitutivo, bastando substituir-se a relagdo que retorna as tensoes 3! pela co-
rrespondente ao modelo desejado. Cabe destacar também que, no caso de trabalhar-se
modelos constitutivos convencionais, que nao contemplem o comportamento da linha de
descontinuidade, as deformacoes regulares se igualam as deformacoes totais e €y representa
a regiao onde o material apresenta comportamento nao-linear. Portanto, a principal difer-
enca com respeito as formulagdes convencionais reside na definicdo da relacao constitutiva
regularizada, 33, que retorna as tensoes em funcao das deformagoes regularizadas, levando
em consideracao o efeito da escala refinada, ou seja, o comportamento micro-estrutural no
interior da linha de descontinuidade forte.

Nessa secao, a partir da condicdo de equilibrio ao longo da linha de descontinuidade,
descreve-se um procedimento para a determinacao das tensoes na célula em funcao das
deformacoes regulares, o = f](é) Considera-se que os pontos da célula externos a linha de
descontinuidade permanecem elasticos.

Regularizacao da distribuicao dg
A fim de obter-se uma aproximacao adequada para o tratamento numérico, a dis-
tribuicao delta de Dirac, ds , presente na componente nao-regular das deformacoes, €,
deve ser substituida por uma sequéncia definida em termos de um parametro de regular-
izacao k, fazendo-se?!
%:{

A sequéncia converge para a distribuicao delta quando k tende a zero. Para efeitos
praticos, basta trabalhar-se com valores de k algumas ordens de grandeza inferior a di-
mensdo tipica do dominio do problemal®.

Em decorréncia da regularizagao (47), o médulo de abrandamento da equagao constitu-

tiva de elasto-plasticidade deve ser substituido por sua forma regularizada

Vx €S

Vx € Q\ S (47)

O

00 Vx e Q\S

onde H é o médulo de abrandamento implicito, considerado como uma propriedade do
material.

Construgao da fungao ¢

De acordo com a descri¢ao cinematica (3), na componente €4 do campo de deformagoes
intervem a funcao ¢ que deve satisfazer as condigoes (2). Levando-se em consideracao que
a componente €, ¢ nula em todos os pontos externos a regiao {24, basta definir-se a funcao
¢ no dominio de cada célula, ou seja

c=1,nc

onde ¢, representa a funcao definida no dominio da célula €.
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Empregando-se células triangulares para discretizar {1, as funcoes ¢. podem ser definidas
mediantes funcoes lineares, que sao escritas facilmente em termos das coordenadas dos
vértices. A Figura 4 ilustra estas funcgoes para os diferentes modos em que a linha de
descontinuidade pode atravessar uma célula.

Figura 4. Construgao da funcio ¢ no dominio da célula

Aproximacgao da fungao [u]

A forma mais simples de aproximar a funcao salto [u] em €4 consiste em considera-la
constante no dominio de cada célula, ou seja

[u] ~ > acx. (50)

c=1,nc

onde . representa as componentes do salto do campo de deslocamento correspondente a
célula Qc, enquanto que X, é a fungao caracteristica (ou de colocac¢ao) no dominio de cada
célula €

1 vxeQ
XC—{ 0 ¥xgQ

Eliminacao da escala refinada

Levando-se em consideragao a defini¢ao da fungao ¢ (49) e a aproximagao da funcao [u]
(50), as deformagoes (3) em um ponto x do dominio de uma célula, ficam aproximadas por

é— (Ve @ aep)’ Vx € Q. \ S,
e+ ((An, - Vo) @ )’ Vx € S,

€. =

(51)

onde S, representa segmento da linha de descontinuidade no interior da célula 2. e n. o
correspondente vetor unitario normal.

No caso de trabalhar-se com vetores de deformactes e tensdes ao invés de tensores
simétricos, ou seja,

€= Cw =9 %w (52)
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o campo de deformagoes (51) pode ser reescrito segundo um sistema cartesiano de coorde-
nadas (z, y) como

[ €e-G.-a. Vx € Q. \ S
o= { e+ (IN.—Ge) e Vx €S, (53)
com
8¢C/8$ 0 ng 0 o
Ge=| 0  96/0y |5 Ne=| 0 ny |; = { . } (54)
0¢c/0y 0¢c/0x Ny MNg v

onde n, e ny sao as componentes de n. enquanto que o, e o, sao as componentes do salto

de deslocamentos através da linha de descontinuidade que atravessa a célula.
Considerando que os pontos externos a descontinuidade permanecem no regime elastico

e que o comportamento dos pontos do interior é elasto-pldstico, as tensoes ficam dadas por

o — C-(€—G¢ ) Vx € Q. \ S (55)

CT =P (é+ (1N — Go) - ) vx € S,

onde C é a matriz das constantes eldsticas e a funcao X representa, de maneira genérica, a

relagao constitutiva elasto-plastica convencional com abrandamento regularizado (eq. (48)).
A condigao de equilibrio de forgas de superficie (9) fica dada por [N.|T (os —04) =

0 em S ou, considerando-se a equagao (55), por

INJT - <2@p (é + (%N - GC) -ac> ~C-(é6-G.- ac)> =0 em S (56)

Portanto, para uma dada deformacdo regular da célula, é., a equacao de equilibrio
nao-linear (56) pode ser resolvida numericamente, fornecendo os valores do salto , ae,
correspondentes. Uma vez determinadas as componentes do salto, as tensdes em qualquer
ponto da célula podem ser calculadas mediante a equacao (55). E importante observar-
se que as matrizes G, e N, sao consideradas constantes, uma vez que ¢. depende da
geometria da célula e as componentes de n. permanecem inalteradas apds a formacao da
descontinuidade forte.

A fim de extrair-se a, da equagao nao-linear (56) para um determinado estado de de-
formagoes €., adota-se o esquema iterativo de Newton-Raphson, no qual busca-se a solucao
da equagao

Fla) = N7 (zep ( ; (%N - GC) - ac) G (&G, ac>) —0 (7

mediante a seguinte férmula recursiva:

i —1
1
i =ai- |22 F () ()
que permite obter-se uma aproximagao melhorada a1 da solugio, a partir da informagao
da iteragao anterior, c.
A partir da equacao (57), obtém-se

oF _ NT. <cep : (%N - GC> +C- GC> (59)

oo,
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onde C = 03 /0e é a matriz constitutiva elasto-plastica.

Observa-se, portanto, que a partir da condigao de equilibrio na interface, é possivel
determinar-se as componentes do salto em funcao da parte regular das deformacgoes da
célula.

As tensoes podem entao ser calculadas com (55), gerando a seguinte relagao constitutiva
regularizada:

(&) =C- (& — G- (&) (60)

O operador tangente associado & relagao (60), pode entao ser obtido da equacao (57),
conduzindo a
o3(&,)
Oé.

OF
da,.

-1
:C+C-Gc-[ ] (N7 (c® - ) (61)

E importante destacar-se que, para uma maior eficiéncia do esquema de solugao nao-
linear, a matriz constitutiva elasto-plastica, C®? = 90X /Je, das equagoes (59) e (61)
deve ser consistente com o algoritmo de integracao das equacoes constitutivas de elasto-
plasticidade?®.

RESULTADOS NUMERICOS

Nos exemplos analisados, embora todo o dominio do problema tenha sido subdividido
em células triangulares, somente participam da solucao nao-linear as que fazem parte do
dominio €y, ou seja, as que contém a linha de descontinuidade que progride durante do
processo de carga. As demais células somente servem para auxiliar no pds-processamento
grafico dos resultados.

Ensaios de fratura em concreto

Para simular a abertura de fissuras em concreto, empregou-se o modelo constitutivo

elasto-pldstico com
— 2
5= /21l 4+

Uy:ft

onde p = Tr(o)/3 é a tensdo média, S = o — pI ¢é a parte desviadora de o e f; é a
resisténcia uniaxial & tragdo do material. A Figura 5 ilustra o critério de fluéncia resultante
no espaco de tensoes principais o1 — 0y. Para efeito de comparacao, na figura também esta
representado o critério de Rankine, que limita a méxima tensao principal. Nos exemplos
adotou-se k = 1072,

Para um melhor ajuste aos resultados experimentais, utilizou-se uma lei de abranda-
mento exponencial, no qual o médulo intrinseco é definido em termos da energia de fratura,
Gy, mediante

_fe

H(q) = c;

(ft—a) (62)
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Figura 5. Critério de fluéncia pléstica

Flexao de viga entalhada submetida a forcas em trés pontos

Na Figura 6 ilustram-se a geometria e as propriedades materiais da viga de concreto,
provenientes dos ensaios experimentais realizados por Peterson?®. Tanto no ensaio exper-
imental como na simulacao numérica, foi imposto um deslocamento vertical crescente no
centro da viga.

Para simular o entalhe vertical na secao central, fixou-se previamente uma linha de
descontinuidade forte na posicao do entalhe, para a qual considerou-se que o material
encontra-se em estdgio avancado de degradacao, empregando-se oy, = 0,01 f;. Dessa forma,
praticamente eliminou-se as forcas superficiais de interacao na superficie do entalhe.

E =30000 MPa v=0.20
f,=3.33 MPa G, =124 N/m

" e

" r‘~

100 cm

20cm
T 10 cm i

7777
100 cm |

Figura 6. Ensaio de fratura em modo I

Na Figura 7 pode-se comparar a resposta estrutural obtida experimentalmente?® com
as obtidas numericamente mediante a formulacao do MEC proposta aqui e a formulacgao
de descontinuidades fortes pelo MEF, desenvolvida por Manzoli e co-autores'®. Observa-se
que as resposta numéricas predizem satisfatoriamente os resultados experimentais.

A Figura 8 mostra as posigao deformada no estdgio final do processo de carga. Note-se
que as deformacoes regulares concentram-se quase totalmente nas células sombreadas, que
compoem o dominio €. Observa-se que a linha de descontinuidade parte da extremidade
do entalhe e segue uma trajetéria quase vertical com predominio de abertura em modo I
(predominio da componente normal do salto).
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P[kN]
0.8
0.6 —|
0.4 —
| ¥ experimental
02— — MEC
.. MEF
00 \ \ \ T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

S [cm]

Figura 7. Resposta estrutural

Figura 8. Resultados numéricos no estdgio final do processo de carga: a) posigao
da linha de descontinuidade (£24), b) configuracao deformada

Flexao de viga entalhada submetida a for¢cas em quatro pontos

A geometria e propriedades do material do ensaio escolhido para representar fratura em
Modo Misto estao ilustrados na Figura 9. Esses dados correspondem aos ensaios experi-
mentais realizados por Arrea e Ingraffea®. Para simular o entalhe, também aqui, fixou-se
previamente uma linha de descontinuidade degradada (o, = 0,01f;).

Os resultados numéricos foram obtidos mediante o controle da deformagao especifica
regular horizontal (é;) da célula situada na extremidade inferior do entalhe.

A Figura 10ailustra a discretizagao em células triangulares na regiao central, destacando-
se o dominio €4, formado pelas células sombreadas. A partir da configuracao deformada no
estigio final do processo de carga (Figura 10b), constata-se que as deformagoes regulares
concentram-se nos elementos que contém a linha de descontinuidade. A posigéo e a forma
da linha de descontinuidade obtida numericamente sao condizentes com o experimento.
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0.13P lP
2

E = 28.800MPa v=0.18
22.4cm

f,=28MPa G, =100N/m
8.2cm

Aco lT 8 _A_
20.3cm 39.7cm 6.1 6.1 39.7cm 20.3cm

f—"

Figura 9. Ensaio de fratura em modo misto
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Figura 10. Resultados numéricos do ensaio de fratura em modo misto

CONCLUCOES

As equagodes integrais do MEC puderam ser escritas em termos da escala grosseira,
fazendo com que ficassem similares as equagoes convencionais do MEC, baseadas em defor-
macoes iniciais. Além disso, estabeleceram-se as condigdes para que o modelo constitutivo
elasto-plastico convencional (local e independente da velocidade) fosse consistente com de-
formacgtes nao-limitadas, permitindo a andlise de descontinuidades fortes no contexto da
mecanica de meios continuos. Conseqiientemente, a formulacao para simulagao numérica
da propagacao de descontinuidades fortes apresenta os mesmos ingredientes empregados
em formulacoes implicitas do MEC para meios elasto-plasticos. Na presente formulagao, ao
invés de obterem-se as tensoes diretamente mediante a relagao constitutiva elasto-plastica,
emprega-se uma relacao constitutiva regularizada, que reflete o comportamento nao-linear
no interior da descontinuidade sobre a escala grosseira, constituida pelos dominios das

células triangulares.

Os resultados numéricos demonstram que é possivel simular os distintos modos de des-
continuidades fortes mediante a utilizagdo de modelos constitutivos elasto-plasticos. Além
disso, verifica-se que a formulacdo expressa em termos das varidveis da escala grosseira é
capaz de reproduzir adequadamente os efeitos da escala refinada.

No presente trabalho, o dominio é previamente dividido em células triangulares. Du-
rante o processo de carga, as células que adquirem a linha de descontinuidade sao agregadas
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a regiao )y e, conseqilentemente, passam a fazer parte da equagao nao-linear (46). Uma
opcao alternativa consiste em construir células triangulares a medida que linha de descon-
tinuidade progride durante o processo de carga.

Cabe destacar-se que, no sistema de equagoes (46), estdo envolvidas apenas as com-

ponentes das deformacgoes das células que contém a linha de descontinuidade. Portanto,
o esquema iterativo de solugao deve ser aplicado a um sistema de equacgoes nao-lineares
bastante reduzido, diminuindo muito o esforco computacional.
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