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ANÁLISE DE PROBLEMAS NAO-LINEARES 
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Caixa Postal 68506 

21 945-970 Rio de Janeiro, RJ-Brasil 

Apresenta-se a solucáo numérica de problemas náo lineares de conducáo térmica em regime 
permanente através do Método dos Elementos de Contorno com a aplicas50 da Transformada de 
Kirchhoff (TK). Esta transformada lineariza a equacáo diferencial e restringe as nao linearidades 
as condisoes de contorno e de interface entre sub-regioes. O sistema de equasoes algébricas 
correspondente a uma certa discretizacáo do contorno em geral é náo linear e neste caso a solu~áo 
é obtida por um algoritmo de Newton-Raphson tomando-se partido da expressáo integral da 
TK. 

SUMMARY 

The numerical solution of nonlinear steady-state heat transfer problems using the 
Boundary Element Method is presented with the application of Kirchhoff Transform (KT). 
This transform linearizes the differential equation and restricts the nonlinear terms to the 
boundary conditions and sub-regions interfaces. The resulting system of algebraic equations 
corresponding to a given boundary discretization is normally nonlinear and in this case the 
solution is obtained by a Newton-Raphson algorithm which uses the integral KT equation. 

Problemas náo lineares de  potencial sáo de  interesse em muitos ramos d a  
engenharia. As técnicas aqui apresentadas se aplicam quando as nao linearidades se 
devem a dependencia do coeficiente de  condutividade térmica com a temperatura e/ou 
a condicóes de contorno nao lineares (conveccáo com coeficiente de filme dependente d a  
temperatura e radiacáo). Problemas com condutividade dependente d a  temperatura 
podem geralmente ser resolvidos por um processo iterativo que consiste em primeiro 
escrever as equacóes admitindo que as propriedades térmicas sáo constantes e depois 
atualizá-las de modo que ao fim do processo a dependencia d a  temperatura seja 
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satisfeita41l1. Outro enfoque remove as náo linearidades associadas A dependencia 
da condutividade corn a temperatura através da transformada de Kirchhoff (TK) 
que substitui a equaeáo diferencial náo linear por uma equacáo linear no espaco 
 transformad^^^'^. Neste espaco, condicoes de contorno de temperatura prescrita e 
condicoes de fluxo prescrito permanecem lineares, enquanto que condicoes de contorno 
convectivas tornam-se náo lineares. O presente trabalho utiliza o Método dos Elementos 
de Contorno (MEC) juntamente corn o segundo enfoque. A TK lineariza a equacáo 
que governa o problema e permite que apliquemos o MEC; este transforma a equaqás 
diferencial e condicoes de contorno em uma equacáo integral de contorno, que após a 
discretizacáo em elementos fornece um sistema de equaqQes algébricas envolvendo as 
incógnitas nodais6. Em presenca de condicoes náo lineares de contorno e de interface no 
espaco transformado, o sistema de equacoes algébricas é também náo linear. O primeiro 
autor a considerar problemas náo lineares de potencial corn o MEC foi Banerjee5 em 
1979 que resolveu o problema corn condutividade variável por um enfoque iterativo 
do primeiro tipo. Este enfoque, por forcar a discretizacáo do domínio, foi superado 
pelo uso da TK. Um histórico dos desenvolvimentos posteriores pode ser visto em2. 
Neste mesmo trabalho apresenta-se o método de Newton-Raphson que toma partido 
da expressáo integral da TK fornecendo expressoes análogas As obtidas no caso de 
condutividade c o n ~ t a n t e ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  . Em regioes compostas de mais de uma regiáo homogenea 
a técnica de sub-regioes pode ser aplicada diretamente se as condutividades das sub- 
regioes independerem da temperatura; condicoes de contorno náo lineares sáo tratadas 
como no caso de um único material. Quando a condutividade de alguma sub-regiiio 
varia corn a temperatura, a TK remove a náo linearidade da sub-regiáo mas introduz 
nao-linearidades nas condisoes de interface das sub-regioes que possuem K variável 
corn a temperatura. As náo linearidades, que no espaco transformado se reduzem As 
condicoes de contorno e de interface, sáo consideradas na solucáo do sistema de equacoes 
náo lineares correspondente por um esquema de Newton-Raphson213. 

FORMULACAO DO PROBLEMA 

A equacáo que rege a conducáo de calor em uma regiáo R limitada por uma 
superfície l? , sem fontes internas de calor, pode ser escrita em coordenadas cartesianas 
como 

a 
- ax ( K )  + ( K )  + ( u )  = O  (1) 

onde u é a temperatura e K a condutividade térmica do meio. As condicoes de contorno 
podem ser dos seguintes tipos 

u = ü  em l?, 

q = q  em rQ 
q = h(u - u,) em r, 

4 4 q = as(u - u,) em l?, 
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O contorno r = FU + rq + r, + r, é composto de: ru onde a temperatura é 
prescrita, rq onde o fluxo é prescrito, r, onde há convecciio e r, onde ocorre radiaqiio; 
q = -Kdu/dn , n é a dires50 normal ao contorno dirigida para fora do domínio, h o 
coeficiente de filme, u, a temperatura do fluido em contato com Y, , a a constante de 
Stefan-Boltzmann (5,67 x w/m2K4  ) e E a emissividade do trecho do contorno 
que troca calor por radiaea0 com uma superfície a uma temperatura u,. Das condicoes 
de contorno mencionadas, a de conveccao é nao linear quando h = h(u) e a de radiacgo 
é sempre nao linear. Quando K nao varia com a temperatura, a equacao (1) se reduz 
A equacao de Laplace V'U = O. Quando K = K(u) ,  pode-se expandir a equacao ( 1 )  
como 

onde os termos nao lineares aparecem no lado direito da equacao. Esta forma permite 
considerar o lado direito da equacao (6) como uma fonte nao linearg. Este enfoque nao 
foi o adotado pois implica em uma discretizacao do domínio e o sistema de equacoes é 
nao linear para qualquer tipo de condisao de contorno. Uma formulaciio mais elegante 
e eficiente pode ser obtida com o uso da transformada de Kirchhoff que lineariza a 
equaqao ( 1 )  

onde u0 é um valor de referencia arbitário, aqui escolhido como zero. Aplicando a 
equacao (7) em ( 1 )  obtém-se a equacao de Laplace em U 

Derivadas de U com relac5.0 As coordenadas cartesianas siio dadas por 

As condicoes de contorno no espaco transformado ficam entao 

U = T ( ü ) = Ü  e m r ,  

V = -ij em rq 
V = -h(u - u,) em r, 

4 4 V = - U E ( U  -u,) e m r ,  

onde V = duldn = K(u)& = K(u)v.  
Pela lei de Fourier temos que V = -q. As curvas da condutividade em func5o 

da temperatura foram aproximadas por poligonais. Isto confere uma generalidade 
na representas50 das curvas de condutividade e nos permite aplicar diretamente as 
expressoes da transformada de Kirchhoff obtidas para o caso linear a cada trecho da 
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poligonal. O grau de aproximaqiio da curva depende apenas do número de segmentos 
utilizados. A condutividade K(u)  para valores de u correspondentes a um segmento 
genérico i é dada pela equaqiio de uma reta como mostrado na Figura 1 

K (u)  = Ki + ai (u  - ui) (14) 

A expressiio da transformada de Kirchhoff é obtida substituindo a expressiio de K 
na definiciio (7) 

A transformada pode ser interpretada geométricamente como a área sob a curva 
K x u; a temperatura de referencia, tomada como nula, é arbitrária e corresponde a um 
potencial constante somado a todos os pontos da regiiio e do contorno do problema 
transformado. Urna vez fixada a temperatura de referencia fica estabelecida uma 
relaciio de um para um entre temperaturas e suas transformadas de Kirchhoff, que 
nos permite resolver a equaciio diferencial linear no espaco transformado e retornar ao 
espaco original após a soluqiio. A transformada U correspondente a uma temperatura u 
no trecho i é obtida somando-se ao valor da transformada no ponto i a área hachurada 
na Figura 1 

c-; 

Figura 1. Representaczo Poligonal da Curva K(u)  

No cálculo da transformada inversa temos U e calculamos u por um algoritmo 
de localizaciio do trecho da poligona12. Substituindo a condutividade dada em (14) 
na expressiio da transformada de Kirchhoff correspondente ao trecho i, equaciio (16), 
obtemos a inversa 



A seguir, apresentamos a formulacáo de elementos de contorno para a equacáo 
de Laplace em U. Nos problemas náo lineares aqui examinados, os coeficientes de 
influencia náo precisam ser recalculadas ao longo do processo iterativo pois dependem 
apenas da solucáo fundamental e das funcoes que interpolam a geometria, U e 
sua derivada normal ao contorno V. O fato de náo recalcula-los representa uma 
considerável economia de tempo de processamento gasto com integracoes numéricas. 
Esta caracteristica é explorada computacionalmente no algoritmo de Newton-Raphson 
armazenando-se em memória auxiliar o sistema linear e os coeficientes de influencia 
correspondentes aos elementos com nao-linearidades; a cada iteracáo traz-se para a 
memória principal o sistema linear que é alterado em funcáo da iteracáo anterior, sem 
que haja necessidade de recalcular os coeficientes de influencia. 

MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 
NO ESPACO TRANSFORMADO 

A equacáo de Laplace pode ser substituída pela seguinte equacáo integral de 
contorno2"j 

na qual u* é a solucáo fundamental da equacao de Laplace, u* = au*/8n e o coeficiente 
ci é a razáo entre o iingulo sólido no ponto i e o iingulo sólido de um ponto interno. A 
solucáo aproximada é obtida subdividindo-se o contorno em elementos que aproximam 
sua geometria e sobre os quais as funcoes U e V podem variar de acordo com as funcoes 
de interpolacáo associadas a valores nodais. A equacáo (18) pode ser escrita em forma 
discreta como2 

onde Hij e Gij sáo obtidos integrando-se u* e u*, respectivamente, ao longo dos 
elementos de contorno e N é o número de nós do contorno. A aplicacáo da equacáo 
(19) a todos nós do contorno fornece um sistema de equacoes que pode ser escrito em 
forma matricial como 

Podemos definir uma funcáo de resíduos Q, que mede o afastamento da solucáo 
aproximada da solucáo exata X(Xj  = 4 quando a temperatura é prescrita no nó j, 
caso contrário X j  = Uj) 
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As curvas de condutividade, suas aproximacóes polinomiais e as curvas de K3/K2, 
K3/K1, U3/U2 e U2/U1 nas interfaces podem ser vistas em2. Neste exemplo, todas as 
resistencias de contato nas interfaces sáo desprezíveis. Na superfície interna do cilindro 
a temperatura é mantida a 2000°C e a superfície externa é mantida a O°C. A primeira 
iteracáo partiu de uma estimativa das temperaturas nas interfaces de u = 1000°C em 
r = 10 mm e u = 500°C em r = 13 mm. Os resultados numéricos para a distribuicáo 
radial de temperaturas sáo mostrados na Tabela 1 juntamente com a soluqáo analítica. 
A convergencia foi obtida em 3 iteracoes com um erro relativo médio de 6 x 

Tabela 1. Distribuicáo Radial de Temperaturas no Cilindro Composto 

A soluqáo de elementos de contorno apresenta uma alta precisáo e no exemplo 
apresentado praticamente coincide com a soluqáo exata obtida por um modelo analítico 
uni-dimensional2. As semelhancas entre a metodologia de cálculo da soluqáo analitica 
e da solucáo do M.E.C. sáo marcantes. Em ambos esquemas, um sistema de equacóes 
algébricas náo lineares é resolvido para os valores da transformada nas interfaces e 



contorno externo; o ajuste para o ciclo de  iteraqáo seguinte é feito grasas A igualdade 
de temperaturas (inversa d a  transformada de Kirchhoff) nas interfaces. Uma vez obtida 
a convergencia, U e V sáo obtidos em pontos internos; valores de temperatura e fluxo 
tanto no contorno como em pontos internos siio obtidos pela transformada inversa. 
A aproximacáo de curvas K(u)  por poligonais permite o cálculo d a  T K  e d a  sua 
inversa de uma forma simples; uma melhor representacáo das curvas é sempre possível, 
bastando aumentar o número de trechos sem que isto afete a eficiencia computacional 
do modelo. O algoritmo de  Newton-Raphson apresentado permite um tratamento 
unificado de todas as náo linearidades estudadas, tendo convergido em poucas iterasoes 
para problemas com condutividade térmica dependente d a  temperatura, condisoes de 
contorno náo lineares e descontinuidades na interface no espaqo transformado. 
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