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Resumen

En el presente art��ulo se desribe un m�etodo num�erio para la integrai�on de las tensiones en las zonas no
�suradas de seiones de hormig�on de forma ualquiera, sometidas a esfuerzos axiles y de exi�on esviada.
Diha integrai�on se lleva a abo mediante un algoritmo autom�atio que subdivide la zona no �surada en un
peque~no n�umero de �areas uadrangulares e integra las tensiones en ada una de ellas mediante uadratura
de Gauss.
Este m�etodo se ha apliado a diferentes tipos de seiones, variando sistem�atiamente la profundidad e
inlinai�on de la �bra neutra. Estos resultados se omparan on los obtenidos mediante la integrai�on de
las mismas seiones a partir de la onoida t�enia de subdivisi�on en eldillas. Dihas omparaiones se
estableen desde el punto de vista de preisi�on de los resultados y rapidez en la ejeui�on.

STRESS INTEGRATION IN CONCRETE SECTIONS SUBJECTED TO AXIAL FORCES AND

BIAXIAL BENDING

Summary

A numerial method for stress integration in non-raked zones of onrete ross-setions is presented in this
paper. These setions an be of arbitrary shape and they are subjeted to axial fores and biaxial bending.
The integration is performed through an automati algorithm by dividing the non-raked zones in a small
number of quadrangular areas and by applying the Gauss quadrature to eah one of these areas.
Di�erent types of usual setions have been solved with this method, by varying the depth and inlination
of the neutral axis systematially. The results are ompared with the ones obtained by the well-known
integration method that uses a disrete number of onrete areas. These omparisons are established in
terms of auray and running time.

INTRODUCCI�ON

Los programas de an�alisis no lineal de estruturas de barras de hormig�on y prinipalmente
los que utilizan el m�etodo de los elementos �nitos (MEF) requieren el �alulo de esfuerzos
mediante la integrai�on de tensiones en las seiones transversales. Esta operai�on es
realizada por estos programas un gran n�umero de vees, por lo que su optimizai�on lleva
onsigo una redui�on muy notable del tiempo total de ejeui�on empleado, en general, por
los programas de an�alisis no lineal.

Habitualmente, la integrai�on de las tensiones en una sei�on transversal se lleva a abo
num�eriamente dividiendo diha sei�on en bandas o en eldillas.
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La t�enia de divisi�on de la sei�on en bandas se utiliza en situaiones de exi�on reta,
dividiendo la sei�on en bandas de espesor onstante paralelas al eje de exi�on, siendo este
espesor diferenial mayor o menor seg�un la preisi�on deseada. Todos los puntos situados en
una banda tienen por tanto la misma deformai�on y la misma tensi�on. Este proedimiento
resulta muy e�az num�eriamente fundamentalmente por dos motivos: por un lado, no se
preisa una gran antidad de informai�on para araterizar la sei�on y, por otro lado, es
su�ientemente r�apido para grados de error razonables. Alternativamente, puede dividirse
la sei�on en un menor n�umero de bandas de mayor espesor y llevar a abo una integrai�on
num�eria basada en el m�etodo de Chebishev en ada banda1.

No obstante, la t�enia de divisi�on en bandas de la sei�on no es operativa en los asos de
exi�on esviada. En estas situaiones suele ser habitual dividir la sei�on en una malla m�as o
menos densa de eldillas, ada una de las uales arateriza un �area reduida de la sei�on en
la ual se asume que la tensi�on es onstante. Desde un punto de vista num�erio, esta t�enia
no resulta muy e�iente, pues neesita un gran volumen de informai�on para araterizar la
sei�on y un gran n�umero de operaiones para llevar a abo la integrai�on de tensiones on
un grado de error razonable. Estos problemas obran espeial importania en el aso del
an�alisis no lineal de estruturas de hormig�on, puesto que afetan a todas las seiones en las
que se disretiza la estrutura y se enuentra en el interior de todos los proesos iterativos
que se llevan a abo en el an�alisis estrutural, tanto para el �alulo de esfuerzos omo para la
obteni�on de la matriz de rigidez de la sei�on, por lo que un ahorro de tiempo en el proeso
de integrai�on sin perder el grado de preisi�on neesario para poder umplir los riterios de
onvergenia puede suponer un importante ahorro en el tiempo global del an�alisis.

Otro problema que puede susitarse uando se utiliza el m�etodo de integrai�on mediante
eldillas se debe a la ausenia de una exata adaptai�on de la uadr��ula de la malla de
eldillas a la super�ie de la sei�on sobre la que hay que efetuar la integrai�on de tensiones
(super�ie de integrai�on). Cuando la posii�on de la �bra neutra de la sei�on no es onoida,
hay que proeder por iteraiones variando su posii�on hasta alanzar el equilibrio entre
los esfuerzos internos alulados mediante integrai�on de las tensiones en las eldillas y
los esfuerzos exteriores. En estas ondiiones la onvergenia del proeso iterativo para
determinar la posii�on de la �bra neutra no est�a asegurada, puesto que la variai�on de los
esfuerzos internos de la sei�on es disreta y los saltos que se produen en el valor de un
determinado esfuerzo para posiiones pr�oximas de la �bra neutra son funi�on del mayor o
menor tama~no de las eldillas empleadas. Diha onvergenia depender�a del grado de error
exigido y de la densidad de la malla empleada.

En este art��ulo se plantea un algoritmo num�erio alternativo basado en la uadratura
de Gauss-Legendre para el �alulo de seiones de hormig�on en exi�on esviada que permite
a la vez una gran preisi�on y una gran veloidad de �alulo.

OBJETIVO DE LA INVESTIGACI�ON

En este art��ulo se presenta un m�etodo general para el �alulo de seiones de hormig�on
armado y pretensado de ualquier forma geom�etria (inluyendo hueos). Este m�etodo
es apliable a seiones sometidas a esfuerzos ombinados de exi�on esviada y axil, para
ualquier nivel de soliitai�on, desde serviio hasta rotura.

El m�etodo propuesto, que utiliza una integrai�on num�eria basada en la uadratura de
Gauss-Legendre, resulta espeialmente e�az uando se inorpora a modelos de an�alisis no
lineal de estruturas de hormig�on y espeialmente �util en el aso de seiones sometidas a
exi�on esviada por la senillez de su planteamiento, rapidez y preisi�on.

En este trabajo se explian los fundamentos del m�etodo propuesto y se analizan diferentes
tipos de seiones sometidas a diferentes situaiones de arga. Los resultados obtenidos
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mediante el m�etodo propuesto se omparan, tanto en uanto a rapidez omo en preisi�on,
on los que resultan de utilizar el m�etodo de subdivisi�on en eldillas.

DESCRIPCI�ON DEL M�ETODO

El m�etodo que se propone integra las tensiones que se produen en ualquier sei�on de
hormig�on sometida a esfuerzos axiles y/o de exi�on reta o esviada. En el aso de seiones
poligonales, el ontorno que de�ne la super�ie sobre la que hay que integrar las tensiones de
la sei�on es un pol��gono de n lados (zona no �surada de la Figura 1). En el aso de seiones
delimitadas por ontornos urvos, dihos ontornos deben ser asimilados a pol��gonos para
ser analizadas mediante el m�etodo propuesto.

La sistem�atia que se emplea en el m�etodo propuesto onsiste en dos fases difereniadas:
la primera, la desomposii�on de la zona no �surada en una serie de uadril�ateros o tri�angulos
(Figura 1); la segunda, la integrai�on de tensiones en ada uno de �estos.

Cuando la funi�on de integrai�on est�a de�nida por urvas que no se aproximan adeuada-
mente en todo su rango a una misma funi�on polin�omia, resulta onveniente desomponer
la zona no �surada en bandas para obtener una mejor preisi�on en los resultados de forma
m�as e�iente. A este proedimiento de desomposii�on de la zona no �surada en bandas se
les denominar�a en adelante \proedimiento de las bandas anhas".

Figura 1. Zona no �surada

Desomposii�on de la zona no �surada en uadril�ateros

Para una sei�on ualquiera, la zona no �surada del hormig�on es un pol��gono de n lados
(Figura 2). Este pol��gono se subdivide en uadril�ateros para poder realizar en ada uno de
ellos la integrai�on de tensiones por el m�etodo de la uadratura de Gauss-Legendre de la
manera que se expondr�a en el siguiente apartado.

La subdivisi�on en uadril�ateros se realiza de forma sistem�atia siguiendo los estos pasos:

- Para una posii�on e inlinai�on ualquiera de la �bra m�as traionada (que determina
una l��nea que se denominar�a en adelante "l��nea de referenia") se obtienen los puntos de
orte de esta on el ontorno de la sei�on (Figura 3a).

- Se identi�an los v�erties del pol��gono que onstituye el ontorno de la zona no �surada
del hormig�on (Figura 3b).

- Se determinan los puntos orrespondientes a la proyei�on normal de ada uno de los
v�erties de la zona no �surada sobre la l��nea de referenia (Figura 3).

- Se desompone la zona no �surada en los uadril�ateros o tri�angulos formados por ada
dos v�erties onseutivos y sus proyeiones (Figura 3d). De esta forma se obtienen
uadril�ateros y tri�angulos de "�area positiva" o de "�area negativa" seg�un queden en el
interior o no de la zona no �surada (Figura 3e).
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Figura 2. Super�ie de integrai�on

Figura 3. a) Puntos de orte de la l��nea de referenia; b) V�erties que de�nen el pol��gono de
n lados sobre la l��nea de referenia; ) Proyei�on de los v�erties del pol��gono de
n lados sobre la l��nea de referenia; ) Determinai�on de los uadril�ateros en que
se subdivide el pol��gono; e) Numerai�on de los v�erties de ada uadril�atero
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Figura 4. Cambio de oordenadas artesianas urvil��neas

Evaluai�on de las tensiones en los uadril�ateros

Para llevar a abo la integrai�on de tensiones en un uadril�atero ualquiera se utiliza el
onoido m�etodo de Gauss-Legendre2. Para ello, ada uno de los uadril�ateros en que se
desompone la zona no �surada se transforma en un uadrado de 2 � 2 unidades de lado,
mediante el onoido ambio de oordenadas artesianas (y; z) a oordenadas urvil��neas3;4

(�; �), que se representa en la Figura 4.

y = N1y1 +N2y2 +N3y3 +N4y4

z = N1z1 +N2z2 +N3z3 +N4z4

(1)

donde N1, N2, N3 y N4 son las funiones siguientes
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Los esfuerzos internos orrespondientes al uadril�atero se obtienen por integrai�on de las
tensiones que at�uan en su super�ie
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Siendo A

el �area del uadril�atero y �


la tensi�on del hormig�on en ada punto (y; z).

La evaluai�on num�eria de la integral se realiza por el m�etodo de la uadratura de Gauss3
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oordenadas urvil��neas en los puntos de Gauss, n el n�umero de puntos de Gauss y det[J ℄
el determinante jaobiano de la transformai�on de oordenadas.
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La evaluai�on de esta integral3 es v�alida tanto para uadril�ateros onvexos omo para
tri�angulos, onsiderando a �estos omo uadril�ateros degenerados on uatro v�erties distintos
en los que tres de ellos est�an alineados sobre una misma reta (Figura 5a). La sistem�atia
seguida para la desomposii�on de la zona no �surada en uadril�ateros y tri�angulos asegura
que no se generan uadril�ateros �onavos omo el de la Figura 5b.

Figura 5. a) Cuadril�atero degenerado en tri�angulo; b) Cuadril�atero �onavo (no v�alido)

El signo del determinante jaobiano determina si el uadril�atero es maizo o hueo. Para
ello basta on numerar los v�erties del uadril�atero en sentido horario (signo positivo) o
antihorario (signo negativo). El m�etodo propuesto realiza esta operai�on de numerai�on de
los v�erties de forma totalmente autom�atia en ada aso (Figura 3e).

Evaluai�on de los esfuerzos internos de la zona no �surada

Los esfuerzos de la zona no �surada se obtienen omo suma de ada uno de los esfuerzos
que at�uan sobre los uadril�ateros en que se desompone la misma
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donde N
;i
, M

y;i
y M

z;i
son los esfuerzos internos obtenidos en el uadril�atero i de auerdo

on las euaiones (3) y (4) y n

es el n�umero de uadril�ateros en que se subdivide el pol��gono.

Integrai�on de las tensiones mediante \bandas anhas"

La preisi�on de las integrales llevadas a abo en ada uno de los uadril�ateros depende
esenialmente del n�umero de puntos de Gauss empleados y de la forma de la funi�on
empleada para representar la relai�on tensi�on-deformai�on del hormig�on.

Cuando la funi�on a integrar no se ajusta sensiblemente a un polinomio de peque~no
orden, o est�a de�nida por tramos, ser��a neesario utilizar un gran n�umero de puntos de
Gauss para obtener una preisi�on aeptable. En estos asos es preferible subdividir la zona
no �surada en subzonas o "bandas anhas" paralelas a l��nea de referenia (Figura 6) y
apliar el m�etodo propuesto a ada una de estas bandas por separado. Si dihas bandas son
elegidas adeuadamente, teniendo en uenta la forma de la funi�on a integrar, se onsigue
una gran preisi�on en la integrai�on num�eria on un reduido n�umero de puntos de Gauss.
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As��, por ejemplo, la apliai�on de este m�etodo a una t��pia relai�on tensi�on-deformai�on
para el hormig�on (Figura 7) podr��a realizarse mediante la de�nii�on de uatro bandas tal
omo se india en la Figura 6.

Figura 6. Integrai�on por bandas anhas Figura 7. Relai�on tensi�on-deformai�on
del hormig�on

El esfuerzo de �alulo neesario para la desomposii�on en bandas de la zona no �surada
resulta ampliamente ompensado por la importante redui�on del n�umero de puntos de
Gauss neesario para obtener una integral su�ientemente preisa.

Cada una de estas bandas on�gura un pol��gono de n lados al ual puede ser apliada la
t�enia desrita en los apartados anteriores. Para ello basta utilizar omo l��nea de referenia,
para proyetar los diferentes v�erties que de�nen el ontorno de ada una de las bandas, la
l��nea de�nida por los puntos de menor deformai�on de la banda (Figura 8).

Figura 8. a) Subdivisi�on en bandas; b) Integrai�on de una banda

En de�nitiva, los esfuerzos internos produidos por las tensiones en la zona no �surada de
hormig�on pueden obtenerse sumando los de ada banda, los uales a su vez se obtienen por
suma de los uadril�ateros en que se desomponen estas bandas, de auerdo on el m�etodo
expuesto en el apartado primero.

De�nido de esta manera el proedimiento de integrai�on, quedar�a a juiio del usuario
la adeuada ombinai�on de la subdivisi�on en bandas y el uso de mayor o menor n�umero
de puntos de Gauss, en funi�on esenialmente del modelo onstitutivo y de la preisi�on
requerida.
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APLICACI�ON DEL M�ETODO

El m�etodo desrito anteriormente se ha utilizado para llevar a abo la integrai�on de
tensiones en la zona no �surada de hormig�on en seis tipos de seiones diferentes, variando
en ada una de ellas la profundidad e inlinai�on de la �bra neutra. Estos mismos asos se
han resuelto tambi�en utilizando la t�enia l�asia de subdividir la sei�on en eldillas. La
omparai�on entre uno y otro proedimiento se ha efetuado en funi�on del tiempo empleado
y de la preisi�on obtenida en los resultados.

Para las diferentes omparaiones que se realizan en este apartado, se onsidera omo
solui�on \exata" la que orresponde a la apliai�on del m�etodo propuesto on una malla
de 48� 48 puntos de Gauss en ada uno de los uadril�ateros de integrai�on.

En todos los asos se ha empleado un hormig�on de resistenia arater��stia 25 MPa
(C25). Se ha impuesto que la �bra m�as omprimida de la sei�on tiene una deformai�on
de 3,5 por mil y se han onsiderado que el hormig�on no resiste traiones, es deir, la l��nea
de referenia oinide on la �bra neutra de la sei�on. La relai�on tensi�on-deformai�on
(�


� "


) que se ha utilizado es la reomendada por el C�odigo Modelo5 (Figura 9).
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Figura 9. Relai�on tensi�on-deformai�on de Sargin

En la apliai�on del m�etodo propuesto se ha utilizado siempre la divisi�on en \bandas
anhas" de la zona omprimida de hormig�on. Se han de�nido dos bandas: la primera
delimitada por la �bra neutra y la deformai�on orrespondiente a la tensi�on m�axima "

1 y
la segunda desde esta �ultima hasta la deformai�on m�axima de rotura "

u
(Figura 10).

Para llevar a abo la integrai�on gaussiana se han utilizado mallas de puntos de Gauss
formadas por 2� 2, 3� 3, 4� 4, 6� 6, 8� 8, 10� 10, 12� 12 �o 15� 15 en ada uno de los
uadril�ateros en los que se subdivide la super�ie de integrai�on.

Para la integrai�on mediante eldillas se han utilizado mallas on un n�umero variable de
eldillas desde 10 � 10 hasta 6000� 2000, dependiendo del tipo de sei�on, para onseguir
una mejor adaptai�on de la malla de eldillas a la geometr��a.

Dependiendo del tipo de sei�on se han prede�nido una o varias inlinaiones de la
�bra neutra. Para ada una de estas inlinaiones se han estudiado tres profundidades de
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�bra neutra, orrespondientes a 1/3, 2/3 y 3/3 del anto m�aximo de la sei�on medido en
direi�on perpendiular a la �bra neutra (hmax) (Figura 11). La ley de deformaiones queda
totalmente de�nida en la sei�on, puesto que, en todos los asos, la deformai�on de la �bra
m�as omprimida orresponde al 3,5 por mil y se asume que esta ley de deformaiones es
plana.

Figura 10. Integrai�on de la sei�on re-
tangular

Figura 11. Determinai�on del anto
m�aximo

Los diferentes tipos de seiones que se han analizado son:

� Sei�on retangular
Se ha utilizado una sei�on de 10 � 10 m. Los resultados obtenidos sobre esta sei�on

mediante el m�etodo propuesto son v�alidos para una sei�on retangular de dimensiones
ualesquiera, puesto que ni el tiempo de ejeui�on ni el error relativo ometido dependen de
las dimensiones de la pieza.

Para la resolui�on de esta sei�on mediante la subdivisi�on en eldillas se han utilizado
mallas de 10� 10, 20� 20, 60� 60, 100� 100 y 200� 200 eldillas.

Se han onsiderado distintas inlinaiones de la �bra neutra: 0Æ, 30Æ y 45Æ.

� Sei�on retangular huea
Se ha utilizado una sei�on de 10 � 10 m on paredes de 2,5 m de espesor. Los

resultados obtenidos son tambi�en independientes de las dimensiones para la propori�on del
\espesor/lado" = 0,25.

Para la resolui�on de esta sei�on mediante la subdivisi�on en eldillas se han utilizado
mallas de 10� 10, 20� 20, 60� 60, 100� 100 y 200� 200 eldillas.

Se han onsiderado distintas inlinaiones de la �bra neutra: 0Æ, 30Æ y 45Æ.

� Sei�on irular
Se ha utilizado una sei�on irular 10 m de di�ametro. Los resultados obtenidos son

independientes del di�ametro.
La sei�on irular se ha aproximado a un pol��gono de 72 lados para la apliai�on del

m�etodo propuesto.
Para la resolui�on de esta sei�on mediante la subdivisi�on en eldillas se han utilizado

mallas de 10� 10, 20� 20, 60� 60, 100� 100 y 200� 200 eldillas.
No se ha onsiderado la inlinai�on de la �bra neutra por razones de simetr��a.

� Sei�on anular
Se ha utilizado una sei�on irular de di�ametro 10 m on una pared de 2,5 m de

espesor. Los resultados obtenidos son independientes de las dimensiones para la propori�on
del \espesor/di�ametro exterior"= 0,25.
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La sei�on anular se ha aproximado a dos pol��gonos on�entrios de 72 lados ada uno
para la apliai�on del m�etodo propuesto. Para la resolui�on de esta sei�on mediante la
subdivisi�on en eldillas se han utilizado mallas de 10 � 10, 20 � 20, 60 � 60, 100 � 100 y
200� 200 eldillas.

No se ha onsiderado la inlinai�on de la �bra neutra.

� Sei�on en \T"
Se ha onsiderado la sei�on en \T" que se india en la Figura 12. Para la resolui�on de

esta sei�on mediante la subdivisi�on en eldillas se han utilizado mallas de 60�90, 120�180,
360� 540, 600� 900 y 1200� 1800 eldillas.

Esta sei�on se ha analizado on una �unia inlinai�on de la �bra neutra perpendiular
al eje de simetr��a de la sei�on (0Æ).

� Sei�on en \artesa"
Se ha onsiderado la sei�on en \artesa" que se india en la Figura 13.

Figura 12. Sei�on en \T"

Figura 13. Sei�on en \artesa"

Para la resolui�on de esta sei�on mediante la subdivisi�on en eldillas se han utilizado
mallas de 300� 100, 600� 200, 1800� 600, 3000� 1000 y 6000� 2000 eldillas.

Esta sei�on se ha analizado on una �unia inlinai�on de la �bra neutra perpendiular
al eje de simetr��a de la sei�on (0Æ).

A ontinuai�on, en la Tabla I, se resumen las arater��stias de los 390 asos omputados.
Todos los asos se han eje1utado en el mismo equipo e id�entias irunstanias bajo entorno
MS-DOS para evitar diferenias en los tiempos de ejeui�on a ausa de programas residentes.
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Tabla I.
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AN�ALISIS DE RESULTADOS

En lo que sigue se van a analizar los resultados m�as relevantes y representativos obtenidos
en la resolui�on de los 390 asos orrespondientes a los 7 tipos de seiones que se han
detallado anteriormente. Las variables prinipales de estudio son para ada aso el tiempo
de ejeui�on y el error ometido en los esfuerzos respeto a la solui�on \exata".

Se ha observado que los tiempos de resolui�on de algunos de los asos eran exesivamente
peque~nos, inluso inferiores a la preisi�on en la medii�on del tiempo por parte del ordenador.
Por tanto, los tiempos de ejeui�on que se indian orresponden al tiempo medio de 10 series
de ejeuiones. Cada ejeui�on onsiste en repetir 100 vees el �alulo de la sei�on, tanto
en los asos resueltos por eldillas omo en los resueltos por integrai�on gaussiana.

El error obtenido por ada m�etodo en el �alulo de esfuerzos se expresa en tanto por ien
relativo al valor exato de ada aso, esto es

Error % =

����Fi
� Fexa

Fexa

����� 100 (7)

donde F
i
es el valor obtenido en el aso i para un esfuerzo F (axil o etor) y Fexa el valor

exato del esfuerzo F (axil o etor).
En la Tabla II se indian, para ada tipo de sei�on y diferentes n�umeros de puntos

de Gauss (2 � 2, 3 � 3, 4 � 4 y 6 � 6), los tiempos de ejeui�on y los errores m�aximos
obtenidos para ualquiera de los esfuerzos (axil o etor). En general los errores m�aximos
se obtienen para la m�axima inlinai�on y profundidad de la �bra neutra. No obstante, se
apreia laramente que los errores son muy reduidos sobre todo para 3� 3 �o 6� 6 puntos
de Gauss. M�as a�un, omo puede observarse, on tan solo 3� 3 puntos de Gauss se obtienen
simult�aneamente errores peque~nos on tiempos de ejeui�on muy reduidos.

A ontinuai�on, en la Tabla III se resumen los resultados obtenidos para las seiones
de tipo retangular y irular, tanto huea omo maiza, para mallas de 10� 10, 20� 20 y
100�100 eldillas. Tambi�en en este aso se representan los errores m�aximos orrespondientes
a ada tipo de sei�on. Comparando estos resultados on los de la Tabla II, puede observarse
que, aunque los errores relativos que se onsiguen llegan a ser muy peque~nos, los tiempos de
ejeui�on son muho mayores que los que orresponden al m�etodo propuesto, para errores
del mismo orden de magnitud en ambos m�etodos.

Por �ultimo, las Tablas IV y V muestran los resultados orrespondientes a las seiones
en \T" y en \artesa" respetivamente, obtenidos por el m�etodo de integrai�on mediante
eldillas. En estos asos se han utilizado mallas de eldillas que permiten alanzar errores
similares a los obtenidos on el m�etodo propuesto. La omparai�on on los resultados de
la Tabla II permite extraer las mismas onlusiones expresadas en el p�arrafo anterior en
relai�on on los tiempos de ejeui�on y los errores ometidos.

N�umero de puntos de Gauss

2� 2 3� 3 4� 4 6� 6

Sei�on tipo t (s) Error % t (s) Error % t (s) Error % t (s) Error %

Retangular 2,47 0,56 2,69 0,015 2,99 0,0004 3,85 2,86�10�7

Retangular huea 4,44 0,74 4,89 0,019 5,48 0,0005 7,18 3,84�10�7

Cirular 5,59 0,35 7,97 0,010 11,24 0,0003 20,42 2,11�10�7

Anular 11,35 0,46 16,10 0,013 22,62 0,0004 40,95 2,85�10�7

Sei�on en \T" 6,30 0,44 6,67 0,013 7,19 0,0003 8,64 2,73�10�7

Sei�on en \artesa" 10,10 0,34 11,62 0,001 13,67 0,0003 19,45 2,00�10�7

Tabla II
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Malla de edillas
10� 10 20� 20 100� 100

Sei�on tipo t (s) Error % t (s) Error % t (s) Error %

Retangular 5,66 0,10 10,93 0,025 275 0,00100

Retangular huea 5,85 13,07 22,26 0,027 444 0,0011

Cirular 38,28 1,917 142,97 0,69 3630 0,0992

Anular 66,01 9,26 285,94 0,096 7189 0,167

Tabla III

Malla de edillas
60� 90 120� 180 360� 540

Sei�on tipo t (s) Error % t (s) Error % t (s) Error %

Sei�on en \T" 467,19 0,34 1867 0,17 16934 0,0096

Tabla IV

Malla de edillas
300� 100 600� 200 1800� 600

Sei�on tipo t (s) Error % t (s) Error % t (s) Error %

Sei�on en \artesa" 7041 0,17 28221 0,08 254502 0,0064

Tabla V

En las Figuras 14 y 15 se representa el error ometido en la evaluai�on de diferentes
esfuerzos para ada uno de los tipos de seiones, bien mediante la uadratura Gauss, bien
mediante la integrai�on por eldillas.

En la representai�on de los errores para la integrai�on por eldillas se ha utilizado una
esala logar��tmia para el eje de absisas (n�umero de eldillas). Los valores num�erios que se
indian en este eje no orresponden al n�umero total de eldillas en que se divide la sei�on,
sino al n�umero de partes en que se divide el anho m�aximo de la sei�on. En el aso de la
sei�on en \T" o en \artesa" este n�umero no oinide on el de la partii�on en vertial, puesto
que las eldillas son siempre uadradas, por tanto el n�umero de divisiones en horizontal y
en vertial es proporional al anho y anto de la sei�on.

En todos los asos estudiados puede observarse que la integrai�on mediante 3� 3 puntos
de Gauss da errores muy reduidos y que el error es pr�atiamente nulo on 4 � 4 puntos
de Gauss. Sin embargo, en la integrai�on mediante eldillas se observa que, dependiendo
del tipo de sei�on, el n�umero de eldillas neesita ser muy grande para reduir los errores
a valores su�ientemente peque~nos, omo puede observarse sobre todo en los asos de la
sei�on en \T" y de la sei�on en \artesa".

A los efetos de omparar la e�aia del m�etodo propuesto en relai�on on la integrai�on
mediante eldillas, se inluyen a ontinuai�on las Figuras 16a y 16b, orrespondientes a la
sei�on retangular y retangular huea respetivamente. En estas �guras se representan
en el eje de ordenadas los errores exigidos y en el eje de absisas el inremento de tiempo
de ejeui�on entre los dos m�etodos, on relai�on al tiempo de integrai�on por eldillas. En
estas urvas puede observarse que, a medida que el error exigido disminuye, el tiempo de
ejeui�on mediante eldillas tiende a haerse muho mayor que el neesario por la uadratura
de Gauss, lo que se reeja on valores ada vez m�as pr�oximos a la unidad en el eje de absisas.
As��, por ejemplo en la Figura 16a para un error exigido de 0,006 % el tiempo empleado por
Gauss es del orden del 3,2 % del empleado en la ejeui�on por eldillas, o lo que es lo mismo,
el tiempo de ejeui�on on eldillas es 31 vees mayor que el tiempo de ejeui�on mediante
Gauss.
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Figura 14. Comparai�on n�umero de puntos de Gauss-error para una profundidad de �bra
neutra x e inlinai�on �. a) Sei�on retangular; b) Sei�on retangular huea;
) Sei�on irular; d) Sei�on anular; e) Sei�on en \T"; f) Sei�on en \artesa"
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Figura 15. Comparai�on n�umero de edillas-error para una profundidad de �bra neutra x e
inlinai�on �. a) Sei�on retangular; b) Sei�on retangular huea; ) Sei�on
irular; d) Sei�on anular; e) Sei�on en \T"; f) Sei�on en \artesa"
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Figura 16. Comparai�on oiente de tiempos-error para una profundidad de neutra x e
inlinai�on �. a) Sei�on retangular; b) Sei�on retangular huea

CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un m�etodo muy simple para integrai�on num�eria de las tensiones
sobre la zona no �surada de seiones de hormig�on de forma ualquiera. Este m�etodo es
v�alido para ualquier tipo de relai�on tensi�on-deformai�on y para soliitaiones de exi�on
esviada ombinadas on esfuerzo axil. En la omparai�on entre el m�etodo propuesto y el de
divisi�on en eldillas, apliados ambos a diferentes tipos de seiones habituales en estruturas
de hormig�on se onstata que:

- La preisi�on del m�etodo propuesto es tanto mayor uanto m�as puntos de Gauss se utilizan.
Esto no siempre ourre en la integrai�on mediante eldillas, puesto que el grado de
preisi�on depende no s�olo de la densidad de la malla sino tambi�en de su adaptai�on a la
geometr��a de la sei�on.

- La relai�on entre la preisi�on y el tiempo de ejeui�on aumenta m�as r�apidamente en
funi�on del n�umero de puntos de Gauss que en funi�on de la densidad de la malla de
eldillas. En todas las seiones estudiadas la utilizai�on de 3 � 3 puntos de Gauss ha
dado un grado de preisi�on exelente (errores menores del 0,02 %). Para obtener grados
de preisi�on similares on integrai�on mediante eldillas deben utilizarse mallas de alta
densidad, y por onsiguiente tiempos de ejeui�on muho mayores.

- Otra ventaja del m�etodo propuesto es que la variai�on de los valores de los esfuerzos
internos para diferentes posiiones de la �bra neutra es ontinua, a diferenia de lo que
ourre uando dividimos la sei�on en eldillas. Esta ontinuidad resulta muy �util para
asegurar la onvergenia en el proeso iterativo de b�usqueda de la posii�on de la �bra
neutra a partir de un esfuerzo exterior dado.
El m�etodo propuesto por sus arater��stias de preisi�on, e�aia y ontinuidad en la

integrai�on de tensiones resulta id�oneo para la utilizai�on en el �alulo de seiones de
hormig�on sometidas a esfuerzos axiles y de exi�on esviada, as�� omo en programas de an�alisis
no-lineal de estruturas de hormig�on y en general en todos aquellos m�etodos de an�alisis que
requieren un proeso iterativo de �alulo.
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