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RESUMEN

El problema lineal-cuadratico de control éptimo aparece en el anélisis y disefio de sistemas
dindmicos lineales. La solucién de este problema en el modelo de espacio de estados puede
obtenerse resolviendo una ecuacién matricial cuadratica: la ecuacién algebraica de Riccati. En
este trabajo se presentan diversos algoritmos para resolver ecuaciones matriciales de Riccati
mediante los cuatro métodos més fiables: el método de Newton, el método de Schur, la funcién
signo matricial y la funcién disco matricial. Los resultados experimentales comparan estos
métodos desde el punto de vista de la precisién numérica y de la eficiencia.
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NUMERICAL METHODS FOR THE SOLUTION OF THE LINEAR-QUADRATIC
OPTIMAL CONTROL PROBLEM

SUMMARY
The linear-qaudratic optimal control problem arises in the analysis and design of dynamic

linear systems. The solution to this problems can be computed in the state-space model by
solving a quadratic matrix equation: the algebraic Riccati matrix equation. In this paper we
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present numerical algorithms for solving Riccati matrix equations by means of four of the most
reliable numeric methods: Newton’s method, the Schur method, the matrix sign function and
the matrix disk function. The experimental results compare these methods both from the point
of view of efficiency and accuracy.
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Algebraic Riccati equations, optimal control, feedback control, matrix algebra, block-
partitioned algorithms.

INTRODUCCION

En los dltimos ahos el andlisis y disefio de sistemas dindmicos lincales (SDL) vy,
en general, los problemas de control se han convertido en un area de creciente interés
investigador. Asi, la ecuacién algebraica de Riccati (EAR) es en la actualidad un
método estdndar numéricamente fiable para resolver el problema lineal-cuadratico de
control éptimo’. Ademads, el desarrollo de las dltimas generaciones de computadoras de
altas prestaciones ha permitido la resolucién de problemas de control de gran dimension.
En este sentido, en este trabajo se presenta un estudio experimental de diversos métodos
numéricos para la resolucén de EAR con matrices coeficiente densas.

Consideremos el SDI. continuo e invariante en el tiempo definido por

z(t) = Az(t) + Bu(t), z(0)=xo

y(t) = Ca(t) @

donde A € R™™" es la matriz de estados, B € IR™*™ la matriz de entradas (o controles)
y C € IRP*™ la, matriz de salidas, z(t), u(t) y y(¢) los vectores de estados, entradas y
salidas respectivamente, de dimensiones apropiadas.

La dimensién n del vector de estados z(t) en general satisface n >> m, n >> p
y es habitualmente menor que unos pocos miles, en el caso de problemas de control
densos?®.

Las ecuaciones en (1) se conocen como el modelo de espacio de estados del sistema.
El estado del sistema g en el instante inicial ¢y (sin pérdida de generalidad ¢y = 0) y la
secuencia de entradas u(t), t = to,...,t; definen la secuencia de salidas y(t), to,...,t.

En un entorno real se utiliza el vector de entradas para satisfacer ciertos
requirimientos en el comportamiento dindmico del sistema. Ademds, simultdneamente
es deseable minimizar la cantidad de esfuerzo requerido. Este doble objetivo se puede
formular como un problema de minimizacién sobre u(t) del funcional cuadrético

J= /0 T (& ()Qu(t) + o () Rut)) dt 2)

donde Q € IR™ "™ es una matriz de pesos de estados, simétrica semidefinida positiva
(QF > 0), Q@ = GTG una factorizacién de rango completo de Q y R € IR™*™ una
matriz de pesos de controles, simétrica definida positiva (R = RT > 0) ver ref. 1. En
algunos casos, por ejemplo en el problema de regulacién de las salidas, @ y C estdn
relacionadas por Q = CTC.
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En el problema lineal-cuadréitico de control éptimo se desea calcular un control
realimentado por el estado u(t) = Fz(t), F € R™*", tal que minimiza el funcional
cuadrético J en (2) y la matriz de estados del sistema en lazo cerrado

z(t) = (A+ BF)z(t) (3)
es estable, esto es, los valores propios de (A + BF) tienen parte real negativa. Bajo
ciertas condiciones, especificadas en el siguiente teorema, este problema tiene una tinica,
solucién®’.

Definicion 1
El SDL #(t) = Axz(t) + Bu(t) (o el par (A, B)) es estabilizable, si existe un
control realimentado por el estado tal que el correspondiente sistema en lazo cerrado
es estable!”.
Definicién 2
El SDL #(t) = Axz(t), y(t) = Cz(t) (o el par (A,C)) es detectable, si el sistema
dual asociado #(t) = ATz (t) + CTu(t) es estabilizable'”.
Teorema 3
Si el par (A, B) es estabilizable y ¢l par (A, C) es detectable, entonces existe un
unico control dptimo
u(t) = Fz(t), F=-R'BTX (4)
que minimiza J, donde X € IR™" ¢s la tinica solucién simétrica, semidefinida positiva
de la ecuacién algebraica de Riccati en tiempo continuo
ATX+XA+Q-XBR'BTXx =0 (5)

Ademads, bajo estas condiciones el sistema en lazo cerrado

z(t) = (A + BF)x(t) (6)

es estable,

El teorema anterior introduce un método para resolver ¢l problema lineal-
cuadrético de control éptimo basado en la ecuacién algebraica de Riccati (5), puesto
que una vez sc¢ conoce X, el control realimentado u(t) se obtiene ficilmente de (4). La
EAR es una de las aproximaciones numéricas méas fiables para resolver este problema
de control y puede aplicarse asimismo en SDL en tiempo continuo generalizados

Bi(t) = Az(t) + Bu(t),  z(0) = o (7
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donde F € R™ " puede ser singular’” y SDL en tiempo discreto generalizados

Ezp1 = Az, + Bug

yr = Czy, ®)

El problema lineal-cuadritico de control 6ptimo aparece en problemas de control
6ptimo Hy, control robusto y optimizacién H,,, estabilizacién de SDL, filtrado éptimo
y calculo de descomposiciones de Kalman, etc.'” EAR de gran dimensién aparecen por
ejemplo en el control de grandes estructuras dindmicas'®. En general, en problemas
de mayor dimensién (varios miles de variables de estados), las matrices coeficiente que
intervienen son dispersas. Este tipo de problemas presentan el inconveniente de que,
aunque las matrices coeficiente son dispersas, la solucién X es densa. Asi pues, ninguno
de los métodos estudiados en las en las siguientes secciones resulta apropiado para este
tipo de problemas. En realidad, inicamente se conocen aproximaciones heuristicas para
la resolucién de problemas dispersos?.

En este trabajo se presentan algoritmos de altas prestaciones para resolver EAR de
tamano moderado, donde intervienen matrices coeficiente densas, mediante cuatro de
los métodos con mayor fiablidad numérica: el método de Newton, el método de Schur,
la funcién signo matricial y la funcién disco matricial. Los algoritmos desarrollados
utilizan intensivamente las librerias computacionales BLAS y LAPACK?. La libreria
BLAS dispone de una serie de nticleos computacionales basicos, que habitualmente son
desarrollados y afinados por el propio fabricante del computador. La libreria LAPACK
contiene diversas rutinas del dlgebra matricial y realiza un empleo eficiente de los
recursos computacionales mediante la utilizacién de técnicas orientadas por bloques
y rutinas del BLAS.

En las implementaciones se ha utilizado un nodo computacional de un
multiprocesador con memoria compartida, el Silicon Graphics PowerChallenge. Este
nodo computacional es el SGI MIPS RS8000.

El trabajo estd estructurado del siguiente modo. En la seccién siguiente se describen
los principales métodos numéricos para la resolucién de EAR en el modelo de espacio
de estados. Posteriormente se presentan los resultados experimentales obtenidos en
esta arquitectura. Finalmente, en la iltima seccién se comentan las conclusiones del
trabajo.

Métodos numéricos para la EAR

Existen cuatro tipos de métodos para resolver la EAR en el modelo de espacio
de estados: el método de Newton, los métodos basados en los vectores de Schur, los
métodos basados en la funcién signo matricial y los métodos basados en la funcién disco
matricial®.

El método de Newton es un algoritmo numéricamente estable, pero el coste de este
método iterativo es bastante alto y su convergencia puede ser lenta'®. Este método
trabaja directamente con las matrices coeficiente del problema y en cada iteracién se
calcula una nueva aproximacion a la solucién de la EAR.




METODOS NUMERICOS PARA LA RESOLUCION 387

Por otra parte, los restantes tres tipos de métodos trabajan sobre la matriz 2n x 2n

A -BRBT
H= [_Q _AT (9)
asociada a la EAR. Esta matriz es hamiltoniana, puesto que
JH =(JHT, J= On I”] (10)
_In On

donde I, es la matriz identidad de orden n. Estos métodos calculan una base del
subespacio invariante estable de H y, a partir de ésta, obtienen la solucién de la EAR.

El método de Newton

El método de Newton (o iteracién de Kleinmann) fue introducido en'® como un
método iterativo para resolver la EAR. Este método requiere una aproximacion inicial
a la solucién del problema y su convergencia puede resultar lenta si esta aproximacién
estd lejana a la solucién exacta del problema. Sin embargo, éste es un método cuya
estabilidad numérica ha sido probada. En consecuencia, y debido a su alto coste
computacional, este método estd considerado como un algoritmo eficiente para refinar
las soluciones obtenidas mediante algin otro método.

El método de Newton se calcula una secuencia de matrices que, bajo ciertas
condiciones, converge a la tnica solucién semidefinida positiva de la EAR. Este
algoritmo se obtiene del siguiente teorema'®:

Teorema /4

Sea Xy, kK = 0,1,2,..., la tnica solucidn semidefinida positiva de la ecuacién
matricial lineal de Lyapunov en tiempo continuo

ATXy + X3 Ay + Q4+ FIRF, =0 (11)
donde

F,=-R'BTX,_,, k=1,2,...

(12)
Ay =A+ BF,, k=0,1,...

y con Fy calculada tal que A + BFj es estable. Entonces
1. 0SS X < Xpp1 <X Z...< Xy, k=0,1,...
2. limk_,oo Xk =X

3. La convergencia de la secuencia de matrices es asintéticamente cuadratica, esto es,
3¢ tal que || Xpq1 — X|| < | Xe — X2, VE=0,1,...

Puesto que el par de matrices (AB) es estabilizable (ver las condiciones para la
existencia y unicidad de la solucién requerida de la EAR), es posible encontrar una
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matriz de realimentacién Fy tal que A + BEj es estable. Por ejemplo, el algoritmo de
Bass permite encontrar este control de realimentacién de estados®. Asi, si la iteracién
se inicia en esta aproximacién, la secuencia siempre converge a la solucion requerida
de la EAR. Ademsds, si la ecuacidon matricial lineal de Lyapunov!! se resuelve mediante
algin método numéricamente estable®''| entonces se puede probar que el método de
Newton es asimismo numéricamente estable.

La siguiente implementacién del método de Newton ofrece una alta fiabilidad en
presencia de errores de redondeo®.
Algoritmo 1

1. Calcular una matriz de realimentacién inicial Fy tal que A + BFy es cstable

2. Calcular la solucién simétrica inicial X resolviendo la ecuacién matricial lineal de
Lyapunov

(A+ BF))T Xy + Xo(A+ BR) + Q+ F{ RFy =0 (13)
3. Para k =0,1,2,... hasta convergencia o k > max _iter
a) Ry - —(Q+ AT Xy + X4 A— X3 SX;), S=BR'BT
b) Calcular la solucién Xj de la ecuacién matricial lineal de Lyapunov
(A-8X.)T X, + X (A - 8X;) = Ry (14)
¢) Xpo1 = Xi + Xy
Fin para

La convergencia de esta iteracién puede mejorarse mediante el uso de las técnicas
de busqueda lineal®. Bdsicamente, la siguiente solucién Xy se calcula como

Xiy1 = X + 5 Xs (15)
donde 0 < ¢ < 2 se escoge en cada iteracién de modo que se minimiza
f(t) = (1—1)? - traza(R2) + 2(1 — t)t? - traza(RyT;) + t* - traza(T}7) 16)
T, = XS X

Esta busqueda lineal exacta puede reducir considerablemente el niumero de
iteraciones del método de Newton. El siguiente teorema muestra las propiedades del
método de Newton modificado mediante la bisqueda lineal®:
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Teorema 5

Consideremos ¢l par (AB) controlable Xo = X{ tal que A — SX es estable y
0 <ty <2, k>0, entonces las soluciones aproximadas X, k& > 0 producidas mediante
el método de Newton con busqueda lineal satisfacen

1. A— SXj, es estable

2. [[Rgallr < | Rellr

3. limg 00 R =0

4. limg_,oo Xx = X y la convergencia es asintoticamente cuadritica

. limk_.,oo tk =1

(@3]

Los resultados numéricos en la seccién siguiente muestran la eficiencia del empleo
de buisquedas lineales (Figura 1). Ademads, el coste computacional por iteracién de este
método puede reducirse explotando la estructura simétrica de algunas de las matrices
que intervienen (S, Ry y Xg).

El método de Schur

El desarrollo del método de Schur para la resolucién de la KAR fue una extension
natural de los métodos basados en el uso de vectores propios'*. El método de Schur evita
las dificultades numéricas asociadas al cilculo de los vectores propios trabajando sobre
los vectores de Schur, que pueden ser calculados mediante un método numéricamente
estable, el algoritmo iterativo QR'.

Los métodos basados en los vectores de Schur calculan una base del subespacio
invariante estable de H y entonces la soluciéon de la EAR se obtiene a partir de un
sistema algebraico lineal.

El método de Schur para resolver la EAR™ es el siguiente:

Algoritmo 2

1. Calcular una transformacién de semejanza, definida por una matriz ortogonal U
tal que reduce la matriz hamiltoniana asociada con la EAR a la forma real de Schur
(forma triangular superior por bloques, con bloques diagonales de dimensién 1 x 1
62x2)

A =S = Ty Tho
ut =T = _ 17
1 [_Q _AT]UI [ 0 Tho ( )

2. Calcular una transformaciéon de semejanza definida por una matriz ortogonal Us,
que desplaza los valores propios de T con parte real negativa al bloque superior
izquierdo de T

r [Ty Ty _ o |Tn Tr2
UQ[O | V=T =] 2 (18)
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3. Si V = UyU,, entonces la solucién de la EAR se calcula resolviendo el sistema
lineal XVi; = Va1, donde V estd patricionada en bloques de dimensién n X n del
siguiente modo

Vi VIZ}
V= 19
{vm Voo (19)

Existen diversas modificaciones de las dos primeras etapas del método de Schur
que intentan explotar la estructura hamiltoniana del problema, como el algoritmo
QR hamiltoniano®. Sin embargo, este algoritmo presenta el inconveniente de que no
se conoce ningin método para reducir una matriz hamiltoniana general a la forma
Hessenberg-hamiltoniana mediante transformaciones simpléticas ortogonales. Esta
reduccién tnicamente puede realizarse si la matriz S o la matriz @ (o ambas) son
de rango uno.

Un método similar, el algoritmo SR, que estd también basado en el uso de
transformaciones simpléticas, y en consecuencia preserva la estructura del problema,
se describe en la ref.”. Sin embargo, algunas de las transformaciones introducidas en
este método no son ortogonales, y por tanto es posible introducir grandes errores de
redondeo en la solucién.

La funcidén signo matricial

Consideremos la descomposicién canénica de Jordan' de la matrix ‘H definida como

J=X""HX=D+N (20)

donde X es una matriz de vectores propios y vectores principales de H, D -
diag(dy, dg, . ..,ds,) una matriz diagonal que contiene los valores propios de H y N
una matriz nilpotente (3k: N¥ = 05,). La funcién signo matricial de  se define como

. Si1 Sie } 7 A: Y1
signo(#H) = =Xd ;)X
signo(#) = | &1 31| = Xding(a) on
a; =signo(d;), 1=1,2,...,2n
donde la funcién signo escalar esta definida por
+1 si Re(a) >0
signo{a) = ¢ —1 si Re(a) <0 (22)

indefinida si Re{a) =

y Re(a) es la parte real de a.
A partir de signo (H) se puede probar®® que la solucién de la EAR asociadada se
obtiene resolviendo el sistema lineal de rango completo sobredeterminado

Si2 __[Su+1 o
{322+fnJX_ { Sor } (23)
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Tteraciones para la funcion signo matricial

En?* se¢ demuestra que, aplicando el método de Newton-Raphson a la ecuacién
matricial no lineal H? = I,, se obtiene la siguiente iteracién para la funcién signo
matricial

1 _
Wit = 5 (Wi + W, b, We=%H (24)

y la secuencia Wy, k =0,1,2,..., converge cuadraticamente a signo H.
Una técnica de aceleracién® resulta en el siguiente esquema, iterativo clésico

Wi = (Wi + EW N/ (20), ¢ = |det(Wy)|Y2", Wo=H (25)

Esta técnica es facilmente utilizable, mejora la convergencia y requiere un coste
computacional adicional de orden menor.

Existen otros esquemas iterativos diferentes que pueden resultar mis eficientes
sobre computadoras de altas prestaciones debido al tipo de operaciones que los
componen. Un nuevo esquema iterativo racional*® resulta en una iteracién “rica” en
productos matriciales. El esquema iterativo racional obtenido es el siguiente:

m
Wi = Wi Yy (Wi + ailon) " /(ma), Wo=H (26)
3s1
donde
_ 1 7r(2i - 1) 2 1 .

El mayor coste por iteracién de este esquema puede compensarse en algunos
problemas por su mayor convergencia, que depende del pardmetro m.

Una aproximacién diferente resulta en otra iteracién “rica” en productos
matriciales. Si ||W]? — Isp|| < 1, entonces el esquema iterativo de Newton-Schulz'?,
comenzando en Wy, converge a signo (Wy)

1
Wit1 = §Wk(312n - W§), k> f (28)
Puesto que Wy = H es hamiltoniana, puede ficilmente probarse que las matrices
de la secuencia Wy, k = 1,2,... calculadas mediante (25) y (26) son también

hamiltonianas. En consecuencia, Zy = JWj, k=0,1,2,... (J definida en (10)) define
una secuencia de matrices simétricas indefinidas y el esquema iterativo simétrico

1
Tyl = =Y lp + J Z‘lj, Zo=JH
k+1 2(’Yk k (’)’Ic k) ) 0 (29)

X —1/2n
Ve = | det(Zy)| ™
converge a J signo (H). Asi, este esquema iterativo Unicamente requiere la inversion

de matrices simétricas y presenta por tanto un menor coste computacional. La misma
idea puede aplicarse al esquema iterativo racional (26).
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En estos esquemas iterativos se pueden utilizar dos criterios de parada diferentes;
por ejemplo, si € es la precisién de la maquina y 7 es un umbral de convergencia, las
iteraciones pueden detenerse cuando

Wiyt —Welli <m-e-7 (30)

o bien cuando

lle——Iinh <n-€-T (31)

La funcién disco matricial

Los algoritmos para la funcién disco matricial, que han sido desarrollados
recientemente, permiten dividir el espectro (vapores propios) de un haz de matrices de
modo que se obtiene un haz de matrices de menor dimensién, con una parte determinada
del espectro del haz original. Para este propdsito, los algoritmos calculan el subespacio
deflectante apropiado. Sin embargo, si se requiere el espectro completo, estos métodos
son demasiado costosos y menos precisos que la aproximacién estdndar basada en el
algoritmo iterativo QZ'.

La definicién de la funcién disco matricial fue primeramente introducida en”. El
algoritmo presentado en esta subseccién fue desarrollado por Malyshev'® y fue mejorado
en la ref.* mediante la introduccién de una técnica libre de operaciones de inversion
explicitas. Una nueva mejora® evita las operaciones de inversién explicitas y ademads
permite obtener los subespacios deflectantes izquierdo y derecho mediante una unica
iteracién.

Cuando se desea resolver la EAR, sélo es necesario calcular el subespacio invariante
derecho de la matriz hamiltoniana H. Asi, el algoritmo de divisién espectral que
resuelve la EAR, basado en el cdlculo de la funcién disco matricial, puede especificarse
del siguiente modo®:

Algoritmo 3

1. Consideremos Ay = Isy, — H, By = Iz, + H y 7 un umbral de convergencia
2. Para k =0,1,... hasta convergencia o k¥ > max _iter
a) Calcular la descomposicién QR
By, ] [Qn Q12] [R;cJ .
= 32
[—Ak Qa1 Q2] [ 0 (32)
b) A1 = QlAx

¢) Brs1 = QLB

d) si|)|Rx — Rk—1ll1 <n-e-7||Rg--1]i1, entonces p = k + 1, fin de iteracién
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Fin para

3. Resolver para X el sistema lineal sobredeterminado

Z12 Z1 Z11 Zig ‘

[Z22] X = {221} ’ Ap = [Z21 Z22] (33)

El esquema iterativo en la etapa 2 separa el espectro de un haz de matrices alrededor

del circulo unidad. ITterando sobre la transformacién de Cayley del haz de matrices

(Izn,H) (ver etapa 1), el algoritmo anterior separa el espectro de H a lo largo del eje

imaginario y proporciona un subespacio invariante derecho de esta matriz. La solucién

de la EAR se obtiene entonces en la iltima etapa resolviendo el sistema lineal (33),
como se describe en®.

ESTUDIO EXPERIMENTAL

Algoritmos particionados por bloques y librerias computacionales

Durante los ltimos anos se ha experimentado un creciente avance en la velocidad
de célculo de los procesadores, medida en millones de operaciones en coma flotante por
segundo (Mflops). En cambio, este incremento en las prestaciones de los procesadores
no se ha visto acompafiado por una reduccién comparable en los tiempos de acceso a la
memoria principal. En consecuencia, en los computadores actuales se ha recurrido al
uso de antememorias, 0 memorias caché, mas rapidas que la memoria principal, capaces
de suministrar los datos a los procesadores a la suficiente velocidad.

La programacién eficiente de estos computadores pasa pues por una utilizacion
eficaz de estas antememorias. Resulta imprescindible, por ejemplo, minimizar el nimero
de trasiegos de informacién entre la memoria principal y las antememorias (fallos de
antememoria).

En la computacién matricial esta programacién eficiente se puede conseguir
mediante técnicas de programacién orientadas por bloques. La idea fundamental es
utilizar al maximo los datos que estdn actualmente en la antememoria, antes de tener
que traer nuevos datos desde la memoria principal.

En este sentido, la libreria BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) define
un conjunto de especificaciones de rutinas bésicas del algebra matricial cuya
implementacién se deja habitualmente en manos del propio fabricante de la miquina.
Asi, por ejemplo, existen implementaciones especificas de estas rutinas afinadas
especialmente para procesadores de Intel, HP, SUN, Silicon Graphics, etc. Algunas
de las operaciones matriciales disponibles en esta libreria son el producto matricial, el
producto matriz por vector, la resolucién de sistemas triangulares lineales, etc.

La libreria LAPACK (Linear Algebra Package) extiende la funcionalidad del BLAS
a nucleos de computacidén matricial mas complejos?. Por ejemplo, existen rutinas en
esta libreria para la resolucién de sistemas lineales de ecuaciones, problemas de valores
propios, problemas de valores singulares, etc. Esta libreria recurre a la utilizacién de
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téenicas orientadas por bloques y al empleo de rutinas de BLAS para conseguir una
implementacién eficiente de sus nicleos.

Resultados experimentales

En este apartado se presentan los resultados experimentales comparativos de
los cddigos en doble precisién para los métodos numéricos estudiados. El analisis
experimental se realizé sobre un Silicon Graphics PowerChallenge, utilizando los nicleos
computacionales BLAS proporcionados por el fabricante y la libreria LAPACK 2.0%.

El Silicon Graphics PowerChallenge es un multiprocesador con memoria
compartida y 8 nodos computacionales del tipo SGI MIPS R8000. E1 MIPS R8000 es un
procesador superescalar con tecnologia RISC. La velocidad pico de computacién de este
procesador es de 360 Mflops. La memoria caché de este computador estd estructurada
en dos niveles. El primer nivel estd compuesto por una caché de datos interna de 16
Kbytes destinada al almacenamiento de datos enteros. En el segundo nivel de caché se
encuentra una memoria (o caché externa de datos) de 4 Mbytes, destinada a almacenar
datos en coma flotante y los datos enteros. La memoria de esta arquitectura puede
variar entre 64 Mbytes y 16 Gbytes. La precisién maquina'® de esta arquitectura es
€~ 2,2 x 1016,

Todos los experimentos se realizaron sobre un tinico procesador del Silicon Graphics
PowerChallenge, utilizando las opciones de optimizacién adecuadas.

Para evaluar la eficiencia de los algoritmos se han utilizado dos problemas de control
6ptimo. Kl primero aparece en el control y posicionamiento de una cadena de vehiculos.
El segundo estd relacionado con el andlisis de sistemas circulantes.

El primer problema, que se¢ denotard por CVAV (control de Vehiculos de Alta
Velocidad), aparece descrito en varios trabajos®'*. Si el nimero de vehiculos que deben
controlarse es g, entonces el tamaiio del problema es n : - 2¢ — 1. La matriz de estados
estd definida como

[A1n A 0 ... 0 0 01
0 Agg Asz ... 0 0 0
0 0 As ... 0 0 0
A= | : : : (34)
0 0 0 ces AN-——-Z,N—Q AN—?,N»-] q
0o 0 0 .. 0 Av_inoi A
0 o0 0 ... 0 0 ~1]
donde
-1 0 0 0 a 0
Agg = [ 1 O]’ 1<ESN-1, Aggy1 = [_1 0], I1<k<SN-2yA= {_1]

Las matrices S y Q estdn definidas por

S = diag (1,0,1,0,...,1,0,1) y @ = diag (0,10,0,10,...,10,0,10)  (36)
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El segundo problema, que se denotard como MC (Matrices Circulantes), se describe
en °. En este problema, las matrices se construyen como

-2, 1 0 1
1 =2 0 0

A= : : (37)
0 0 —2 1
1 0 1 -2

yQ=S5=I

La ventaja principal de estos dos problemas es que es posible incrementar la
dimensién de las matrices sin que por ello empeore notablemente el condicionamiento
del problema. La Tabla I muestra la norma de Frobenious de la solucién calculada X
y el ntimero de condicién estimado Cr para ambos problemas. El nimero de condicién
de la EAR? se estima mediante

20| Allr + JZE + 1S F XL

B sep((A - SX)T, —(A - 5X))

(38)

donde sep mide la distancia entre el espectro de dos matrices®. En lugar de la solucién
exacta de la EAR, en esta expresion se utiliza la solucién aproximada obtenida mediante
el método de Newton.

CVAV

n 63 127 255

1 X7 3,78 5,37 7,62
Cr 142,10 253,86 404,12

MC

n 64 128 256

1 X 3,75 5,35 7,60
Cr 141,35 235,15 403,44

Tabla I. Valores de || X ||z y Cr estimados mediante el método de Newton en el Silicon
Graphics PowerChallenge

La precisién de la solucién se evalia mediante el residuo relativo

|ATX + XA+ Q- XBR'BTX||p

X1 (39)

donde X es la proyeccién de Frobenious X = (X + X7)/2 de la solucién calculada X.
Para el problema CVAV se presentan los resultados correspondientes a los sistemas
de orden 63, 127, 255 y 511. Para el problema MC los tamanos son 64, 128, 256 y 512.
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Los algoritmos desarrollados se denotan, siguiendo la metodologia de la libreria
LAPACK como dyycrzz, donde la primera letra “d” indica que el algoritmo emplea
aritmética en doble precision. Las letras “yy” indican si el método explota la estructura
hamiltoniana del problema (yy = “ha” si es asi, o yy = “ge” si no se considera esta
estructura). Las dos letras siguientes identifican el problema resuelto; en este caso “cr”
denota la ecuacién matricial de Riccati en tiempo continuo. Las dos ultimas letras
describen el método empleado y la variante: método de Newton, método de Schur, etc.

En los apartados siguientes se comparan brevemente las diferentes variantes
desarrolladas de cada uno de los métodos utilizados. Una vez se identifican lag variantes
mas eficientes de cada uno de estos métodos, en el Ultimo apartado se procede a
comparar los métodos numéricos entre si, tanto desde el punto de vista de la precisién
como de la eficiencia.

El método de Newton

Para realizar este estudio experimental se han implementado las siguientes variantes
del método de Newton descrito en el algoritmo 1:

dgecrnw:  Algoritmo 1

dhacrnw:  Aprovechamiento de la estructura del problema para reducir el coste

dgecrnz: Empleo de bisquedas lineales exactas

dhacrnz:  Empleo de bisquedas lineales exactas y aprovechamiento de la estruc-
tura del problema para reducir el coste

La Figura 1 muestra los tiempos de ejecucién de las diferentes variantes del método
de Newton frente al tamafo del problema.

450 -X= dgecrnw 450 -X- dgecrnw

4001 dhacrnw 1

408 R dhacrnw
!

350 0. dgecnz 350: 0. dgecenz * 1

300~ S dhacinz 3001 . dhacrnz
- g
E 250 250
- -

200 200

:
150 1500 4
1001 106
B 1 50
ot = ) . L Y ol e
0 50 100 150 200 250 300 o 50 300
n n

Figura 1. Tiempo de CPU (s) del método de Newton para la resolucién de la EAR
asociada a los problemas CVAV (izquierda) y MC (derecha) en el Silicon
Graphics PowerChalenge
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El menor tiempo de ejecucién corresponde en ambos problemas al algoritmo
dgecrnz.

Esto es debido a que el empleo de la buisqueda lineal®!® consigue reducir
notablemente el nimero de iteraciones del método de Newton. Por ejemplo, en el
problema CVAV la busqueda lineal llega a dividir por dos el nimero de iteraciones
necesarias, mientras que en el problema MC el impacto es menor. En cuanto al
aprovechamiento de la estructura del problema, el ahorro computacional que supone
considerar la simetria de algunas matrices del problema (algoritmos dhacrnw y dhacrnz)
no compensa a la menor eficiencia de los nicleos computacionales que deben utilizarse
en tal caso.

El método de Schur

Unicamente se ha desarrollado una implementacién del método de Schur que
corresponde al algoritmo 2:

- dgecrsc:

Otras variantes, como el algoritmo QR hamiltoniano o el algoritmo SR, no han
sido implementadas debido a su falta de aplicacién general o al uso de operaciones que
pueden conducir a resultados no fiables.

La funcidn signo matricial

Se han desarrollado diversas variantes del método de resolucién de la EAR basado
en la funcién signo matricial. Estas variantes difieren en ¢l tipo de esquema iterativo
que se emplea para el cilculo de la funcién signo matricial:

- dgecrsd:  Esquema iterativo clasico

- dhacrsd:  Esquema iterativo simétrico

- dgecrsr: Esquema iterativo racional

- dhacrsr: Esquema iterativo simétrico racional

- dgecrsm:  Esquema iterativo mixto

El esquema iterativo mixto utiliza la iteracién racional hasta que se asegura la
convergencia de la iteracién de Newton-Schulz y a partir de este instante se emplea
ésta dltima.

La Figura 2 muestra los tiempos de ejecucién de las diferentes variantes del método
basado en la funcién signo matricial frente al tamanio del problema.

Esta figura muestra que en ambos problemas las mayores prestaciones se obtienen
con el esquema iterativo simétrico dhacrsd seguido por el esquema clisico dgecrsd.
Sin embargo, la diferencia en tiempos entre estos dos esquemas iterativos es pequeina
y mucho menor que la que cabria esperar, puesto que el esquema iterativo simétrico



398 E.S. QUINTANA ORTI, V. HERNANDEZ Y G. QUINTANA ORTI

200 T ¥ T T An T - 200——— ~ T T T T v - T T

180F  -+- dgecrsd 180F -4~ dgecrsd
150k -X.- dhacrsd 160k —X- dhacrsd
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=t dhacrsr 140 e dhacrst
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Figura 2. Tiempo de CPU (s) de la funcién signo matricial para la resolucién de la
EAR asociada a los problemas CVAV (izquierda) y MC (derecha) en el
Silicon Graphics PowerChallenge

reduce a la mitad el coste del esquema iterativo cldsico. Esto es debido a la utilizacidén
en el esquema iterativo simétrico de nicleos computacionales menos eficientes.

Esta misma situacidén se repite entre el esquema iterativo racional dgecrsr y
el esquema iterativo simétrico racional dhacrsr, aunque ambos algoritmos obtienen
tiempos de ejecucion superiores a los anteriores. Por ltimo, como muestra el problema
MC, el esquema iterativo mixto puede resultar més eficiente en algunos casos.

La funcidén disco matricial

En el estudio experimental se han desarrollado diversas implementaciones del
método basado en la funcién disco matricial, que corresponde al algoritmo 3. Estas
variantes difieren en el tipo de descomposicién ortogonal™® que se utiliza para resolver
el sistema lineal sobredeterminado en la etapa 3. Experimentalmente se ha probado
que las diferencias existentes son de orden menor y en consecuencia se ha escogido una
variante del algoritmo 3, que emplea la factorizacién QR con pivotamiento de columnas
en la tercera etapa.

- dgecrgs:

Comparacién global

En primer lugar, en este estudio comparativo se analizan las variantes mas eficientes
de cada uno de los cuatro métodos:

- dgecrnz:  Método de Newton con bisqueda lineal exacta
- dgecrsc:  Método de Schur

- dhacrsd:  Funcién signo matricial mediante el esquema iterativo simétrico
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- dgecrgs:  Funcién disco matricial

La Figura 3 muestra el comportamiento del tiempo de ejecucién de los diferentes
algoritmos desarrollados cuando varia el tamano del problema.

800 -~ T T T T v T v T T 500 T v —— — T — ~ T T
4501 -+- dgecrnz . *
T00F -+~ dgecrnz ! ’

x 400F  -x.- dgecrsc ,
6001 -x.- dgecrsc , ,
’ 350F .+ dhacrsd 4

U S W—

500F .+ dhacrsd a0l - dgecrgs ,

[

[} o
Q =Y
Eqo0f ----  dgecrgs _E 250
= ~
200
300
ol {
2001 X |
e 100} q
b {
100 + 50 1
=T S . iz e ]
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 S50

n n

Figura 3. Tiempo de CPU (s) para la resolucién de la EAR asociada a los problemas
CVAV (izquierda) y MC (derecha) en el Silicon Graphics PowerChallenge

En ambas figuras el tiempo de CPU para resolver los problemas de mayor tamaiio
mediante la funcién disco matricial se obtuvo extrapolando los resultados disponibles.

La figura anterior muestra que el algoritmo maés eficiente es el basado en el calculo
de la funcién signo matricial dhacrsd seguido del método de Schur dgecrsc. Estos
dos algoritmos presentan ademds un coste considerablemente menor que los algoritmos
basados en el método de Newton y la funcién disco matricial.

La funcién signo matricial requiere operaciones matriciales que resultan altamente
eficientes sobre las arquitecturas actuales. Ademds, presenta un bajo coste por iteraciéon
y una rapida convergencia.

El método de Schur presenta un coste computacional tedrico comparable a la
funcién signo matricial. En cambio, el tipo de operaciones matriciales que requiere
(algoritmo iterativo QR) no resultan tan eficientes sobre los computadores actuales.

El método de Newton presenta un alto coste por iteracidon y aunque las técnicas de
busqueda lineal reducen el coste global del algoritmo, éste todavia resulta notablemente
mas alto que en la funcién signo matricial o el método de Schur.

Por 1ltimo, la funcién disco matricial presenta asimismo un alto coste por iteracién
y requicre ademas un elevado niimero de iteraciones, puesto que no se conoce ningin
método de aceleracién de la convergencia para este método.

A continuacién se describen los resultados obtenidos utilizando el método de
Newton como un algoritmo de refinamiento iterativo para afinar las soluciones
calcualdas mediante los restantes métodos.



400

E.S. QUINTANA ORTI, V. HERNANDEZ Y G. QUINTANA ORTf

La Tabla II muestra el residuo relativo (ver (39)) de los métodos globales
construidos mediante el método de Schur, la funcién signo matricial o la funcién disco
matricial y refinados mediante el método de Newton. Ademads, se presenta el nimero de
iteraciones de refinamiento necesarias para obtener una precisién similar a la obtenida
directamente mediante el método de Newton.

CVAV
. n 63 127 B 255 511 |
d geernz [ 0,21 x 1071 (8) [ 0,23 x 100 (9) [ 0,23 x 10715 (9) | 0,21 x 10~ (10)
d_gecrsc | 0,33 x 107° (1) [ 0,31 x 10 *° (1) [ 0,33 x 107 (1) | 0,35 x 107™ (1)
| d_gecrsd | 0,30 x 107 (1) [ 0,32 x 107" (1) [ 0,30 x 10~ (1) | 0,32 x 10 ™ (1) |
d_gecrgs [ 0,30 x 10~ (1) [0,34 x 1015 (1) [ 0,37 x 10~ (1) | 0,32 x 10~ (1)
MC
._n 64 128 256 _ 812
d_gecrnz [ 0,25 x 10~ (7) [ 0,32 x 10~ (1) [0,28 x 10~ (7) | 0,28 x 10715 (7) |
d_gecrsc [ 0,38 x 10 ™ (1) 10,33 x 10~ (1) [ 0,36 x 107" (1) | 0,33 x 10~ (1)
d_gecrsd [ 0,36 x 1075 (1) [0,35 x 1075 (1) [ 0,35 x 107 (1) [ 0,35 x 10 ©° (1) |
d.gecrgs | 0,44 x 1077 (1) [0,39 x 107 (1) [ 0,34 x 10~ (1) [ 0,34 x 10~ (1) |

Tabla II. Error relativo y numero de iteraciones del método de Newton

(entre paréntesis)

La tabla anterior muestra que el método de Schur, la funcién signo matricial y
la funcién disco matricial, refinados mediante el método de Newton, permiten obtener
soluciones para las EAR estudiadas de precisién comparable a la obtenida mediante ¢l
método de Newton. Ademds, en estos problemas tinicamente es necesario una iteracién
de refinado para obtener tal precision.

CONCLUSIONES

En este trabjao se han presentado diversos algoritmos para la resolucion
del problema lineal-cuadratico de control éptimo para sistemas dindmicos lineales
formulados en ¢l modelo de espacio de estados.

Los métodos analizados (método de Newton, método de Schur y funciones
signo y disco matricial) estdn basados en la resolucién de la ecuacién algebraica de
Riccati. Estos métodos estdn considerados como numéricamente fiables, pues evitan
las dificultades numéricas de los algoritmos basados en el modelo polinomial.

El anilisis de los métodos incluye un amplio estudio experimental de las diferentes

variantes de cada uno de los algoritmos desarrollados.

Este analisis realiza una

comparacién de los algoritmos, tanto desde el punto de vista de las prestaciones como
de la precision de los resultados.
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El método mads eficiente es la funcién signo matricial, pues une a la eficiencia de
las operaciones matriciales que emplea, un escaso coste por iteracién y una rapida
convergencia. Ademds, entre los diferentes esquemas iterativos, la utilizacién del
esquema iterativo simétrico consigue reducir el coste de este método.

El método de Schur presenta un coste computacional ligeramente superior, pero
tiene la ventaja, frente a la funcién signo matricial, de evitar dificultades numeéricas si
la matriz hamiltoniana es casi singular. ,

Frente a los anteriores algoritmos, el método de Newton presenta como ventaja
principal su estabilidad numérica, aunque su coste por iteraciéon resulta muy alto. FEl
ejemplo de técnicas basadas en bisquedas lineales consigue acelerar la convergencia de
este método. En cambio, en este caso no se obtiene beneficio alguno al explotar la
estructura hamiltoniana del problema.

Por 1ltimo, la funcién disco matricial requiere un alto coste por iteracién que
determina sus peores prestaciones. Sin embargo, este método puede tener interds en
arquitecturas paralelas por el tipo de operaciones que requiere.
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