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Resumen 

En un programa de elementos finitos se implementa un modelo matemático para la consolidación 
elastoplástica con deformaciones finitas en un medio representativo de un suelo totalmente saturado. El 
tratamiento algorítmico de la elasticidad en deformaciones finitas para la fase sólida está basado en una des- 
composición multiplicativa y acoplado con el algoritmo de flujo del fluido mediante la presión intersticial de 
Kirchhoff. Se utiliza una formulación mixta de elementos finitos con dos campos en que los desplazamientos 
nodales del sólido y las presiones nodales de agua en los poros están acoplados mediante las ecuaciones de 
equilibrio de masa y cantidad de movimiento. 
La ley de comportamiento de la fase sólida se representa mediante una teoría de tipo Cam-Clay modificada, 
formulada en el espacio de las tensiones principales de Kirchhoff, y se utiliza una aplicación de retorno que 
se lleva a cabo en el espacio de deformaciones definido por los invariantes de los alargamientos elásticos 
logarítmicos principales. El comportamiento de la fase fluida se representa mediante una ley de Darcy 
generalizada formulada respecto a la configuración actual. El modelo de elementos finitos es completamente 
linealizable con exactitud. Se presentan varios ejemplos numéricos con y sin efectos de deformaciones finitas 
para demostrar el impacto de la no linealidad geométrica en las correspondientes respuestas. El artículo 
finaliza con un estudio del comportamiento del modelo de elementos finitos en relación con la precisión y la 
estabilidad numérica. 

ELASTOPLASTIC CONSOLIDATION WITH FINITE DEFORMATIONS. IMPLEMENTATION 
WITH FINITE ELEMENTS AND NUMERICAL EXAMPLES 

Summary 

In a finite element computer program a mathematical model has been implemented to analyze the elastoplas- 
tic consolidation with finite deformations of a medium representing a fully saturated soil. The algorithmic 
treatment of the finite elasticity approach to the solid phase behaviour is based on a multiplicative decompo- 
sition and is coupled to an algorithm of fluid flow using the Kirchhoff pore pressure. A mixed finite element 
formulation with two fields has been used, where the solid nodal displacements and the nodal water pore 
pressure are coupled using the equations of balance of mass and linear momentum. 
The constitutive law of the solid phase is based on a modified Cam-Clay theory written in the main Kirchhoff 
stress space, and a return mapping in the space of deformations defined by the invariants of the main loga- 
rithmic elastic strechts. The behaviour of the fluid phase is modelled using a generalized Darcy's law written 
in the actual configuration. The finite element model is completely and rigourously linearized. Severa1 
examples with and without finite deformation effects are presented in order to show the impact of geometric 
non-linearities in the corresponding results. The paper ends with a study of the finite element behaviour in 
relation with its numerical precission and stability. 
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Las arcillas compresibles experimentan grandes deformaciones en intervalos de tiempo 
finitos. En muchas ocasiones los grandes movimientos del terreno causados por las de- 
formaciones dependientes del tiempo repercuten sobre el comportamierito de estructuras 
geotécnicas críticas. 

La variación con el tiempo de los movimientos de las arcillas puede achacarse a los 
siguientes factores1: a) retraso hidrodinámico o consolidación, fenómeno transitorio en que 
el fluido intersticial es expulsado de la masa de suelo y b) fluencia del suelo, fenómeno 
provocado por las deformaciones irreversibles originadas por el carácter viscoso del compor- 
tamiento del suelo. 

Las deformaciones de fluencia son de carácter reológico y representan una respuesta a 
un comportamiento que depende del tiempo, mientras que la consolidación proviene de una 
interacción transitoria entre las fases sólida y fluida y produce una deformación retardada 
debida a los cambios de tensión en la matriz del suelo. Este artículo se concentra en el 
modelado de la componente variable con el tiempo de la deformación del suelo debida a 
efectos de consolidación. 

Los modelos anteriores para la difusión transitoria de fluidos en medios porosos y de- 
formable~ fueron desarrollados a partir de los trabajos precursores de Terzaghi2 y B i ~ t ~ - ~  
que establecieron los cimientos matemáticos de la teoría de los medios porosos linealmente 
elásticos en situaciones mono y tridimensionales respectivamente. La formulación general de 
la teoría de la consolidación se adelantó a su época7 y tuvieron que pasar dos décadas hasta 
que se consiguieron resultados similares en el tema general de la teoría de las mezclas en 
continuos (véase la referencia8 para una historia descriptiva de la evolución de la teoría de 
mezclas, así corno las referenciasg-'' para referencias adicionales), teoría aplicable a medios 
polifásicos generales como mezclas de gases, de fluidos, de líquidos con burbujas, siispen- 
siories y aleaciones. Respecto al problema de consolidación de suelos, la teoría tridimensional 
de Biot ha sido la base de la mayoría de los trabajos posteriores en geofísica, mecánica de 
suelos y de r ~ c a s ' ~ - l ~ .  Desde entonces la teoría se ha ampliado para incluir irreversibilidad 
y efectos no lineales de materiale~l~-~O así como los efectos de grandes de fo rmac i~nes~ l -~~  
que pueden producirse en depósitos de arcillas muy compresibles. 

Hasta ahora las ampliaciones de la teoría infinitesimal de la consolidación al régimen 
de deformaciones finitas se han formulado en el marco de la hip~elast ic idad~~- '~.  La for- 
mulación hipoelástica restringe la validez de las ecuaciones constitutivas incrementales a 
pequeñas deformaciones elásticas27 y enturbia la definición adecuada de los gradientes prin- 
cipales y los cambios medios de volumen necesarios para imponer la ecuación de conservación 
de la masa en incrementos de carga finitos28. Además para la formulación hipoelástica se 
precisa utilizar alguna medida no única de una velocidad de tensiones objetiva, como la 
velocidad de tensiones de Jaumann que según se sabe produce malos resultados en corte 
simple". 

Muy recientemente se ha propuesto una formulación alternativa basada en la plasticidad 
rnultiplicativa con objeto de estudiar el problema de la consolidación elastoplástica con 
deformación finit~i'~-~O. 

Esta formulación prolonga las ideas de la referenciaz7 a continuos bifásicos suelo-agua 
y conduce a un problema condicionado de valores de contorno en que la deformación 
volumétrica de la matriz sólida queda coaccionada por el movimiento relativo de la fase 
fluida. Aderriás, para permitir el desarrollo de grandes deformaciones elásticas, la nueva 
formulación evita el tema de las velocidades en el cálculo con deformaciones finitas. 

Un interesante subproducto de la formulación presentada en la referencia28 es que para 
suelo saturado con partículas y fluido incompresibles el balance de energía sugiere que la 
tensión efectiva de Terzaghi es la medida de tensión adecuada para escribir la respuesta del 
esqueleto del suelo. Por tanto, la formulación tiene la ventaja de ser capaz de admitir la 
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mayoría de los modelos que, basados en la tensión efectiva, han sido propuestos en ingeniería 
geotécnica para describir la deformación de arcillas compresibles31. 

Este artículo se apoya en el modelo matemático de la consolidación elastoplástica para 
deformaciones finitas presentado en la referenciaz8 y sitúa la teoría en el marco del cálculo 
con elementos finitos no lineales. Se desarrollan formas matriciales de las ecuaciones varia- 
cionales y se resuelven ejemplos numéricos para comprobar la robustez del modelo de ele- 
mentos finitos. Un tema clave en el cálculo de la consolidación elastoplástica se refiere al 
papel que juega el modelo constitutivo con dilataciones plásticas. En este artículo se emplea 
un modelo de tipo estado crítico propuesto primeramente en la referencia3' y modificado 
l ~ e g o ~ ' - ~ ~  para incorporar los efectos de las grandes deformaciones. 

Este modelo es capaz de simular algunas de las más importantes características del 
comportamiento de arcillas compresibles como son su compactación y dilatación plástica así 
como sus respuestas asociadas de endurecimiento y reblandecimiento. 

En la referencia33 el modelo se ha situado en el marco de la plasticidad multiplicativa 
que es el modelo usado en este artículo para comprobar la robustez del modelo propuesto 
de consolidación con elementos finitos. 

Respecto a las rotaciones y símbolos, las letras en negrita indican matrices y vectores, 
el símbolo (.) indica producto escalar de dos vectores ( a .  b = a,b,) o la contracción de los 
índices adyacentes de dos tensores ( c .  d = c,,djk); el símbolo (: ) indica producto interno de 
dos tensores de segundo orden (c: d = c,,d,,) o una doble contracción de índices adyacentes 
de tensores de rango dos o superior (D: C = DrJKLCKL). 

Ecuaciones d e  campo  e n  forma variacional 

Sea B C Rnsd un cuerpo simple de suelo saturado por un fluido y acotado por la superficie 
d B  en la configuración de referencia. Sea además q5 el movimiento de la fase sólida y 8 la 
presión de Kirchhoff del agua intersticial. Para posteriores referencias desde este mismo 
artículo, se recuerdan ahora los resultados presentados en la referenciaz8. 

En forma variacional el equilibrio en ausencia de tensiones rotacionales y de inercia se 
escribe 

G(4, B, 7 )  = J (grad r): T - Bdiv r )  - por). G ) ~ v  - r )  tdA = O 
B lBr (1) 

donde r)  es la variación del campo de desplazamientos. 
La forma variacional del balance de masa admitiendo la incompresibilidad tanto de las 

partículas como la del fluido es 

H(q5, O,$) = 1 ($J - grad $ . Jv)dV - $hQdA = O 
B l * h  (2) 

donde $ es el campo de la variación de la presión intersticial. En las ecuaciones (1) y (2) 
T = Jo es el tensor simétrico de tensiones efectivas de Kirchhoff obtenido al multiplicar el 
tensor de tensiones efectivas de Cauchy a por el jacobiano J del movimiento de la fase sólida, 
G es el vector de aceleraciones de la gravedad, t el vector tensión prescrito en 8BT c í3B 
definido en la configuración de referencia, po es una densidad de referencia o constante de 
la masa de suelo, J la derivada respecto al tiempo de J ,  v la velocidad relativa del flujo por 
unidad de área de la masa de suelo deformada, Q el flujo volumétrico, prescrito por unidad 
de área indeformada a través del contorno dBh C B (generalmente Q = O) ,  grad el operador 
gradiente y div el operador de divergencia espacial. 

La serie de discretizaciones temporales y espaciales puede intercambiarse, lo que se usa 
para el término incremental J en (2) desde el principio. Para ello se considera la siguiente 
ecuación variacional integrada en el tiempol5>l6 
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12 

A 0 , )  = ( 1  - m J + -  d v -  
m=l ) 

- PO 1 [P(grad $ . J v )  + (1 - P)(grad $ . Jv),] dV- (3) 
£3 

- Po 1 $[PQ.+l + (1 - 4)QnIdA = 0 
OB 

donde At = - t ,  y P, Po y las a, son los parámetros de integración en el tiempo. La 
conocida familia de métodos trapeciales se obtiene en (3) poniendo k = 1; Po = 1, al = 1 y 
P E [O, 11. 

Si ,O = 1 y k 2 1, se obtiene la familia de métodos en diferencias regresivas (BDF) 
incondicionalmente establece, con exactitud de orden k y con k pasos15>16. En este artículo se 
considerará (1) y la discretización temporal (3) para posterior introducción de las funciones 
de discretización espacial. 

Puesto que tanto G como HA, son nulos, sus primeras variaciones 6G y 6HAt deben 
anularse también. Poniendo SG = O, se tiene 

6G = grad q: (c + T 8 1): grad 6udV- 

-S, (68div q - Bgradtq: grad 6u)dV- (4) 

S ,  p,Jdiv (6u)q. GdV - q .  6tdA = O LB 
doride bu, 68 y 6t son respectivamente las variaciones del vector desplazamiento, la presión 
intersticial de Kirchhoff y el vector tensión. La primera integral en (4) contiene cl término 
de tensiones iniciales (T 8 l)z,kl = rTt ,  Sak, donde (l),, = b,, es la delta de Kronecker, así 
conio el tensor c de rigidez tangencia1 espacial; la tercera integral representa la variación 
de la derisidad másica de referencia po (no constante) y representada la cantidad de fluido 
con densidad másica constante p, que penetra o escapa de la matriz de suelo debido a la 
variación del jacobiano. 

Poniendo 6HAt = O y fijando At, se tiene 

S, k 
6HAt = -Jdiv 6udV + p,Oo grad S,. - . grad 68dV- S, a t  PwS 

k 
- 2PPo Sg grad $ . sim (= . g a d t  6u) grad 8dV- 

G (5) 
- PP0 grad $[grad 6u - (div 6u)l]  . k J d V -  

B 9 

- P@o 1 $JQdA = 0 
OB 

doride 6Q es la variación del flujo de fluido Q, g es la aceleración de la gravedad y G es el 
vector de aceleraciones de gravedad' (obsérvese 1 1  G 1 1  E g) . 

Las integrales segunda, tercera y cuarta contienen el tensor de segundo orden k pei- 
meabilidad espacial (supuesto constante) que se obtiene al generalizar la ley de Darcy a 
problemas bi y tridimensionales. 
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Ecuaciones matriciales 

Las ecuaciones matriciales del método de elementos finitos pueden obtenerse siguiendo 
los procedimientos típicos. La idea es definir dos, quizá diferentes, matrices de funciones de 
interpolación espaciales N@(x) y NB(x)  para aproximar el movimiento de la fase sólida 4 y 
el campo de presiones intersticiales 8. 

Supóngase que 4 se aproxima mediante el campo de desplazamientos espaciales uh(x)  E 
RRsd. En forma matricial se tiene 

donde d E RNQ es el vector de desplazamientos nodales incógnita del sólido y d ,  el vector 
de desplazamientos nodales prescritos. Igualmente sea 8 el campo espacial de presiones 
intersticiales de Kirchhoff aproximado mediante la función Oh(x) E R1. 

En forma matricial se tiene 

donde 0  E RNQ es el vector de presiones intersticiales de Kirchhoff nodales incógnita. Las 
funciones de ponderación q  y $ pueden aproximarse de la misma manera en función de sus 
valores nodales q  y $, tal como se indica a continuación 

donde q  E RNQ y $ E RNP. Tras estos preliminares se tienen los siguientes resultados: 

Proposición 1 

Si la función de ponderación q  se aproxima con cualquier conjunto de valores nodales 
arbitrarios q  E R ~ Q  mediante (8), la ecuación de elementos finitos para el balance de la 
cantidad de movimiento en ausencia de inercia y tensiones rotacionales puede escribirse 
como 

, 

G~ = (4, 8, 7)  = T ) ~ [ N ' ( ~ )  + N w ( e )  - FEXT] = 0 (9) 

donde 
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Demostración 

Sea B la matriz habitual de transformación (espacial) deformaciones-desplazamientos 
con estructura 

Para nsd = 3 por ejemplo B es de dimensión 6 x 3 NQ. Observando que r es simétrica y 
desarollando, se tiene qtBt{r) = grad q: r de modo que (loa) conduce a la primera integral 
de (1). A continuación defínase b = {1ITB donde (1) = {1,1,1,0, O, O)t y b es la dimensión 
1 x 3 N& cuando nsd = 3. Se sigue que bq div q de modo que (10b) conduce a la segunda 
integral de (1). Las integrales tercera y cuarta pueden obtenerse a partir de (10c) mediante 
razonamientos semejantes. 

Aproxímese la función de ponderación t,b mediante valores nodales arbitrarios + E R " ~  
mediante (8); en ese caso la ecuación de elementos finitos para el balance de masa, 
suponiendo que tanto los granos sólidos como el fluido son incompresibles, puede escribirse 
como 

donde 

donde f, = e es el gradiente de deformación local referido a la configuración en el 
instante t,. 

Demostmción 

A partir de (12a) se tiene No+ = + t ~ e t  = t,bh, y por ello (12a) y (12c) producen 
respectivamente la primera y la tercera integral de (3). A continuación de define E como la 
matriz de transformación gradiente-presión con estructura 

Por ejemplo, para nsd = 3, E tiene dimensión 3 x NP. 
Por tanto Eq = grad q y fnEq = grad, q, por lo que (12b) produce la segunda integral 

de (3). 
Las aproximaciones descritas más arriba pueden utilizarse también para expresar las 

primeras variaciones de Gh y Hat en forma matricial. S i g ~ i e n d o ~ ~  se supone una condición 
de carga muerta y se imponen condiciones adicionales de vectores tensión externos nulos 
(6t = O) e igualmente para el flujo externo (6Q = O). En estas condiciones las variaciones 
primeras de Gh y Hat se transforman en funciones lineales de las primeras variaciones 
de d y 8. 
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Proposición 3 

Supóngase que las funciones de ponderación q se aproximan mediante valores nodales 
arbitrarios q E RNQ mediante (8). En estas condiciones la ecuación de elementos finitos 
para la variación primera de Gh puede escribirse como 

6Gh = (4,  O,  q) = qt [K4$Sd + K6~]S0 (13) 

donde 

K,, = / BTCB + BTTB + B T I ~ B  - p , ~ ~ R t ~ b ) d ~  (144 

K,, = - Sg b t ~ ' d l /  (14b) 

y Sd, 68 son respectivamente las variaciones primeras de d y O. 

Demostración 

Ordénense los elementos del tensor de cuarto orden C en una matriz de rigidez material 
C para nsd = 3, C es 6 x 6 mediante el método bosquejado en la r e f e r e n ~ i a ~ ~ .  Un sencillo 
desarrollo del producto escalar qt, BTCBSd (obsérvese que Sd, = O) produce la expresión 
equivalente para grad qh: c: grad Suh en (4). Esta es la contribución de la rigidez del 
material a la matriz de coeficientes. 

A continuación se define la matriz 

B = [ B ] - [ B l  ~ s k  - ~s~ ~g~ B2 . . .  . . . BNQ] B& 

donde Bs%s la parte asimétrica de B que representa los efectos rotacionales. Por ejemplo, 
para nsd = 3 la matriz BSk de dimensión 3 x 3 NQ y B es de dimensión 9 x 3 NQ.  

Considérese además los elementos del tensor T ordenados en la matriz T siguiendo el 
procedimiento  bosquejad^^^. Para nsd = 3 la matriz T es de dimensión 9 x 9 NQ y siempre 
simétrica. 

El desarrollo del término del producto escalar qtBtTBGd conduce a la expresión equiva- 
lente para grad qh: T 18 1: grad Suh en (4). Esta es la contribución de las tensiones iniciales 
a la matriz de coeficientes. 

Finalmente defínase una matriz diagonal Ia tal que para que nsd - 3, IR sea la dimensión 
9 x 9 e (Ie)%, = Oh para i = 1,2,3; (Ia)%% = Oh/2 para i = 4,5,6 y (IR)zz = -OhI2 para 
i = 7,8,9. 

El desarrollo del término qtBtIRBSd produce la expresión equivalente Ohgradtqh: gradSuh. 
Ello genera la contribución de la presión intersticial inicial a la matriz de coeficientes. 
Los términos restantes pueden demostrarse utilizando las identidades b6d = div(Suh) y 
b q = div(qh) junto con las condiciones de contorno esenciales 68, = 0. 
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Proposición 4 
Supóngase que se aproxima la función de ponderación Si mediante una serie de valores 

nodales arbitrarios + E RNP vía (8). En este caso la ecuación de elementos finitos para la 
variación primera de Hat puede escribirse como 

donde 

y Sd, 68 son las variaciones primeras de d y 8 respectivamente. 

Dernostracaón 

Las formas matriciales de las dos primeras integales en (5) son triviales. Respecto a la 
tercera, que surge debido a las no linealidades geométricas, se puede obtener la siguiente 
identidad por desarrollo directo (ver(l6a)) 

2 grad Sih sim[k (6uh)] . grad 8 = + t ~ T ~ ~ 6 d  

donde 

donde = kij8,j (suma en j = 1,2,3). Para nSd = 3 la matriz A es de dimensión 3 x 9. 
Respecto a la cuarta integral en (5), que también es debida a la no linealidad, por 

desarrollo directo puede obtenerse (ver (16a)) 

G 
grad Sih . [grad (Suh) - div(6uh) 1] . k- = $ E T w ~ 6 d  (véase (16a)) 

9 
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donde 

w = [Wl,W2>W31 

O kliGi kliGi kziGi O k3iGi 
w1 =- -  ' [ h i G i  0 Z i G i ] ;  2 w 2  = - b [  kliGi ksiGi 

g ksiGi ksiGi O O kgiGi kliGi 

O h iGi  

O 1 
2W3 = - -kliGi ksiGi 

l [  G i  k l i G i  9 O 1 
Con suma implícita desde i = 1,2,3. Para nsd = 3 la matriz W también es de dimensión 

3 x 9. 
Puesto que tanto 7 como $ son arbitrarias, las ecuaciones vectoriales (acopladas) sigui- 

entes cumplen las condiciones (9) y (11). 

- Balance de  cantidad de  movimiento 

r,(d, 8) = N y d )  + Nw(8) - FEXT = O (17) 

- Balance de masa 

r ~ ( d ,  8) = J(d) + PoAt#(8) + P ~ A ~ H E x T  = O (18) 

Para el cálculo numérico el problema se reduce a la determinación de la configuración 
definida por los valores nodales d y 8 para los que (17) y (18) se cumplen simultáneamente. 

Si r = [r,, rolt # O, para alguna configuración de tanteo d< 8' se puede obtener 
la solución numérica por iteración según el método de Newton. Sin embargo, para ello, 
generalmente se precisa el uso de un operador tangente consistente que para el problema 
presente puede montarse fácilmente a partir de las matrices de coeficientes indicados más 
arriba. 

K,, 
= [KO, 281 (19) 

En general la matriz K es indefinida y no simétrica. 
La asimetría de K es debida a la solución de un problema de consolidación asimétrica. 

Sin embargo hay condiciones que conducen a una K simétrica incluso si el problema de con- 
solidación es intrínsecamente asimétrico. Obviamente que KOO = KiO, lo que es cierto si y 
sólo si el tensor de permeabilidad K es simétrico. Además, para cálculos en pequeñas defor- 
maciones el jacobiano J es idénticamente igual a la unidad, mientras que la segunda integral 
de (16a) se anula idénticamente, ya que su origen inicial es la no linealidad goemétricaZ8. 
Por tanto, para esta condición Ko, = Kt,. En las mismas condiciones impuestas por la 
hipótesis de pequeñas deformaciones el último término de la integral de (14a) también se 
anula, puesto que es simplemente la linealización del jacobiano constante. Por tanto, con la 
hipótesis de pequeñas deformaciones KoO = KiO, siempre que C sea simétrica17. 
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EJEMPLOS NUMÉRICOS 

Esta sección demuestra la importancia de las grandes deformaciones en la consolidación 
de las cimentaciones sobre arcilla compresible. Los ejemplos se refieren a consolidación mono 
y bidimensional (deformación plana) usando elementos finitos mixtos que combinen una 
interpolación de desplazamientos bicuádrica con 9 nudos con una interpolación de presiones 
bilineal y con 4 nudos. La integración en el tiempo se hace mediante un equema en diferencias 
regresivas, incondicionalmente estable con precisión de primer orden, que se obtiene al poner 
k = 1, y Do = = Di en (3). Los cálculos se llevaron a cabo en doble precisión usando un 
programa de elementos finitos llamado SPIN2D16. 

Consolidación hiperelástica monodimensional 

En este caso se considera un esqueleto de suelo poroso hiperelástico, inicialmente libre de 
tensiones, descrito por una función de energía libre SI que es cuadrática en los alargamientos 
logarítmicos elásticos principales3'. La expresión para SI en función de los parámetros X y 
p de Lamé tiene la forma 

donde E> = In(X>); A = 1,2 ,3  son los alargamientos elásticos logarítmicos principales. Los 
valores de los parámetros materiales supuestos son X = 57,7 kPa (equivalentes a un módulo 
de Young E = 100 kPa y a un coeficiente de Poisson u = 0,3). 

La Figura 1 muestra la columna de 10 elementos finitos que forma la malla de EF. Ésta 
tiene un fondo impermeable fijo en desplazamientos laterales con desplazamiento horizontal 
nulo y presión intersticial nula en el borde superior. Se supone'una permeabilidad vertical 
k ,  = 8,64 x m/día y el peso específico del agua p,g = 10kN/m3. A efectos de 
normalización de resultados es útil el empleo del módulo confinado4' D = X + 2,u = 
134,7 kPa. Así se puede calcular que el coeficiente de consolidación vale c, = k,D/(p,g) = 
1,16x m2/día, mientras que el factor normalizado es T = c,t/H,2, donde Ho es el espesor 
inicial de la columna de suelo2. Durante la etapa de consolidación los intervalos de tiempo 
van creciendo según el esquema = 1,5At,. Ello conduce a puntos regularmente 
espaciados cuando la respuesta temporal se dibuja con escala logarítmica en el eje de tiempos. 
Los excesos de presión intersticial se generan aplicando una carga de Cauchy vertical y hacia 
abajo de valor AwcaL1chy = -90 kPa de forma instantánea en el borde superior de la columna 
de suelo, lo que produce la isócrona inicial mostlrada en la Figura 1. 

La Figura 2 presenta una comparación entre las variaciones respecto al tiempo de potencia 
fluido 7r = 7rB + 7re = Q/(Jp,g) + X2 en el punto de Gauss A próximo a la base impermeable 
y a una distancia inicial de 4,894 m del borde superior de la columna de suelo indeformada. 
El significado físico del potencia 7r es la cota piezométrica total en este punto de Gauss41. 
La solución en pequeñas deformaciones mostrado en la Figura 2 se ha obtenido medianle el 
modelo de Terzaghi de consolidación monodimensional lineal2. 

Previamente a la consolidación, los potenciales fluidos predichos por los modelos de 
pequeñas y grandes deformaciones son iguales y valen 14 m, de los cuales 9 m representan 
la parte transitoria inducida por la carga vertical de 90 kPa. Obsérvese en la Figura 2 que, 
mientras el potencial fluido predicho por la solución de Terzaghi tiende al valor permanente 
inicial npequeno = 5 (por la altura de la columna sigue siendo la misma debido a la hipótesis de 
pequeñas deformaciones), la solución en grandes deformaciones tiende a un valor permanente 
nfinito = 3,24 m que representa la altura comprimida final de la columna de suelo. 

La validez de la solución en grandes deformaciones se puede comprobar mediante las 
siguientes sencillas operaciones manuales. Para una compresión monodimensional confinada 
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el jacobiano J en régimen permanente puede calcularse como relación entre las alturas final 
e inicial. 

Por tanto J = 3,2415 = 0,648 y es constante en toda la altura de la columna de suelo. 
La tensión vertical efectiva de Kirchhoff es AwKirchhoff = JAwCauchJ' = 58,32 kPa que está 
también destribuída uniformemente a lo largo de la altura en condiciones permanentes. 
Puesto que la ley de comportamiento elástica se expresa en función de las tensiones de 
Kirchhoff, se tiene AwKirChhoff = DE:. El correspondiente alargamiento vertical elástico 
principal es A: = exp(~E) = 0,648, lo que coincide con el valor permanente calculado para 
el jacobiano J. 

o nudo de desplazamientos 
nudo de desplazamientos y 
presiones intersticiales 

Figura 1. Malla de elementos finitos y presiones iniciales en el agua intersticial para el 
problema de consolidación monodimensional 

U SOCUCJON DE TERZAGHJ 
U GRANDES DEFORMACIONES 

TIEMPO, días 

Figura 2. Consolidación hiperelástica monodimensional: variación con el tiempo del poten- 
cial total en el punto de Gauss A 
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La Figura 3 muestra las isócronas de presiones intersticiales de Cauchy dibujadas para 
diferentes valores del factor de tiempo equivalente T. Estas presiones se calcularori como 
6 = O/ J en los puntos de Gauss interpolando las presiones intersticiales modales de Kirchhoff 
obtenidas con la solución global y dividiéndolas por el jacobiano en los puntos de Gauss 
(ya que no pueden calcularse en los nudos donde no se dispone del valor del jacobiano). 
Obsérvese que las isócronas predichas por el modelo de grandes deformaciones se trasladan 
en el espacio por efecto de esas deformaciones. A efectos comparativos también se dibujan 
en la Figura 3 las isócronas calculadas mediante el modelo de Terzaghi. 

SOLUCION TERZAGHl GRANDES DEFORMACIONES 

150 100 50 O 50 100 150 

PRESlON JNTERSTlClAL DE CAUCHY, kPa 

Figura 3. Consolidación hiperelástica monodimensional: isócronas de presión intersticial 
de Cauchy constante 

Consolidación hiperelasto-plástica monodimensional 

Se repite a continuación el cálculo del punto anterior, pero usando ahora una ley de 
comportamiento del suelo del tipo estado crítico muy conocida: el modelo plástico Cam- 
Clay modificado. En lo que respecta al cálculo de deformaciones finitas se está interesado en 
un problema en el que el dominio en estudio carece de una configuración libre de tensiones 
iniciales respecto a la que sea posible referir la configuración actual. Un ejemplo de este 
tipo de situación es un depósito de suelo sometido inicialmente a su peso propio, donde 
la remoción de la carga gravitatoria no conduce forzosamente a una configuración libre de 
tensiones razonable, ya que los suelos se depositan mediante un proceso de sedirrieritación. 
E1 ejemplo descrito más abajo ilustra el procedimiento que puede utilizarse para establecer 
una configuración de referencia que no está libre de tensiones. 

La fase inicial para obtener una configuración de referencia sin tensiones iniciales requiere 
la aplicación del peso propio del suelo y la determinación de las tensiones internas que 
equilibran esa carga. 

Para ello se lleva a cabo un cálculo en pequeñas deformaciones, por lo que las tensiones 
internas generadas por la solución siguen la definición de Cauchy. Una vez impuestas 
las cargas graviatorias, los desplazamientos deben ponerse a cero de nuevo antes de que 
comience el cálculo de la consolidación. Puesto que la configuración tras el peso propio es 
la, configuración de referencia, el jacobiano toma valor inicial J = 1 antes del cálciilo de 
consolidación. 
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Se va a describir ahora un modelo de comportamiento elastoplástico en que la componente 
elástica muestra que la respuesta del suelo depende del valor de las tensiones internas. Para 
arcillas se toman funciones de energía almacenada del tipo 

(E: 

3 e e2 S,(&:, ES) = PoX exp + 57 E, (214 

donde pe es el módulo elástico de rigidez definido como 

pe = PO + apo = Po exp (': xEZ0 1 
donde E: y ES son los invariantes volumétrico y desviador respectivamente, ,oo y E:, 

parámetros de referencia y x un índice de compresibilidad elástico. La función de energía 
almacenada descrita por (21) conduce a un tipo de elasticidad en que el módulo de compre- 
sibilidad elástica varía linealmente con la tensión normal media efectiva4'. Poniendo a = 0, 
el módulo de rigidez elástico pe se puede aproximar mediante un valor constante po > 0, 
mientras que haciendo po = O y a > O se consigue un pe que varía linealmente también con 
la tensión normal media efectiva33. Puesto que ni ~ 2 ,  ni ES son cero, en la configuración tras 
el peso propio, S, toma valores no nulos en ella. 

Considérese ahora un modelo de plasticidad basado en la teoría Cam-Clay modificada de 
la mecánica del suelo para estados críticos3', reformulada en la referencia33 para incluir los 
efectos de las deformaciones finitas. En el régimen de pequeñas deformaciones la función de 
plastificación es 

4' f = -+P(P-P,) = O  M' (22) 

donde p es la tensión de Cauchy normal media efectiva, q el segundo invariante de la 
componente desviadora del tensor de tensiones de Cauchy, p, la presión de preconsolidación 
del suelo y M un parámetro que representa la pendiente de la línea de estado crítico en el 
espacio p - q. En régimen de deformaciones finitas la función de plastificación se obtiene 
reemplazando p, q y p, en (22) por sus equivalentes de Kirchhoff P = J . p, Q = J . q 
y P, re~pect ivamente~~.  El núcleo del modelo así formulado es una ley de endurecimiento 
bilogarítmica adecuada en los casos que representan grandes deformaciones volumétricas 
plásticas43. 

El modelo de plasticidad descrito33 se acopla al modelo elástico con conservación de 
energía descrito en el apartado anterior mediante una formulación basada en una de- 
scomposición multiaplicativa del gradiente de deformación. Esta ley de comportamiento 
hiperelasto-plástica es capaz de reproducir la dilatación y la compactación volumétrica 
plástica que son imprescindibles para ensayar la robustez del modelo de consolidación no 
lineal. 

Los parámetros del material utilizados en las simulaciones monodimensionales se mues- 
tran en la Tabla 1. Para describir el cambio de volumen del suelo se utilizan dos conjuntos de 
parámetros (x, A) para deformaciones infinitesimales y (2, A) para deformaciones finitas. En 
la referencia33 se describe el significado físico de estos parámetros. Las densidades másicas 
de las fases sólida y fluida ,os y p, respectivamente se suponen constantes. 

Junto con la porosidad <p del esqueleto de suelo, estas densidades másicas pueden uti- 
lizarse para obtener la densidad saturada cp,,, de la mezcla suelo-agua mediante 

vsat = (1 - cp) P S  + c p ~ w  (23) 
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Tabla 1. Pasámetros del material para el modelo hiperelasto-plástico MCC 

En esta simulación 1D se usa la misma malla de elementos finitos y condiciones de 
contorno mostrada en la Figura 1. La fase de inicialización en deformaciones infinitesimales 
corista de la aplicación de las cargas graviatorias y el cálculo de las tensiones internas 
que equilibran esas cargas. Puesto que la función de energía elástica almacenada (23) 
produce un módulo de compresibilidad elástico que es función lineal de las tensiones efectivas 
volumétricas, se precisan tensiones iniciales no nulas para arrancar las iteraciones. En este 
turno inicial se ha supuesto la existencia de un pequeño valor de -10,O kPa en los puntos de 
Gauss para la tensión isótropa p y para la presión de preconsolidación pc. 

-0- DENSIDAD VARIABLE 
U DENSIDAD CONSTANTE 

O -5 -10 -15 -20 -25 -30 

TENSION EFECTIVA DE CAUCHY, kPa 

Figura 4. Consolidación hiperelástica monodimensional: tensiones efectivas iniciales gener- 
adas en las hipótesis de densidad másica constante y variable 

La Figura 4 muestra las distribuciones de tensiones efectivas de Cauchy horizontales (all) 
y verticales (a22) generadas por la carga graviatoria. Junto con la distribución hidrostática 
inicial de presiones intersticiales mostrada en la Figura 1, las tensiones de la Figura 4 son 
tensiones internas congruentes que equilibran aquella carga. En la Figura 4 se muestran dos 
series de resultados. La primera solución muestra que la densidad másica saturada p,,, varía 
con la profundidad debido al cambio de la porosidad cp con la profundidad como resultado 

- - 
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de la sobrecarga creciente. Esta condición de tensiones iniciales es útil para posteriores 
cálculos en grandes deformaciones. 

La segunda solución supone una ,osat = 1506 t/m3 constante y es útil para posteriores 
cálci~los en pequeñas deformaciones. 

Puesto que la Figura 4 demuestra que las condiciones iniciales para los cálculos en 
pequeñas y grandes deformaciones son prácticamente iguales, es pertinente una corriparación 
entrt: los resultados. 

La Figura 5 muestra un gráfico de variación del índice inicial de preconsolidación del 
suelo st:gún la profundidad. 

U DENSIDAD VARIABLE 

-U DENSIDAD CONSTANTE 

INDICE DE PRECONSOLIDACION R 

Figiira 5.  Consolidación hiperelástica monodimensional: índice de preconsolidación inicial 
R generado en las hipótesis de densidad másica constante y variable 

A efectos de definición, el índice de preconsolidación generalizado R en el ámbito de 
pequeñas deformaciones es 

En el ámbito de las deformaciones finitas las combinaciones de Kirchhoff P ,  Q y P, pueden 
sustituirse en (24) en el lugar de p, q y p,. Por tanto R = 1 implica un suelo normalrrierite 
consolidado ( F  = O),  mientras que R > 1 corresponde a uri suelo precorisolidado ( F  < 0). 
Es claro que la imposición de una tensión isótropa efectiva p = -10 kPa prt:via a la fase 
de aplicación de la carga de gravedad hace que los puntos próxirrios a la superficie del suelo 
estén preconsolidados debido a la poca sobrecarga, mientras que a profundidades rnayort:s 
el suelo tiende a estar normalmente consolidado por las sobrecargas dc peso propio. La 
Figura 5 muestra de nuevo la pequeña diferencia entre las soluciones con densidad másica 
constante o variable, lo que da sentido a mia comparación de los resiiltados posteriores 
en pequeñas y grandes deformaciones. Posteriormente se aplica una carga vertical hacia 
abajo de a w " a l ~ h y  = - 90 kPa en lo alto de la columna de suelo, en 3 pasos de tiempo 
con una velocidad constante de 30,O kPa/día y At = 10 días para cada paso de tiempo, 
tras lo cual se permite que los excesos de presión intersticial se disipen. Eri la Figura 6 se 
observan los resiiltados en pequeñas y grandes deformaciones, lo que permite comparar las 
variaciones respecto al tiempo del potencial fluido total I'I en el mismo punto de Gauss A 
rnostratio en la Figiira 1. Obsérvese que la disipación de la cota piezométrica es rriás rápida 
para la solución en deformaciones finitas debido a la reducida trayectoria de drenaje qiie se 
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obtiene al compactarse la columna de suelo. Además, la solución en deformaciones finitas 
muestra un potencial hidráulico permanente de aproximadamente 3,3 m, lo que representa 
una reducción del 34 % de la altura total de la columna de suelo. 

I u PEQUEÑAS 
DEFORMACIONES 

U GRANDES 
DEFORMACIONES 

! 

o,o 1 1 1  1 1 1 1  1  1 I 1 1 H I I  1  1 I I I I I I I  1  1  I I ~ ~ J  

1 .o 1 o 1 o0 1,000 10,000 100,000 

TIEMPO, días 

Figura 6. Consolidación hiperelástica monodimensional: variación con el tiempo del poten- 
cial total en el punto de Gauss A 

PEQUEGAS 
DEFORMACIONES 

5 

GRANDES 
DEFORMACIONES 

o 
150 100 50 O 50 100 150 

PRESlON INTERSTICIAL DE CAUCHY, kPa 

Figura 7. Consolidación hiperelástica monodimensional: isócronas de presiones intersti- 
ciales de Cauchy constantes 

La Figura 7 muestra una comparación de las isócronas de las presiones intersticiales de 
Cauchy para diferentes valores del factor de tiempo equivalente T predicho por las soluciones 
en pequeñas y grandes deformaciones. A efectos de definición, el factor de tiempo equivalente 
T para el caso hiperelasto-plástico como en el apartado anterior es T = c, t /Hi ,  donde 
c, = 2po k,/(p,g) y k,  = k de la Tabla 1. De nuevo las isócronas predichas para la última 
solución indican un dominio móvil que resulta de la inclusión de los efectos de deformaciones 
finitas. Con la Figura 8 se pueden comparar los grandes medios de consolidación U,,, 
pronosticados por ambas soluciones. Aquí U,,, se define como la relación entre el asiento en 
superficie del suelo variable con el tiempo y el asiento al final de la consolidación. Obsérvese 
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que la solución en pequeñas deformaciones pronostica una velocidad de consolidación inferior 
a la obtenida con grandes deformaciones, puesto que en este último caso se considera 
explícitamente la reducción de las trayectorias de drenaje, lo que incrementa la disipación 
de los excesos de presión intersticial (este efecto podría equilibrarse con la reducción del 
coeficiente de permeabilidad del suelo debido a la consolidación, pero este factor no se 
ha considerado en el cálculo que se presenta). Habitualmente, los efectos geométricos se 
consideran despreciables, pero este ejemplo muestra que el carácter de la solución puede 
cambiar cuando la deformación es grande. 

FACTOR DE TIEMPO 

Figura 8. Consolidación hiperelástica monodimensional: grado medio de consolidación en 
función del factor de tiempo 

Consolidación hiperelástica en deformación plana 

Existen soluciones analíticas para el problema de consolidación en deformación plana de 
un semiespacio elástico sometido a una carga en faja uniforme44. Con este ejemplo se tratará 
de reproducir numéricamente esas soluciones y demostrar la importancia de los efectos de las 
deformaciones finitas en la respuesta de un suelo hiperelástico consolidándose en un estado 
de deformación plana. 

La malla de elementos finitos correspondiente a este problema se muestra en la Figura 9. 
Se trata de una carga tipo terraplén en un semiespacio con a = 5 m, aplicada sobre una 
capa hiperelástica de suelo de 20 m de espesor. La malla tiene 132 elementos mixtos D9P4 
con 575 nudos de desplazamiento y 156 nudos de presión. Se supone que el fondo de la 
capa de arcilla es rígido, rugoroso y perfectamente drenante, sometido a un valor constante 
del potencial total de II = 20, O m. Los parámetros del material son X = O y ,u = 250 kPa 
(que corresponden a valores del módulo de Young E = 500 kPa y del coeficiente de Poisson 
u = O).  En la superficie del suelo se aplica casi instantáneamente (en un período de At = 10 
días, lo que es muy poco comparado con los t Ñ 10 000 días necesarios para completar la 
consolidación) una carga en faja de wCaUchy = 120 kPa y se mantiene constante hasta que 
se produce la consolidación del suelo. Las permeabilidades son k = kll = 1L22 = 8,64 x lop4 
m/día y = k12 = k21 = O; la densidad másica del fluido es p, = 1,9 t/m3. 

Se supone que inicialmente los elementos del suelo están libres de tensiones. 
La Figura 10 muestra la solución analítica para la variación del exceso de presión in- 

tersticial con el tiempo a una profundidad z = a en el eje, bajo la carga en faja de un 
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nudo de desplazamientos 
o nudo de desplazamientos 

y presión intersticial 

Figura 9. Malla EF para el ejemplo de consolidación hiperelástica en deformación plana 

semiespacio elástico44. Con ella se encuentran los resultados del modelo numérico. Los ex- 
cesos de presión intersticial se han normalizado respecto a la carga del terraplén w mediante 
la expresión (19 -dO)/w, donde 190 es la presión intersticial de Cauchy de referencia. El punto 
correspondiente a z = a en la malla de la Figura 9 es el nudo A situado a una distancia de 5 
m de la base del terraplén. La solución EF en pequeñas deformaciones da inmediatamente 
la versión temporal de la presión intersticial en este punto puesto que es un nudo de presión. 
Sin embargo en el modelo de grandes deformaciones se precisan los valores del jacobiano 
para obtener las presiones intersticiales de Cauchy que no están fácilmente disponibles en los 
puntos nodales. Por tanto se escoge el punto de Gauss más próximo al punto A para estable- 
cer la exactitud del modelo numérico. Por congruencia en la presentación, ambas soluciones, 
grandes y pequeñas deformaciones, se calculan en el punto B situado a distancias horizontal 
y vertical de 0,211 m del nudo A (Figura 9). Para describir la solución en el dominio del 
tiempo se utiliza un factor de tiempo normalizado T = ct/a2, donde c = 2plc(gp,) y t es el 
tiempo transcurrido desde el comienzo de la consolidación. 

La comparación entre las curvas dibujadas en la Figura 10 sugiere que en el caso de 
grandes deformaciones se inducen altas presiones intersticiales por la súbita aplicación dc 
cargas externas en un estado inicial del proceso de consolidación. 

Tras ello la disipación se produce prácticamente a la misma velocidad hasta un factor de 
tiempo T Ñ 5, O en que la solución en grandes deformaciones se estabiliza, mientras que la 
de pequeñas deformaciones sigue disminuyendo. Obsérvese que la solución en grandes defor- 
maciones tiende asintóticamente a un exceso de presión intersticial distinto de cero, puesto 
que la presión final de régimen permanente difiere numéricamente de la presión intersti- 
cial hidrostática inicial debido a la variación de la cofiguración geométrica del problema. 
Como era de esperar, la solución EF en pequeñas deformaciones se acerca más a la solución 
analítica, pero no es igual a ella entre otras cosas por las limitaciones del modelo EF a la 
hora de representar el semiespacio y debido al uso de un pequeño incremento de tiempo 
para imponer la carga del terraplén. 

Tanto la solución analítica como la solución EF muestran el efecto Mandel-Cryer o 
incremento inicial del exceso de presión intersticial, que es una característica de la solución 
acoplada". 
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Figura 10. Consolidación hiperelástica en deformación plana: variación con el tiempo del 
exceso de presión intersticial en el eje a una profundidad z = a 

La Figura 11 muestra las isócronas de presiones intersticiales de Cauchy constante pronos- 
ticadas por los modelos de deformaciones pequeñas y finitas a lo largo de la línea vertical 
X1 = 0,211 bajo la carga del terraplén. Esta línea es la definida por la columna de puntos 
de Gauss más próximos al eje de simetría del problema. 

PEQUEÑAS GRANDES 
DEFORMACIONES DEFORMACIONES 
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PRESION INTERSTICIAL DE CAUCHY, kPa 

Figura 11. Consolidación hiperelástica en deformación plana: isócronas de presiones inter- 
sticiales de Cauchy constantes a lo largo de la línea vertical X1 = 0,211 cerca 
del eje 

Obsérvese que la solución en grandes deformaciones pronostica una isócrona permanente 
definida por una línea casi recta con una pendiente aparente equivalente a un fluido con 
densidad másica de alrededor de 1,23 t/m3, que es superior a la respuesta p, = 1,O t/m3. 
Ello es el resultado de una condición artesiana local caracterizada por una filtración hacia 
arriba en régimen permanente originada por la reducción del espesor de la capa en consoli- 
dación, ya que tanto las condiciones de drenaje en el contorno superior como en el inferior 
permanecen inalterables. La presión intersticial de Cauchy en el contorno inferior converge 
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a un valor permanente que es ligeramente superior al inicial. Ello es consecuencia de la fi- 
jación de las condiciones esenciales de contorno en forma de presión intersticial de Kirchhoff, 
lo que se amplifica con la inversa del jacobiano, inferior a la unidad debido a la compresión 
volumétrica del suelo. 

Consolidación hiperelasto-plástica en deformación plana 

Como ejemplo final se considera el problema de una zapata en faja flexible que se apoya en 
una arcilla compresible previamente sometida a una precarga superficial. La precarga crea 
un estado de preconsolidación inicial que hace más rígida la respuesta del suelo a posteriores 
recargas. La malla EF usada en este problema se muestra en la Figura 12. El depósito de 
arcilla se representa mediante la misma malla de la Figura 9, pero ahora en lo alto de la 
capa de arcilla se sitúa un estrato de 1 m de espesor con elementos de arena representados 
mediante 12 elementos finitos tipo D9PO para simular una cubierta drenante. 

nudo de desplazamientos 
o nudo de desplazamientos , 5 m ,  

y presiones intersticiales 

Figura 12. Malla EF para el ejemplo de consolidación hiperelástica en deformación plana 

Tabla 11. Parámetros materiales de la capa arenosa 

El modelo de la capa de arena es un material hiperelástico con las propiedades indicadas en 
la Tabla 11. El modelo de grandes deformaciones precisa una porosidad de referencias 90, l 

Parámetro Pequeña deformación Deformación finita 
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puesto que la densidad macroscópica másica del suelo se calcula en función de la porosidad. 
La capa de arcilla blanda subyacente se modela mediante un material elastoplástico Cam- 
Clay modificada con los mismos parámetros contenidos en la Tabla 1. 

-U DENSIDAD VARIABLE 
U DENSIDAD CONSTANTE 

VERTICAL. 
SIGMA22 

HORIZONTAL. \ \ 
SlGMAl1 

TENSIONES EFECTIVAS DE CAUCHY, kPa 

Figura 13. Consolidación hiperelástica en deformación plana: tensiones efectivas iniciales 
generadas en las hipótesis de densidad másica constante y variable 

SUPERFICIE DEL SUELO I 

Figura 14. Consolidación hiperelástica en deformación plana: índice de preconsolidación 
inicial R generado en las hipótesis de densidad másica constante y variable 

Al igual que en el ejemplo de la sección anterior el proceso de inicialización implica 
arrancar con cálculos en pequeñas deformaciones para generar la configuración inicial de 
referencia producida por las cargas gravitatorias, con y sin consideración de la variación de 
la porosidad con la profundidad. A continuación el suelo se precarga a valores superficiales 
de 30 kPa, 15 kPa y cero (normalmente consolidada), produciendo tres condiciones de 
preconsolidación. Para la precarga de 30 kPa, las Figuras 13 y 14 muestran las variaciones del 
estado inicial de tensiones y del índice de preconsolidación del suelo R según la profundidad. 
Los resultados de las Figuras 13 y 14 muestran la variación no ineal con la profundidad 
de las tensiones efectivas horizontales debido a las tensiones internas producidas por la 
precarga, pero son, por otro lado, casi iguales en los dos casos y lo mismo sucede con las 
tensiones efectivas verticales y con los perfiles indicados de preconsolidación. Para los casos 
de precarga nula o de 15 kPa se obtienen resultados semejantes. 
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A continuación se aplicó una carga en faja de w = 75 kPa sobre un semiancho de a = 5 m 
a velocidad constante durante un período de 90 días, tras lo cual se mantuvo constante. De 
nuevo este intervalo de tiempo es muy pequeño en comparación con el necesario para alcan- 
zar la consolidación completa, y por ello el suelo responde esencialmente en condiciones sin 
drenaje durante la etapa de aplicación de la carga del terraplén. La Figura 15 muestra la 
evoliición de los asientos de la línea central con la profundidad pronosticada por el cálculo 
en grandes deformaciones, junto con el de pequeñas deformaciones sin precarga. Como era 
esperable, el cálculo en grandes deformaciones pronostica valores menores de los desplaza- 
mientos verticales. Éstos decrecen para valores crecientes del índice de preconsolidación 
R. 

0.0 

u> -1.0 e - 
E -2.0 

o 
5 -3.0 

f-, 
4 -4.0 

-5.0 

1 o 1 O0 1000 1 O000 100000 

TIEMPO, días 

Figura 15. Consolidación hiperelástica en deformación plana: asiento de la superficie del 
suelo en el eje en función del tiempo (caso 1: sin precarga; caso 2: con 15 ltPa 
de precarga; caso 3: con 30 kPa de precarga) 
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Figura 16. Consolidación hiperelástica con deformaciones finitas: presión intersticial de 
Cauchy en el punto B en función del tiempo (caso 1: sin precarga; caso 2: con 
15 kPa de precarga; caso 3: con 30 kPa de precarga) 

La Figura 16 muestra la solución de las presiones intersticiales de Cauchy r 1 9  = t ) / J  en el 
punto de Gauss B (Figura 12). Obsérvese que la solución en grandes deformaciones pronos- 
tica un valor inferior de los excesos de presión intersticial inicial, pero ligeramente mayores 
al final en régimen permanente. Las predichas por el modelo de grandes deformacines refle- 
jan las mismas condiciones artesianas locales creadas por considerar la reducción finita del 
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Figura 17. Cálculos en pequeñas deformaciones: trayectorias de tensiones efectivas de 
Cauchy para el punto B de Gauss mostrando el crecimiento de la superficie de 
plastificación durante la carga sin drenaje (caso 1: sin precarga; caso 2: con 15 
kPa de precarga; caso 3: con 30 kPa de precarga); CSL - línea de estado crítico 
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Figura 18. Cálculos en pequeñas deformaciones: trayectorias de tensiones efectivas de 
Kirchhoff para el punto B de Gauss niostrando el crecimiento de la superficie de 
plastificación durante la carga sin drenaje (caso 1: sin precarga; caso 2: con 15 
kPa de precarga ; caso 3: con 30 kPa de precarga); CSL - línea de estado crítico 
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espesor de la capa consolidante de forma similar al efecto descrito en el ejemplo del apartado 
anterior. 

Las Figuras 17 y 18 muestran la comparación entre las trayectorias de tensiones efectivas 
de Cauchy y Kirchhoff en el mismo punto de Gauss B, pronosticados por los modelos de 
deformaciones infinitesimales y finitas respectivamente (recuérdese que la ley de compor- 
tamiento en deformaciones finitas se formula en función de las tensiones de Kirchhoff). Se 
ve que durante la etapa de carga del terraplén las trayectorias de tensiones efectivas sin 
drenaje predichas por el módulo de pequeñas deformaciones han alcanzado prácticamente 
la línea de estado crítico, lo que indica que el suelo está cerca o en pleno fallo al final de la 
etapa de carga del terraplén. Por otro lado, para el mismo valor de la carga, el modelo de 
deformaciones finitas todavía produce condiciones previas al fallo en los tres casos. 
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En consecuencia, el modelo en pequeñas deformaciones no pudo producir resultados 
convergentes cuando la carga de terraplén superó los 75 kPa. En contraste, el modelo de 
deformaciones finitas podría alcanzar cargas de terraplén del orden de los 90 kPa. Respecto a 
las trayectorias de tensiones efectivas sin drenaje en la etapa preconsolidada, ambos modelos 
predicen pendientes verticales, lo que implica respuestas elásticas, volumétrica y desviadora, 
desacopladas, lo que se asocia al uso de la ecuación h i p e r e l á s t i ~ a ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  (21) con a = 0. 

Las Figuras 17 y 18 muestran que los puntos de tensión se alejan durante la consolidación 
de la línea de estado crítico haciendo que la superficie de plastificación se dilate más. La 
consolidación crea una condición en que el jacobiano J disminuye contínuamente con el 
tiempo como resultado de la compactación volumétrica del esqueleto de suelo (en constraste 
el valor de J es igual a la unidad durante al carga sin drenaje, y por tanto los valores de 
las tensiones de Cauchy y Kirchoff permanecen iguales en este período). Por ello el suelo 
gana resistencia al corte debido al endurecimiento. La comparación de las superficies de 
plastificación, que se muestra en las dos figuras, sugiere que el modelo en deformaciones 
infinitesimales pronostica una plastificación más intensa que el de deformación finita tanto 
durante la carga sin drenaje como en la etapa de consolidación. 

Finalmente en la Tabla 111 se comparan perfiles típicos de la convergencia mostrada por 
las iteraciones de Newton-Raphson durante las etapas de carga sin drenaje y consolidación. 
Los cálculos pertenecen al escenario pésimo sin precarga (perfil de suelo inicial normalmente 
consolidado) en que la solución exige el mayor número de iteraciones hasta la convergencia. 
Obsérvese que la etapa de carga sin drenaje se hace arrancar mediante el vector de cargas 
residuales desequilibradas r4 de (17) que surge de la carga incremental del terraplén, mien- 
tras que el estado de consolidación se provoca mediante el flujo fluido desequilibrado rg de 
(18) debido a los efectos de difusión, que a su vez es convertido en fuerzas desequilibradas 
r#  en la iteración siguiente haciendo que la norma residual relativa [Irl ll/llrO 1 1  en la iteración 
# 1 del cálculo de consolidación, salte unos dos órdenes de magnitud (Tabla 111). 

Curiosamente la solución en grandes deformaciones suele converger una iteración más 
deprisa que la de pequeñas deformaciones durante la etapa de carga del terraplén, pero la 
tendencia se invierte durante la etapa de consolidación. Con todo, este ejemplo muestra 
que la linealización congruente hace funcionar un cálculo de consolidación elastoplástica 
en grandes deformaciones con la misma facilidad que un cálculo no lineal equivalentc en 
pequeñas deformaciones. 

1 

- - - - - - - - -- - - - - - 

Iteración número 

O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

Tabla IIIa. Convergencia cuadrática usual de las iteraciones de Newton-Raphson: número 
de iteraciones versus norma normalizada del residuo. Intervalo de tiempo # 6; 
carga sin drenaje t = 90 días 

Pequeñas deformaciones 

1,00Oe+O 
8,398e-1 
6,539e-1 
2,927e-1 
7,720e-2 
4,903e-3 
2,301e-5 
5,530e-10 

Grandes deformaciones 

1,00Oe+O 
8,689e-1 
2,714e-1 
4,461e-2 
4,238e-4 
5,520e-8 
2,127e-12 

-- 
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Tabla IIIb. Convergencia cuadrática usual de las iteraciones de Newton-Raphson: número 
de iteraciones versus norma normalizada del residuo. Intervalo de tiempo # 18; 
consolidación t = 1482 días 

CONCLUSIONES 

Grandes deformaciones 

1,00Oe+O 
1,085e+2 
2,132e+l 
1,576e+0 
1,189e-3 
2,132e-6 
1,084e-8 

Iteración número 

O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

En un programa de elementos finitos se ha implantado un modelo matemático basado en 
plasticidad multiplicativa para consolidación elastoplástica en deformaciones finitas de suelos 
saturados. La fase sólida se describe mediante una versión hiperelástica de un modelo Cam- 
Clay modificada capaz de representar la compactación volumétrica plástica que se presenta 
en la compresión de suelos arcillosos. El flujo fluido se describe mediante la ley de Darcy 
generalizada formulada en la configuración actual. Ambas leyes de comportarriiento pueden 
linealizarse de forma congruente con solución analítica. 

Los ejemplos numéricos desarrollados en compresión monodimensional y en deformación 
plana bidimensional en arcillas compresibles demuestran la utilidad del modelo en deforma- 
ciones finitas. 

En concreto se calculó como ejemplo un problema con deformación plana de arcilla con 
diferentes grados de preconsolidación para demostrar que, contrariamente a los modelos de 
deformación finita basados en modelos hiperelásticos cuyo uso está restringido a pequeñas 
deformaciones elásticas, la nueva formulación también admite el desarrollo de grandes de- 
formaciones elásticas. Además, la formulación utilizada en el modelo evita el problema de 
la velocidad de cálculo de las deformaciones finitas. Una comparación de los cálculos en 
pequeñas y grandes deformaciones muestra que los efectos de estas últimas pueden influir 
mucho en las deformaciones y en las presiones intersticiales pronosticadas para el suelo, así 
como en la variación temporal del grado medio de consolidación. 

Además los resultados indican que una linealización congruente hace funcionar un cálculo 
de consolidación elastoplástica con deformaciones finitas tan fácilmente como para el caso 
de pequeñas deformaciones. 

Pequeñas deformaciones 

1,00Oe+O 
1,075e+2 
2,342e+l 
7,175e-1 
3,450e-3 
7,092e-8 
-- 
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