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RESUMEN 

Este trabajo presenta la formulación general del problema de unión de dos regiones 
discretizadas con elementos finitos de tipo desplazamiento, cuya interfaz no es conforme. La no 
conformidad puede provenir de una interfaz con nodos no coincidentes y/o elementos de tipo 
diferentes. De las soluciones propuestas en la literatura a este tipo de problema se estudian 
dos: una por medio de multiplicadores de Lagrange y otra mediante el método de la función de 
penalización. Se resaltan las ventajas y desventajas de la utilización de uno y otro método. En 
el caso de la función de penalización se obtienen valores de referencia del factor de penalización 
para los ejeiilplos estudiados. 

SUMMARY 

This pa,per describes the general formulation of mesh gluing problems. The meshes 
coinposed of displacement finite elements models are allowed to be non conform a t  the 
interface. This incoii-ipatibility results from non coincident nodes or from different elements 
types. According to the existing references, two solutions are examined: Lagrange multipliers 
method and penalty function method. Advantages and drawbacks of both are discussed. For 
the second oiie, reference values of penalty factors are deduced in some particular examples. 
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INTRODUCCION 

Eii niuclias ocasiones el análisis por elementos finitos confronta al usuario con el 
probleina, de efectuar la unión de dos o más regiones en cuyas interfaces los nodos 
de uiia y otra región no coinciden. Esto es particularmente cierto en el caso de 
la utilizacióii de elementos cuadrilaterales, en que muy a menudo se deben utilizar 
eleineiitos degenerados, los que degradan la solución en las proximidades de dicha 
interfaz, o bien hacer uso de elementos especiales de transición. La utilización de 
los generadores automáticos de tipo transfinito para obtener elementos cuadrilaterales 
relativameiite regulares evidencia aún más este problema. 

Otro problema de unión de mallas es cuando, luego de un análisis, se decide que 
se va a cambiar el tipo de elemento utilizado en una región por otro más apropiado al 
coiiiportamieiito local de la solución. Este es el caso del análisis de fisuras, en que, con 
eleilleiitos "normales" se determina la zona de inicio de una grieta y luego se reemplaza 
esa zona con elementos especiales para el estudio de la progresión de la fisura y la 
coiiceiitracióii de esfuerzos en su fondo. 

A estos probleiizas "básicos7' se agrega la necesidad de conectar diversos tipos 
de eleiiieiitos finitos que no comparten el mismo tipo de variables nodales ni son 
isoparailiétricos. Este es el caso de la unión de elementos de placa y cáscara con 
elemeiitos de voluinen, o la unión de elementos axisimétricos desarrollables en serie de 
Fourier coi1 eleriientos de volumen y otros. 

Eii general, los problemas de unión no conforme de mallas se pueden clasificar por 
el tipo de iio coiiformidad en 3 categorías: 

1.- eleiiieiitos de igual tipo con nodos no coincidentes (Figura 1.a); 
2.- eleiiieiitos de tipo diferente con nodos coincidentes (Figura 1.b); 
:3 . -  eleineiitos de tipo diferente con nodos no coincidentes (Figura 1.c). 

C. 

Figura 1. Tipos de no-conforinidad en unión de mallas. 
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FORMULACION DEL PROBLEMA 

Sean dos dominios discretizados con elementos finitos de tipo desplazamiento Rl y 
R2, CUYOS contornos son SR1 y SR2 los que no incluyen la interfaz r* de unión de dichos 
dominios. La energía potencial de cada dominio, ni  y 7r2, puede expresarse como: 

= ~ J E T H E ~ R ~  2 - / t 7 u d 6 R l t  (1) 

01 6 n i  t 

7r2 = J E T  H E  dR2 - 1 t7 u d 6 0 z t  
2 (2) 

Q2 6 0 2 t  

donde E es el vector de deformación, H es la matriz de Hooke, f e s  el vector de tracciones 
de superficie especificadas en SOt y u es el vector desplazamientos. 

En esta. formulación, se utiliza un campo de desplazamientos u que debe satisfacer 
a priori las condicioiies de compatibilidad: 

Con esto los desplazamientos no se imponen directamente en el contorno, sino que 
su variación queda libre para que las fuerzas generalizadas aparezcan del proceso de 
minimización. 

Diclio cainpo de desplazamientos no puede ser libre en la interfaz r*, sino que debe 
ser iinpuesto como una relación entre los grados de libertad de una y otra región. 

Esto puede escribirse como: 

Las funciones el y e2 dependen de la topología de los elementos a ambos lados de 
la interfaz y del tipo de no-conformidad existente. 

La miiiimización del funcional n = 7r1 + 7r2 sujeto a la restricción de igualdad (4) 
conduce a la solución del problema planteado. 

A continuación se muestra una forma de obtener las funciones de restricción, 
con ejemplos muy simples, para los tres casos de no-conformidad presentados 
anteriormente. 

CONSTRUCCION DE RESTRICCIONES 
SEGUN LA NO CONFORMIDAD 

Elementos de igual tipo con nodos no coincidentes 

Se ilustrará este caso con elementos isoparamétricos bicuadráticos como se muestra 
en la Figura 2. 

Si se toiila. el elemento 1, el desplazamiento en la zona de interfaz será 
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Figura 2. Unión de elementos isoparamétricos cuadráticos. 

u' = N:(t)u6 + ~ ; ( t ) ~ 1 0  + ~ 3 1 ( 1 ) ~ 5  m 
Las posiciones de los nodos 8 , 4  y 12 de los elementos 11 y 111 dentro del elemento 

I están dadas por las respectivas coordenadas locales J8, J4 y (12. 

Así, como se trata de elementos isoparamétricos, los desplazamientos de dichos 
nodos esta,ráii restringidos por: 

'8 = ~ f ( ~ 8 ) ~ 6  + ~ ; ( [ 8 ) ~ 1 0  + ~ i ( f ~ ) U ~  

u4 = ~ f ( t 4 ) ~ 6  + N;(J~)u~o + N!(J4)u5 (6) 

u12 = ~ f ( t l z ) u s  + N,'(Jiz)ulo + Ni(t12)u5 

Por 10 ta.llt0, la. restricción de igualdad (4) para el nodo 8 puede escribirse como: 

1jr:(t8)u6 t ~;(&3)uiO + N i ( t 8 ) ~ 5  - U8 = O (7) 

Lo mismo puede escribirse para los nodos 4 y 12 que también permanecen en la 
frontera del eleinento I. Si se efectúa el mismo análisis para todos los elementos que 
coniparten la iiiterfaz r*, se obtiene el set completo de restricciones de igualdad (4) 
para el problema. Se observa que el mismo procedimiento es aplicable en elementos de 
volumen, con la diferencia que la interfaz será una superficie y que será necesario un 
procedimiento un poco más complejo de interpolación de los parámetros locales para 
cada elemento que contenga un nodo de la otra región. 

Si los eleineiitos adyacentes a la interfaz son sub-paramétricos o super-paramétricos, 
el tratamiento es el mismo que para los iso-paramétricos. Debe tenerse en cuenta que 
se trata de establecer relaciones entre las aproximaciones de las variables y no de la 
geometría de los eleineiitos. 
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E lementos  d e  t i po  diferente  con  nodos coincidentes 

La Figura 3 muestra un ejemplo de unión de elementos isoparamétricos de 8 nodos 
o cuadráticos con elementos isoparamétricos de 4 nodos o bilineales. 

Figura 3. Unión de elementos diferentes con nodos comunes. 

Es evidente, en este caso, que la unión de los elementos bilineales en la interfaz 
está asegurada por la coincidencia de los nodos extremos 2, 3 y 8. En los elementos 
cuadráticos, por el contrario, los nodos presentes en sus lados, 10 y 15, no tienen 
establecida su contiiiuidad con los elementos bilineales. 

Para imponer diclia continuidad debe ligarse el desplazamiento del mismo punto 
eii los eleineiitos bilineales con el de los nodos mencionados. 

Si se toma, por ejemplo, el elemento III que comparte la interfaz con el elemento 
1, el desplaza.iniento de un punto perteneciente a la zona de interfaz será: 

coi1 lo que la restricción de igualdad (4) para el nodo 10 puede escribirse como: 

El mismo tipo de expresión puede obtenerse para el nodo 15 del elemento II y que 
está. en la. interfaz compartida con el elemento I V .  

E l e i ~ ~ e n t o  d e  t i po  diferente  con nodos n o  coincidentes 

Esta ca,tegoría es, obviamente, la mezcla de las dos mencionadas anteriormente. En 
la. Figura 4 se presenta un caso simple con elementos bilineales a un lado de la interfaz 
y con ele~iieiitos cuadráticos al otro lado. 

Al igual que en el ejemplo mostrado en la Figura 2, se analizará primero el elemento 
isopa.ra.iilétrico cuadrático I ,  el cual contiene en el lado perteneciente a la interfaz, el 
iiodo 4 de los ele~iiciitos bilineales 11 y III. Se obtiene la misma expresión (7): 
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~ ~ , ' ( 6 4 ) %  + ~2I(64)u10 + ~ 3 1 ( & ) %  - u4 = 0 ( lo)  

En el lado de la interfaz del elemento 111 se encuentran los nodos 10 y 5 
pertenecieiites al elemento cuadrático I. Para dichos nodos la restricción de igualdad 
queda: 

I I I  
N1 ( { 1 0 ) ~ 4  t ~ i " ( { l O ) %  - 2110 = O 

N:"(Cs)ua + ~2I"({s)us - ~s = O 
(11)  

l o  111 n 
l 1  

Figura 4 Unión de elementos cuadráticos con elementos bilineales y nodos no 
coincidentes. 

Al igual que en los dos casos anteriores, la consideración de todos los elementos 
que tocan la interfaz lleva a establecer las relaciones de igualdad para todos los nodos 
no coincidentes. 

Se han elegido expresamente estos ejemplos simples para mostrar el procedimiento 
que se utilizará en adelante. Las restricciones obtenidas involucran las variables 
discretizadas y no la geometría de la interfaz, Esto quiere decir que, en los modelos 
desplazainiento, soii los desplazamientos las variables restringidas y que los nodos no 
necesariamente tocan los lados de los elementos del otro lado de la interfaz. 

SOLUCION DEL PROBLEMA 

Coiilo fue mencionado en la formulación, la solución se obtiene mediante la 
iliiiiinlizacióii, o estacionalidad, del funcional formado por (1) y ( 2 ) :  

a = ~ J E T H ~ ~ R  2 - 1 P u d 6 R t  (12) 
R 60 t 

donde 
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0 = 01 + 0 2  Y 6Rt = 65211 + 6R2t 

siijeto eii la. iiiterfa,~ entre Ri y R2, r*, a la restricción 

Este problema es similar a aquellos de optimización restringida, con la diferencia 
fuiidameiita.1 de que aquí se trata de restricciones de igualdad y en la optimización 
a.parecen a.demás o sólo restricciones de desigualdad. 

Existen va.rias estrategias para resolver el tipo de problema formulado. Para 
encontrar el valor estacionario de un funcional como, por ejemplo, la energía, sujeto a 
 cierta.^ coiidicioiies de restricción, se puede: 

a )  buscar el valor estacionario solamente en el set restringido de funciones admisibles 
que realmente satisfacen la restricción, lo que se conoce en la literatura como el 
método de eliininación directa5; 

b )  modificar el fuiicional variacional usando el método clásico de los multiplicadores 
de Lagrange para introducir las restricciones. Estos multiplicadores se agregan 
como incógnitas adicionales que se conocen de la condición de estacionalidad y la 
solucióii se busca entre todas las funciones admisibles5#'. 

c) modificar el fuiicional variacional agregando un funcional de penalización. Como en 
el caso anterior, el valor estacionario se busca entre todas las funciones admisibles. 
El efecto del término de penalización es que fuerza la solución del problema 
penalizado a permanecer en el set de restricciones a medida que el factor de 
peiializacióii aumenta al i i i f i ~ i i t o l * ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ .  

La implemeiitación de cada uno de estos métodos en un código de elementos finitos 
presenta 1a.s ventajas y desventajas que se explican a continuación tomando como 
ejemplo el ca.so elástico lineal. En este caso, el funcional (12) toma la forma cuadrática 

cuya. ininimiza.ción lleva al sistema algebraico lineal 

K u  = f 
y el set de restricciones (13) toma la forma 

doiide nl = 11 - n,. es el número de ecuaciones libres o no restringidas. Si se introduce 
(16) en (15 ), entonces puede escribirse 

donde los subvectores u, y u1 representan las componentes restringidas y libres de u, 
respectivamente. No debe confundirse el subvector f r ,  que corresponde a la prescripción 
tiT = Ü T ,  con el subvector f,, que está asociado a la variable no restringida u,. 
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M é t o d o  d e  la eliminación d i rec ta  

Este método es el utilizado corrientemente para imponer valores especificados de 
las variables en los programas de elementos finitos. En general se t ra ta  de valores 
constantes aunque también se utiliza para relaciones entre grados de libertad con 
coeficieiites unitarios. 

El sisteina lineal (17) puede tratarse por la técnica de la eliminación directa 
transfiriendo 11, al lado derecho, y resolviendo para u1 a partir de las primeras nf 
ecuaciones: 

donde 

asumiendo que K, no es singular. El subvector f, puede obtenerse de las últimas n, 
ecuaciones: 

La ventaja de este método reside en que la matriz de rigidez K permanece positiva 
definida y por lo tanto los métodos convencionales de resolución de ecuaciones de 
eleineiitos finitos pueden usarse. Por otra parte, la transformación, además de consumir 
una cantidad significativa de memoria y tiempo, generalmente incrementa el ancho 
de frente o de banda (según el algoritmo de solución utilizado) lo que aumenta los 
requisitos de capacidad de resolución. La implementación para coeficientes de las 
restricciones diferentes de la unidad y su aplicación en problemas no lineales requiere 
una progra.iliacióii muy compleja. 

M é t o d o  d e  los inultiplicadores de Lagrange 

Este método se lia utilizado ampliamente en la formulación de elementos finitos de 
tipo híbrido. La aplicación de esta técnica al funcional (12) restringido por (13) lleva 
a, un fiincioiia.1 de va.riables u y X 

coi1 lo que el fuiicioiial cuadrático para el caso elástico lineal se transforma en 

1 
r(u,X) = - U ' K U  - f T u  + x'(u-U) 

2 (22) 

y su ininiliiiza.cióii para ambas variables produce el sistema de ecuaciones 
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C:on esta. técnica es posible obtener todos los valores requeridos directamente del 
proceso de solucióii. Incluso los multiplicadores de Lagrange, que en el caso planteado 
representan los valores nodales de las tracciones de interfaz. Como el método anterior, 
éste aumenta el anclio de frente o banda y el tamaño general de las ecuaciones. 

Otro problema es que produce una matriz de rigidez expandida en (23)  de 
iia,turaleza definida 110 positiva. Los algoritmos comunes de resolución de ecuaciones 
de elementos finitos, basados en la eliminación de Gauss o en la descomposición de 
Cliolesky, justa,iileiite toman ventaja del atributo de positividad definida. Su utilización 
en un contesto de miiltiplicadores de Lagrange puede llevar a problemas numéricos, a 
menos que se pla.iitee una estrategia de pivotes alternativa. 

M é t o d o  de la función d e  penalización 

Este ii~étoclo consiste en aumentar el funcional ( 1 2 )  con un término de penalización 

doiide la iiiatriz de ponderación W es una matriz diagonal formada por valores grandes 
que cuili~leii con 

donde ICr*r* es la matriz de rigidez correspondiente a los nodos en la interfaz r*. 
De este modo se obtiene el funcional aumentado 

r* 

con lo que el fuiicioiial cuadrático del ejemplo elástico se transforma en 

1 1 
n(u) = - uT Ii' u - fT u + - ( u T  - Ü , ) ~  W ( U ,  - ü r )  

2 2 ( 2 7 )  

cuya. estacio~ialidad produce el sistema de ecuaciones 

Eii la práctica, la matriz de ponderación W se define en función de un parámetro 
de peiializa.ción w y la rigidez de la estructura de tal modo que 

donde DKTT son los términos diagonales de K correspondientes a las variables 
restringidas. 
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El método de la función de penalización presenta la ventaja de no producir 
incógnitas adicionales y la matriz de rigidez resultante sigue siendo positiva definida. 
Los métodos tradicionales de resolución de ecuaciones de elementos finitos pueden seguir 
siendo empleados. La desventaja principal es que hay que determinar el factor de 
penalización apropiado a cada problema. Si el factor es muy pequeño la violación de 
las restricciones es inaceptable y si es muy alto se producen problemas numéricos o 
bien, eii el caso que nos interesa de unión de mallas, la solución es trivial, es decir, 
el(u)  = O y ez(u)  = O lo que trae como consecuencia el "anclaje" de la zona de interfa~. 

Eii todo caso, a diferencia de los métodos anteriores, con el método de la función 
de peiialización los resultados satisfacen sólo aproximadamente las restricciones y es 
necesario buscar el parámetro de penalización que minimiza la violación de ellas. 

EJEMPLOS 

Se presentan aquí dos ejemplos de unión de mallas no conformes. En ambos la 
coiiforiiiidad es la de elementos de igual tipo con nodos no coincidentes. El objetivo 
es mostrar la aplicación de las técnicas de multiplicadores de Lagrange y de función 
de peiialización. Fundamentalmente se desea establecer un factor de penalización que 
fuerce la solución a cumplir con las restricciones de igualdad en la misma medida que 
lo hace el método de multiplicadores de Lagrange. 

P laca  e11 flexión pura 

La Figura 5 muestra una placa de 200 mm x 100 mm sometida a un momento flector 
de 25000 kg-min, lo que provoca un esfuerzo máximo en la dirección longitudinal de 
15 líg/iniii2. 

m -  
Figura 5 .  Placa en flexión pura. 

Esta. pla.ca se lia. dividido en dos regiones iguales, las que serán discretizadas 
de manera. diferente y unidas mediante multiplicadores de Lagrange o mediante una 
fiiiicióii de peiiaJiza.ción. 

En la. Figura G se muestran tres discretizaciones diferentes para la misma placa. 
Una de 1a.s regiones se mantiene constante, así como la interfaz, y la otra se discretiza 
de ta.1 inodo de obtener elementos de rigidez diferente. 
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o . o l ! i ! i i ! : : I  
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1  

log e 
Factor de penolizocion e lo 

xlO-l 9.0 

8.0 
*-e-a-*-a 

5 

1.0 --@ 

- 

b 
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  

log e 
Factor de oenalizocion e 

log e 
Factor de penalizacion e " 

Figura. 6. Placa. en flexión. Tres discretizaciones con igual interfaz y curva de violación 
de la restricción. 

El método de los multiplicadores de Lagrange cumple absolutamente en todos 
los casos con la restricción de igualdad impuesta, independientemente del tipo de 
discretización. Como también se podía esperar, el método de la función de penalización 
no cumple exactamente dicha restricción y la violación de ésta depende del valor del 
factor de penalización. 

En diclia figura, al lado de cada modelo, se ha dibujado la curva de violación de 
la restricción normalizada por el factor de penalización en función del mismo. Se ha 
elegido normalizar los valores de la violación ya que ésta disminuye siempre con el 
aumento del factor de penalización y, en el intervalo estable, esta disminución es del 
orden del aumento del factor. Es decir, si para un factor de penalización de lo6 el valor 
del gráfico es 0.08 y el valor real de la violación es de 8 x y si para el factor lo8 es 
0.08 el valor real es 8 x 10-lo. Esta elección está dictada por el hecho de que con esos 
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valores reales no es posible representar el límite superior del factor de penalización, ya 
que el valor de la violación de la restricción es muy pequeño en comparación a los valores 
iniciales. Con esto se logra observar el momento en que el alto valor del factor fuerza 
a la solución liacia valores nulos, es decir, el fenómeno de "anclaje" que se mencionó 
anteriorineiite. 

El rango en que la curva de violación normalizada se estabiliza, coincide con la 
estabilización de otros parámetros estructurales como la energía potencial, la reacción 
máxima en la iiiterfaz y el error máximo de los desplazamientos frente a los obtenidos 
iirediaiite multiplicadores de Lagrange. Además, dichos parámetros estructurales toman 
los iiiisiiios valores que los que resultan de la aplicación de este último método. 

Las curvas iiiuestran una independencia del rango aceptable de factores de 
penalización frente a la rigidez de los elementos para una misma interfaz. Esto se 
esplica 1301. el lieclio de haber introducido en la función de penalización los valores de 
la diagonal de la matriz de rigidez que corresponden a los nodos de la interfaz, como 
se ~ileiicioiia en el punto 4.3. 

El rango de valores aceptables del factor de penalización para los ejemplos de la 
1'igui.a 6, es aproximadainente, de w = lo5 y w = lo8. 

Otras dos discretizacioiies y la violación de la restricción en cada caso se muestran 
cn la l7igura 7. La idea era de determinar, con elementos de igual rigidez, la influencia 
del tipo de iiiterfaz en el rango aceptable del factor de penalización. 

I,os resultados no muestran gran diferencia entre una y otra interfaz. Sin embargo, 

0 0 4 ; , ; : : : : : : : 4  
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1  

log e 
Focior de penaiizac~on e ID 

lpigura. 7. Pla.ca. en flexióii. Dos discretizaciones con igual rigidez elemental y curva 
tle viola.cióii de la restriccióii. 
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el ejemplo de la Figura 6a es también una discretización con igual rigidez elemental y 
el rango de estabilidad de la curva es muy diferente. 

Esto, sin lugar a dudas, muestra que dicho rango es altamente dependiente de 
la topología de la interfaz. En efecto, la interfaz de los ejemplos de la Figura 7 es 
bastante "regular" ya que los nodos de los elementos del lado derecho en el caso a 
coinciden con los nodos del lado izquierdo o, a lo más, coinciden con la mitad de un 
la.do de un elemento. En el caso b el lado derecho sólo tiene nodos coincidentes con 
el la,do opuesto. Por el contrario, el caso mostrado en la Figura 6a presenta nodos 
correspondientes al lado derecho mucho más cercanos a nodos del lado izquierdo pero 
no coiiicideiites. De todos modos se estima que es necesario efectuar ensayos adicionales 
para, corroborar esta afirmación. 

Viga  con entalla.  Refinamiento local d e  mallas 

Eii la Figura S se representa una viga con una sencilla entalla en V sometida a una 
flesión por corte. El objetivo de este ejemplo es mostrar la aplicación de la unión de 
ma1la.s eii el refiiiailiiento de discretizaciones de elementos finitos para determinar los 
valores de esfuerzo en casos de concentración de éstos. 

. 100 4 r- 10 4 
Figura 8. Viga con entalla. 

Este iilismo ejemplo ha sido utilizado, con el mismo objetivo, en un trabajo 
anterior'' sobre análisis local mediante el aislamiento de la región de interés, la que 
es refinada posteriorniente para el cálculo de los esfuerzos. 

La Figura 9a muestra la discretización inicial de la viga. Las Figuras 9b, 9c y 9d 
presentan tres niveles siicesivos de refinamiento de la región próxima del concentrador 
(le esfuerzos. 

Los resultados de la unión de estas mallas mediante multiplicadores de Lagrange 
,c coiiiparaii coi1 los obtenidos mediante el análisis aislado de cada región imponiendo 
en la interfaz los desplazainientos o las tracciones de superficie. En la Figura 10, 
donde el segundo, tercer y cuarto punto corresponden a los refinamientos de 9b, 9c y 
9d respectivamente, se observa que la curva de convergencia del esfuerzo máximo se 
encueiitra entre la de los dos métodos de aislamiento de la región. Es decir, sobre la 
curva de condiciones de contorno cinemáticas y bajo la curva de condiciones de contorno 
de eqiiilibrio. 
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Figura 9 .  Viga con entalla. Discretización inicial y tres niveles de refinamiento 
sucesivos. 
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Figura 10. Viga con entalla. Curva de convergencia para cuatro niveles sucesivos de 
refinamiento. 

Este resultado era esperado ya que la imposición de los desplazamientos del borde 
de una región discretizada a la misma refinada, produce esfuerzos menores ya que esta 
última es más flexible. Se puede observar que la curva para los valores de esfuerzo 
mediante inultiplicadores de Lagrange pasa por el punto donde se tiene una solución 
para una discretización conforme. Esta última es llamada, en dicha figura, solución 
total. 

La aplicación del método de la función de penalización lleva a obtener las 
curvas normalizadas de violación máxima de las restricciones explicadas en el ejemplo 
anterior. Estas se muestran en la Figura 11. Allí se observa la gran diferencia en el 
comportamiento de la solución para los diferentes niveles de refinamiento. La Figura l l a  
corresponde a la región mostrada en 9b, la l l b  es el resultado para la región indicada 



UNION NO CONFORME DE MALLAS DE ELEMENTOS FINITOS 

: : : : i ; ; :  
1 2 3 4 5 6 7 6 9 1 0  

Fac!or de pencliracion e 
lag e 

-104 ! : : : : : : 1 
O 1 2 3 4 5 6 7 8  

Factor de penalirocion e 
log e 

e-e-e-e-a 

0 3.- /' e,' 

Figura 11. Viga con entalla. Curvas de violación máxima: a) figura 8b; b) figura 8c; 
c )  figura 8d. 

: :  

en Sc y la l l c  para la región de 9d. 
Para la primera región, el rango de valores aceptables del factor de penalización 

es entre l o3  y l o7  aproximadamente. En cambio para la segunda estos valores deben 
eiicoiitrarse entre lo5 y 10' y para la tercera región entre lo2  y lo6. En este último caso, 
la curva de violación máxima normalizada no entrega muy buena información debido a 
problemas de precisión ya que a ese nivel la geometría es muy pequeña. Por esto, para 
esa iiltiina curva, el rango aceptable se obtuvo de los otros parámetros estructurales. 

/= 

CONCLUSIONES 

o,/?/" , , , , , , , 

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1  
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Se lia formulado el problema de la unión no conforme de mallas en elementos 
fiiiitos de modelo desplazamiento. El problema se ha clasificado según los tipos de no 
coiiformidad de la unión. Sin embargo, todas las categorías señaladas llevan al mismo 
plaiiteaiiiieiito y por lo tanto pueden aplicarse los mismos métodos de resolución. 

Mediante dos ejemplos, cuya no conformidad proviene de elementos de igual 
tipo con iiodos no coincidentes, se lia mostrado la aplicación del método de los 
iiiultiplicadores de Lagrange y de la función de penalización en la imposición de las 
restricciones de igualdad. 

El i~iétodo de los iiiultiplicadores de Lagrange es directamente aplicable en los casos 
tratados, siempre que el sistema de resolución de ecuaciones esté acondicionado para 
resolver los problemas que plantea dicho método con la singularidad de la matriz de 
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rigidez resultante. Si este problema está resuelto, el del aumento de los grados de 
libertad del sistema no es tan importante actualmente, debido al costo descendente de 
la memoria de los computadores. 

Por el contrario, el método de la función de penalización sigue siendo un método 
que requiere una intervención del usuario para la selección del valor apropiado del factor 
de penalización. Aunque en los dos ejemplos mostrados puede decirse que un factor 
de penalización de lo6 entrega valores aceptables en todos los casos, estos no son lo 
suficientemente generales para decir que este valor puede ser universalmente utilizado 
en la aplicación del método en análisis de elasticidad bidimensional. No obstante, dicho 
valor puede ser utilizado como valor de partida en una implementación iterativa del 
método. En un caso lineal la  iteratividad es muy costosa, sobre todo cuando se debe 
regenerar para cada iteración la matriz de rigidez. En una implementación no lineal, por 
su naturaleza iterativa este costo viene a ser marginal y la utilización de la penalización 
puede ser atractiva debido a que no aumenta los grados de libertad del sistema. 

De los métodos estudiados, el método de los multiplicadores de Lagrange parece ser 
el más apto para tratar  problemas de unión no conforme de mallas. La generalización 
del método para cualquier tipo de no conformidad, en vista de su implementación 
en un código de elementos finitos, puede efectuarse fácilmente si están resueltos los 
problemas mencionados del sistema de resolución de ecuaciones. Diclio método se 
muestra atractivo en el caso de unión de elementos de tipo diferente, como por ejemplo, 
uniones sólido-cáscara, sólido-axisimétrico, sólido-viga, cáscara-viga, etc. 
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