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Resumen Este articulo presenta formulaciones mixtas
no lineales para simular el proceso de falla de mate-
riales en sélidos mediante sus aproximaciones con ele-
mentos finitos. Las formulaciones presentadas son las
correspondientes al trabajo virtual producido por los
desplazamientos y esfuerzos virtuales y al trabajo vir-
tual producido por los desplazamientos y deformacio-
nes virtuales. Ambas formulaciones se derivan del tra-
bajo virtual que incluye cuatro variables independien-
tes. El comportamiento de los materiales se determi-
na por un modelo de dano isotrépico continuo, el cual
requiere de dos variables internas en cada punto de
integracién. En la implementacién numérica, la apro-
ximacién desplazamiento-esfuerzo presenta problemas
numéricos cuando el comportamiento del material se
aproxima al dano total, por lo que solamente la formula-
cién desplazamiento-deformacién fue implementada. Se
discuten las ventajas de la aproximacion desplazamiento-
deformacion sobre una formulacién tipica de desplaza-
mientos para simular el proceso de falla de materiales
con modelos de dano como localizaciéon de deformacio-
nes. Para mostrar la validez e ilustrar la efectividad de
la formulacién desplazamiento-deformacion, se presen-
tan los resultados de algunos ejemplos numéricos repre-
sentativos.
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APPROXIMATION OF THE MATERIAL
FAILURE PROCESS IN SOLIDS WITH
MIXED FINITE ELEMENTS USING
CONTINUUM DAMAGE MODELS

Summary This paper presents nonlinear mixed for-
mulations to simulate the material failure process in
solids by its finite element approximation. The formu-
lations presented are the corresponding virtual work
by the virtual stresses and displacements and the vir-
tual work by displacements and strains. Both formu-
lations presented are derived from the principle of vir-
tual work with four independent variables. The beha-
viour of the material is governed by an isotropic con-
tinuum damage model equipped with two internal va-
riables at each integration point. In the numerical im-
plementation, the displacement-stress formulation pre-
sents numerical problems when the behaviour of the
material approaches complete damage, thus only the
displacement-strain formulation was implemented. The
advantage of the strain-displacement over a typical dis-
placement formulation to simulate the material failure
process with damage models as strain concentrations
is discussed. To show the validity and illustrate the ef-
fectiveness of the displacement-strain formulation, re-
sults from some representative numerical examples are
presented and discussed within the framework of conti-
nuum approximations.

1. Introduccién

El proceso de falla en materiales en mecanica de séli-
dos se ha estudiado mediante diferentes formulaciones
como los de: mecédnica de fractura, agrietamiento dis-
tribuido [11], [12], grieta discreta [3], mecanica del dano
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[6], [8], ¥ localizacién de deformaciones [1], [4], [9], [10].
Los modelos continuos como los de plasticidad, agrie-
tamiento distribuido y mecénica del dano distribuyen
las deformaciones inelasticas sobre un volumen dado,
mientras que los modelos de grieta discreta y localiza-
cién de deformaciones concentran los efectos ineldsticos
en una discontinuidad, representada por una linea en
problemas 2D o una superficie en 3D. Estas formula-
ciones tienen sus respectivas ventajas e inconvenientes,
algunas de ellas atribuidas a las caracteristicas del ma-
terial y al modelo constitutivo empleado.

Los modelos constitutivos continuos, esfuerzo-defor-
macion, empleados para simular el proceso de falla en
material son dependientes de la malla, puesto que el
tamano y orientaciéon puede impactar los resultados.
El efecto de estas inconveniencias puede reducirse uti-
lizando un parametro de espesor de grieta, h, que de-
pende de la configuracién del elemento finito (EF) [12];
sin embargo, puesto que las trayectorias de las bandas
de agrietamiento estan relacionadas con el tamano de
la malla, éstas generalmente se mejoran usando mallas
finas. Para superar estos problemas, este articulo pre-
senta formulaciones alternativas para simular el proceso
de falla en materiales dentro del contexto de la mecani-
ca de dano continuo. Se desarrollan dos formulaciones
mixtas correspondientes al trabajo virtual producido
por los desplazamientos y esfuerzos (DE) virtuales y
al producido por los desplazamientos y deformaciones
(DD) virtuales. En este articulo sélo la formulacién DD
se aproximé e implementd con el Método de los Elemen-
tos Finitos (MEF) debido a las dificultades encontradas
en la implementacion numéricas de la formulacion DE.

2. Formulacién energética
2.1. Formulacion general

Considere un solido, definido como un dominio en
3D con puntos materiales x, y frontera I (Figura 1).
Las condiciones de frontera son las tracciones prescri-
tas, t*, en la superficie I, y los desplazamientos pres-
critos, u*, en la superficie I',, tal que I, UIl,, =1y
I,NI, = . Se considera que la frontera I", del continuo
estd constituida por las superficies I, y I,; tal que I,
corresponde a la regién de los desplazamientos prescri-
tos y I, al resto de la frontera, que incluye la porcién
donde las tracciones de superficie estdn prescritas. En
las secciones sucesivas las variables XY representan que
el campos X es dependiente del campo Y.

El trabajo virtual producido por cuatro campos in-
dependientes de desplazamientos u, deformaciones g,
esfuerzos @ y tracciones t, para el sélido descrito ante-

r

Figura 1. Dominio {2, con condiciones de frontera en
r

riormente se define como:

/ (" —€): 00+ (6° —0) : de+
7
+0: 0" —b-duldf? (1)

—/ t*~5ud]“—/ [(u—u)-dt+t- duldl" =0
I, r

u

en el que las deformaciones €%, y los esfuerzos o° se
definen respectivamente como:

e“:VS'U.:%(uG@V—&-V@u) (2)
. 0¥(e)
o = e (3)

donde ¥ (g) es la energfa libre.
Si la energia libre complementaria ¥ (o) se define
por la transformacion de Legendre como:

Uo)=0:e—¥(e) (4)
Se demuestra que las deformaciones €7, se definen

como:

o _ 0¥(o)
£ T oo (5)

2.2.  Formulaciones derivadas

Sustituyendo la densidad de energia de deformacion
complementaria de la ec. (4) y las tracciones t = o - v,
en la ec. (1), se reduce al trabajo virtual DE, definido
como:

/[(e“—e"):6a+a:55“—b-5u]d(2
7
7/ ¢ . Sudl’ (6)
s

—/ [(u—u) - v-do+o-v- -duldl =0
Iy
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Si se acepta que 0 = 0%, y que, t =0° - v, en la ec.
(1), se reduce al trabajo virtual DD, definido como:

/{(aeu—o“'):6E+a€:63“—b-6u}d(2
Q
—/ £ Sudl’ ™)
I's
—/ [(u—a) v-00°+0° -v-duldl' =0
I

u

u
Los esfuerzos 0 y o€ se definen como:

e" _ a!p(eu)

ot = Sev (8)
e 0¥(e)

7T e )

3. Aproximacién con el MEF
3.1. Matrices

La aproximacién mediante el MEF de los campos
independientes en el trabajo virtual DE, definido en la
ec. (6), son:

u = Nd (10)
o=1Iuy (11)

y para los campos independientes en el trabajo virtual
DD, definido en la ec. (7), son la ec. (10) y

=T .e (12)

donde N contiene las funciones de forma de los despla-
zamientos d nodales ; I'; las funciones de forma de los
esfuerzos 7 nodales ; y I'. las funciones de forma de las
deformaciones e nodales.

Los campos dependientes en la aproximacion de DE
se determinan respectivamente por las ecs. (2) y (5),
como:

e =V u = Bd (13)
e"=D:vy (14)
y en la aproximacién DD de las ecs. (8) y (9) como:
0 =0(e) =0°(I'.e) (15)
0" =0 (e*) = 0%(Bd) (16)

donde B es la matriz de transformacién de desplaza-
mientos estandar, que contiene las derivadas de las fun-
ciones de forma, d(Nd) = Bd.

Sustituyendo las ecs. (10), (11), (13) y (14) en la ec.
(6) y asumiendo que los desplazamientos, u* = u, en la
frontera I, se tiene:

| 1% € Ba) ~ e (DLy) o+
(7]
+B"0 (I,7y) 6d — NTb - éd] df2 (17)
—/ NTt* . 5ddl" =0
I's

Sustituyendo las ecs. (10) a (13), (15) y (16) en la
ec. (7) y realizando la mismas consideraciones de des-
plazamientos en las frontera I, se tiene:

/ 17 (o%(CBd) — 0*(CT.0)) det
2
+B"0%(CIl.e)6d — N"b - 5d] d2 (18)
—/ NTt* . 5ddI" = 0
Iy

Del trabajo virtual DE, dado en la ec. (17), se tiene
el siguiente sistema;

/r}e (Bd) df2 — /rgTe (DI,y)d2 =0 (19)
2 2

/BTa (Fory) d2 = /NT -bdQ+/NT t*dl
(9 2 Iy

y para el trabajo virtual DD de la ec. (18), se obtiene:

/ r'’e%(CBd)ds? — / I'"6°(CI.e)d? =0 (20)
2 2

/ BT6¢(CI.e)df? = / NT .bd02 + / NT.t*dr
2 2 I's

3.2. Linealizacién

La linealizacion de las ecuaciones constitutivas o =
X(y) y e =€7(y) en la ec. (19) mediante su aproxima-
cién en series de Taylor es:

— [[,TDTI,d0 [T,"Bde] ™"
2

2
[ BTT,dn 0
2

2™ (R o
Ad Ry

donde el tensor constitutivo de flexibilidad tangente
DT corresponde a la razén entre € y o. Los residuos
R. y Ry se definen como:

R. = / L€ (y)dS2 — / I,"e? (Vd)dn (22)
2 2
Ry = Fopy — / BTE (y)adn
2

donde el residuo Ry representa equilibrio entre las fuer-
za externas e internas, calculadas de los esfuerzos inde-
pendientes, y R. representa compatibilidad cinemaética
entre deformaciones €7 y .
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La linealizacion de las ecuaciones constitutivas o€ =
o¢(e) y 0% = 0%(Bd) en la ec. (20) es:

— [rT¢Tr.ae [rTcTBde] ™
2 2

[BTCTT.dn 0

2
Ne ) ™Y (R (n,0) (23
Ad | R

donde el tensor constitutivo tangente, CZ, corresponde
a la razén entre o y €°, mientras que CT a la razén
entre ¢ y €*. Los residuos Ry y Rs se definen como:

Ry = [I'Te® (Ice)d? — [ T'Tod (Bd)ds2
2 2

RQ = Fext — fBTO'e (Pse) ds? (24)
)

4. Modelo de dano continuo

La formulacion presentada en este articulo considera
materiales que presentan ablandamiento por deforma-
cién, como el mostrado en la Figura 2 , con un modelo
de dafio como el de Oliver et al. [8] definido como:

Energia libre

U (e,r) = (1 - d‘(r)) 7,

ov -
Ecuacién constitutiva o = % = (1-d)C:e
Variable de dano d (r) = 1— g; q€lro,0] delo,1]
€ |70,
Ley de evolucién r=A r € lro, o] oy
To = 7’|t:0 = VE

Criterio de dafio

fo) =70 —q=Vo:C 1o —q; { 3550!21
g(res) = e =1 = VETCrE -1

Regla de endurecimiento

G=H" ()i B (r) =4 (r) <0

Condiciones de carga-descarga

F<OA>0 A =0;Af =0 (25)

donde la variable de dafio d se define en términos de
la variable de endurecimiento/ablandamiento ¢, la cual
es dependiente del parametro de endurecimiento/ablan-
damiento H. El multiplicador de dano A determina las
condiciones de carga-descarga, la funcién f(7,,q), limita
el dominio eldstico que define la superficie de dano en
el espacio de esfuerzos. El valor r¢ es el valor umbral
que limita el dominio elastico inicial.

Del modelo definido en la ec. (25) es posible obtener
la ecuacién constitutiva tangente en términos incremen-
tales para casos de carga como:

6=C7 : ¢ (26)
donde el operador constitutivo tangente C”, para el
rango de carga no lineal se define como

q— Hr
3

cT =(1—-d)C- (C:eme: C) (27)

y para el caso de carga eldstica y descarga (d =0 ):
cT= (1 —J)C (28)

En la ec. (26), las deformaciones € pueden tomar el
valor de €¢ o €°; consecuentemente, los esfuerzos calcu-
lados serdn respectivamente ¢ o €.

La implementaciéon numérica de la aproximacién DD
involucra dos valores de deformacion, e¢ y €%, en cada
punto de integracién, como se muestra en la Figura 3,
por consiguiente, es necesario la evaluacion de dos es-
tados de esfuerzo, o v ad(n't), para calcular los dos
residuos de la ec. (24), y el cdlculo de los dos tenso-
res constitutivos tangentes, CI y C7 | de la matriz de
coeficientes de la ec. (23). Esta matriz mixta puede ser
no simétrica, puesto que al tener dos estados de de-
formacion en cada punto de integracién, los tensores
constitutivos tangentes pueden tener valores diferentes.

€

Figura 2. Comportamiento del material con ablanda-
miento

&(x)=I"(x)e
gx)=B(x)d

Qe

A Puntos de integracion
@ Nodos

Figura 3. Puntos de integracion
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Figura 4. Cuna: a) geometria y b) discretizacién

Figura 5. Deformaciones: a) €? y b) &°

Puntos de integracion
a)

Figura 6. Esfuerzos: a) 0%, b) 0° y ¢) exactos

El inconveniente principal en la formulacién DE es
la inestabilidad numérica, presentada cuando el mate-
rial se dana completamente, la variable de dano d = 1
, consecuentemente el tensor tangente de flexibilidad,
DT, tiende a ser no acotado. Por lo anterior en este
trabajo se implementé la formulacién DD.

5. Validacion

Para confirmar la superioridad de la formulacién
DD sobre una de desplazamientos, considere la cuna
mostrada en la Figura 4. Las propiedades mecénicas
del material son: modulo elastico E=1000Pa, relacién
de Poisson v = 0,0, esfuerzo a tensién maximo o,, = 1,0
Pa.

_ - 117 ) g
k) 100 100 & ! g g
© 1 o 8l g
g g 04 /" 2

2 & - Z

z 2 ‘ 7

Al 02 02 dl 020

T 56 1012 11 T 501002 11 T 561002 11

Puntos de integracion
b)

Puntos de integracion
c

Cuando se aplica una carga P = 0,20833 N en la
parte derecha de la cuna, las deformaciones €%, mostra-
das en la Figura 5a, son constantes en cada elemento,
mientras que las deformaciones, €¢, varian linealmente
dentro del elemento en funcién del tipo de interpolacién.
De acuerdo con las deformaciones, en el punto de inte-
gracién 11 el esfuerzo es 0?=1.00Pa, menor que el es-
fuerzo ¢ = 1,17Pa, y la solucién exacta es 0=1.30Pa,
Figura 6. El dafio inicia, al evaluarse los esfuerzos o€,
en el punto de integracién 11. Este ejemplo muestra la
mejoria de la formulaciéon presentada para simular el
proceso de falla del material en sélidos, porque en es-
te tipo de problemas se presentan altos gradientes de
desplazamiento que se capturan mejor con esta formu-
lacién.
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Figura 7. Discretizacién del espécimen: a) sin dano y b) danada

6. Ejemplos numéricos

Para demostrar la capacidad de la aproximaciéon DD
en esta seccidn se presentan algunos ejemplos numéri-
cos . El modelo de dano continuo isotrépico definido en
la ec. (25) se utilizé para describir el comportamien-
to del material. Estos ejemplos satisfacen las condicio-
nes necesarias y suficientes de convergencia de Brezzi
y Babuska, como se hacen en [5], mediante la prueba

del parche para formulaciones mixtas, desarrollada por
[13].

6.1. Viga de seccién variable

Una viga de seccion variable con espesor de 50 mm,
mostrada en la Figura 8, presenta dos muescas al cen-
tro. Las propiedades mecanicas del material son: mo-
dulo eldstico E = 16900 N/mm?, relacién de Poisson
v = 0,2, esfuerzo méximo a tensién o, = 2,4 N/mm?,
energia de fractura, Gy = 0,3 N/mm?. Se aplican des-
plazamientos sobre el borde derecho del espécimen; el
dano inicia en los elementos ubicados en la vecindad de
las muescas.

]

200 mm

/ ’47100 mm—>‘
—25 mm

I 100 mm 100 mm———=

Figura 8. Geometria de un espécimen con una muesca

La Figura 7 muestra las malla empleadas en la dis-
cretizacion del espécimen. Las curvas, reacciéon P con-
tra el desplazamiento u, en la Figura 9 muestran que
formulaciéon DD proporciona una buena aproximacion
como los obtenidos por [2], quienes utilizan el modelo
de discontinuidades interiores.

6.2. Viga con una muesca

En este ejemplo se estudia una viga a flexion con
la muesca al centro mostrada en la Figura 10, la cual
fue probada experimentalmente por [7]. Las propieda-
des mecéanicas del material son: modulo eléstico ' =
20,000 M Pa, relacién de Poisson v = 0,2, esfuerzo
maximo a tensién o, = 2,4 M Pa, energia de fractura
Gy =113 J/m?. La carga se induce con desplazamien-
tos aplicados gradualmente al centro de la viga. La falla
del material inicia en los elementos vecinos a la muesca,
propagandose hasta la parte superior de la viga como
se muestra en la Figura 11.

La Figura 12 muestra la curva carga, P, versus des-
plazamiento en el centro de la viga durante su proceso
de falla.

7. Conclusiones

La formulacién DD presentada en este trabajo pue-
de ser no simétrica cuando se tiene un comportamiento
no lineal del material con ablandamiento, puesto que los
tensores constitutivos tangentes, dependientes respecti-
vamente de los desplazamientos y de las deformaciones,
tiene diferentes valores.

En la implementacion de la formulacién desarrolla-
da, particularmente en la evaluacién del estado de es-
fuerzos con el modelo de dano constitutivo, es necesario
utilizar dos variables internas en cada punto de integra-
cién; una variable para las deformaciones dependientes
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1 7 450 mm e

Figura 10. Geometria de una viga con muesca

a)

Figura 11. Viga: a) sin dafio y b) danada
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—— Contrafatto et al. (2007)
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Figura 9. Diagrama reaccién P vs. desplazamiento w. Figura 12. Diagrama carga contra desplazamiento

2. Contrafatto L., Cuomo M., Micciche M. L. (2007) A intra-
element discontinuities approach for modelling cohesive frac-
ture processes. En Proceedings XVIII AIMETA. National
Congress. 11-14 September 2007. Brescia. Italia. pp. 11-14.

La formulacién DD desarrollada no presenta pro- 3. Hillerborg A., Modeer M., Petersson P.E. (1976) Analysis of

blemas de atoramiento de esfuerzos y tiene una mejor crack formation and crack growth in concrete by means of

s ~ . C . ., fracture mechanics and finite elements. Cem. Concr. Res.

propagacion del dano debido a la distribucién de las 6773782

deformaciones independientes. 4. Juérez G., Ayala A.G. (2009) Variational Formulation of the
Material Failure Process in Solids by Embedded Discontinui-
ties Model. Numer. Meth. Part Differ. Equ. 25:26-62

5. Judrez G., Ayala A.G. (2009) Nonlinear Mixed Finite Ele-
ment Formulations to Simulate the Material Failure Process
in Solids. Enviado para su revisién a Comput. Methods Appl.
Mech. Engng.

de los desplazamientos y la otra para las deformaciones
independientes.
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