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Resumen

En este articulo se presenta un algoritmo para la minimizacién de la medida de la distorsién definida por
Oddy para una malla formada por cuadrildteros o hexaedros. Aunque dicha medida ha sido ampliamente
utilizada, su definicién original presenta varias propiedades que limitan su utilizacién en un algoritmo de
minimizacién. Por ejemplo, sélo es vélida para cuadrilateros o hexaedros convexos y proporciona un valor
infinito de la distorsién en un cuadrildtero en el que tres vértices estan alineados. Con el fin de superar estas
limitaciones, en este trabajo primero se deduce una interpretacién geométrica de la definicién original de la
medida de la distorsiéon. Ademaés se demuestra que dicha interpretaciéon es valida tanto para cuadrildteros
como para hexaedros. Seguidamente y basandose en dicha interpretacién, se desarrolla una medida de
la distorsion para cuadrilateros y hexaedros no convexos. Finalmente, se presenta un algoritmo para la
minimizacién de la nueva medida de la distorsién de la malla basado en el método de Newton-Raphson. Es
importante resaltar que ambas definiciones coinciden cerca de la solucién éptima. Asi mismo, se presentan
varios ejemplos que confirman la eficiencia del algoritmo desarrollado.

Palabras clave: Elementos finitos, generacion de mallas, suavizado de mallas, mallas no
estructuradas, cuadrildteros, hexaedros.

MINIMIZATION OF THE DISTORTION OF QUADRILATERAL AND HEXAHEDRAL MESHES

Summary

In this paper a minimization algorithm of the mesh distortion metric proposed by Oddy is presented. It
is valid for meshes composed by quadrilateral or hexahedral elements. Although it has been extensively
used, the original definition has several limitations that preclude its use in a minimization procedure. For
instance, it is only valid for convex quadrilaterals or hexahedra, and it gives an infinite distortion value
for a degenerated quadrilateral with triangular shape. In order to overcome these drawbacks, in this work
we deduce a geometrical interpretation of the original distortion metric. Based on this interpretation,
we first develop a new alternative to compute the distortion metric; and second, we extend the original
distortion metric to non-convex quadrilaterals and hexahedra. Then, a minimization algorithm of the
improved distortion metric based on a Newton—Raphson method is developed. It is important to note
that the original and the improved definition of the distortion metric coincide around the optimal solution.
Finally, some numerical examples are presented to assess the robustness of this algorithm.

Keywords: Finite elements, mesh generation, mesh smoothing, unstructured meshes, quadri-
lateral elements, hexahedral elements.
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INTRODUCCION

El método de los elementos finitos se ha convertido en una de las técnicas mas potentes y
versatiles para la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales en el &mbito de las ciencias
aplicadas y la ingenierfa. Sin embargo, en muchas aplicaciones de interés industrial su
utilizacion se encuentra limitada por la necesidad de generar una discretizacion del dominio
adecuada tanto a las caracteristicas de la geometria como al tamano de los elementos
prescrito por el usuario. En este sentido, es ampliamente conocido que la forma de los
elementos que componen la malla es uno de los factores que mas influyen en la precision
de la solucién obtenida mediante el método de los elementos finitos. Por ejemplo, en! se
demuestra que si resuelve el problema de Stokes mediante elementos lineales regulares, la
cota a priori del error es O(h), mientras que para elementos lineales distorsionados dicha
cota aumenta a O(h/p), donde p es el radio de la esfera inscrita en el elemento. Por
consiguiente, en la generacién de mallas no sélo es necesario controlar adecuadamente el
tamano de los elementos, sino también su forma.

Los algoritmos de generacién de mallas formadas exclusivamente por cuadrilateros o
por hexaedros?4567 inicialmente proporcionan elementos que pueden estar muy distor-
sionados. Por lo tanto, resulta imprescindible desarrollar diversas técnicas para mejorar la
calidad global de la malla. En la actualidad existen dos tipos de técnicas para lograr este
objetivo. Las primeras, denominadas técnicas de maquillaje (make-up techniques), se cen-
tran en la mejora de la topologia de la malla. Las segundas, llamadas técnicas de suavizado
(smoothing techniques), mejoran la geometria de la malla (la forma de los elementos) sin
modificar su topologia. Aunque ambas técnicas consiguen incrementar notablemente la ca-
lidad final de la malla, las técnicas de suavizado desempenan un papel mucho més relevante
puesto que son capaces de redistribuir los elementos con mayor flexibilidad.

En la actualidad existe un gran ntimero de algoritmos para el suavizado de mallas.
Por ejemplo, una de las técnicas de suavizado més utilizadas es el método laplaciano 8.
Esta técnica presenta un inconveniente muy importante: puede suceder que al suavizar la
discretizacién de un dominio no convexo algiin nodo interior se desplace fuera de él. Con
el fin de evitar este problema, Giuliani'® presenta un algoritmo de suavizado basado en
criterios geométricos. Este método modifica la posicién de los nodos interiores con el fin de
minimizar una medida de la distorsién de los elementos que lo contienen. En ! se modifica
ligeramente el algoritmo original de Giuliani con el objetivo de suavizar la forma de los
elementos y al mismo tiempo mantener el tamano prescrito de los mismos. La gran ventaja
de los métodos mencionados anteriormente es que son muy baratos desde el punto de vista
computacional. Un planteamiento totalmente diferente se presenta en '? donde se extiende
el ambito de aplicacion de los métodos variacionales, ampliamente utilizados en mallas
estructuradas, a mallas triangulares no estructuradas. Recientemente, se han desarrollado
diversos algoritmos de suavizados de mallas en los que se minimiza una funcién objetivo
cuya definicién se basa en una medida de la calidad de las malla'®'4. El presente trabajo
se enmarca en este ultimo grupo de técnicas de suavizado.

La medida de la distorsién desarrollada por Oddy et. al.'® es valida para cuadrildteros
y hexaedros. Sin embargo, esta medida sélo es vélida para elementos convexos. Esta
limitacién restringe considerablemente su aplicacién en algoritmos de minimizacion de la
distorsién global de una malla. Por ejemplo, en la mayoria de algoritmos de generacién
de mallas de cuadrilateros o hexaedros es muy usual que aparezcan elementos no convexos
antes de aplicar cualquier técnica para mejorar la calidad global de la malla. Por consi-
guiente, si se intenta mejorar la forma de los elementos minimizando directamente la medida
desarrollada por Oddy es posible que se obtengan elementos cuya calidad sea inferior a la
de la configuracion inicial. Con el objetivo de superar esta limitacion, en el presente trabajo
primero se introduce una nueva interpretaciéon geométrica de la medida de la distorsion de
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Oddy. Basédndose en dicha interpretacion, seguidamente se extiende la medida original de
la distorsion a cuadrilateros y hexaedros no convexos. A continuacion, se desarrolla un
algoritmo de minimizacion de la medida mejorada de la distorsién basado en el método de
Newton-Raphson. Finalmente, se presentan diversos ejemplos numéricos que confirman la
fiabilidad del algoritmo propuesto.

DEFINICION DE LA MEDIDA DE LA DISTORSION

La medida de la distorsién presentada por Oddy et. al.'® se basa en el Jacobiano de
la transformacién isoparamétrica. Por consiguiente, es un medida puntual de la distorsién.
Esta medida calcula la distorsion de un cuadrilatero o un hexaedro como la desviacién de
la forma del elemento en el dominio fisico respecto a la forma del elemento de referencia
en el dominio computacional. Esta medida de la distorsién capta tanto la deformacién del
elemento por cortante como por traccién o compresion. Asi mismo, es facil comprobar que
los movimientos de sélido rigido del elemento de referencia (traslaciones y rotaciones) no
afectan a su valor y que éste es independiente del tamano del elemento. Concretamente, la
distorsién de Oddy se define como

Dowy, = C:C — — ((©)) 1)

donde n = 2 o n = 3 para problemas bidimensionales o tridimensionales, respectivamente,

y

c=Jr.J J=—L

Vil

siendo J la matriz Jacobiana de la transformacién isoparamétrica. Obsérvese que en pro-
blemas bidimensionales se consideran por defecto elementos bilineales de cuatro nodos (ele-
mentos trilineales de ocho nodos para problemas tridimensionales). Es importante resaltar
que la medida de la distorsién (1) es una medida muy sensible de la distorsién de un
elemento puesto que es una funcién de la matriz jacobiana a la cuarta potencia.

EVALUACION NUMERICA DE LA MEDIDA DE LA DISTORSION PARA
CUADRILATEROS

Como se ha comentado anteriormente, la expresién (1) es una medida puntual de la
distorsién. Sin embargo, para las aplicaciones como la generacion o el suavizado de mallas
resulta mas interesante disponer de una medida global de la distorsién elemental. Por lo
tanto, es necesario asignar un valor de la distorsién a cada elemento. En esta seccion,
primero se introduce una nueva interpretaciéon geométrica de la medida de la distorsién
(1) para elementos cuadrangulares. Seguidamente, se generaliza dicha interpretacién a fin
de evaluar la distorsién en un punto cualquiera de un cuadrilatero. En 6 se realiza una
presentacién mas detallada de los resultados presentados en esta seccion.

Particularizacion a paralelogramos

FEn la proposicién 1 del Apéndice se demuestra que la matriz jacobiana de la transfor-
macién isoparamétrica es constante en cualquier punto de un paralelogramo. A partir de
la ecuacién (1) es facil comprobar que

13 2 L !
212sin?(a)  2l3sin%(a)  sin®(a)

Dogay = -2, (2)
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donde «, [1 y Iy se definen en la Figura 1. La ecuacién (2) puede escribirse como

Doady = 2(Qbaay — 1), (3)
donde
12+ 12
Qoddy = oA

se denomina eficiencia geométrica, y
A = lilysin(w),

es el area del paralelogramo.

L

Figura 1. Variables geométricas basicas para definir un paralelogramo

Evaluacion de la distorsion en un punto de un cuadrilatero

Desde el punto de vista computacional, la ecuacién (3) es una alternativa simple y
eficiente de calcular la distorsién de un paralelogramo. Por consiguiente, nuestro objetivo es
utilizar dicha expresién para calcular la distorsién de un cuadrilatero cualquiera. Para ello,
primero se considera la siguiente propiedad general de la transformacion isoparamétrica:
Considérese el elemento cuadrado de referencia en el dominio computacional. La imagen
de un segmento recto paralelo a una de sus aristas es un segmento recto en el dominio fisico
(ver Figura 2a).

De acuerdo con esta propiedad se introduce el concepto de paralelogramo local en un
punto P de un cuadrilatero cualquiera. Sea p un punto del elemento de referencia en el
dominio computacional y P su imagen en el dominio fisico mediante la transformacién
isoparamétrica. Sean aa’ y bb’ dos segmentos rectos paralelos a los lados del elemento
de referencia que se cortan en el punto p (ver Figura 2a). Sean AA’ y BB’ sus imdgenes
mediante la transformacion isoparamétrica. Entonces, el paralelogramo local en el punto P
del dominio fisico se define como el paralelogramo delimitado por los lados PA” = AA’ y
PB” = BB’ (ver Figura 2b). Es decir, los lados del paralelogramo local en un punto P son
las imagenes de los segmentos paralelos a los lados del elemento de referencia que se cruzan
en el punto p.

El resultado principal de esta secciéon se demuestra en la proposiciéon 2 del Apéndice.
Concretamente, se demuestra que la distorsién (1) en un punto P cualquiera de un cua-
drilatero se puede calcular como la distorsién del paralelogramo local definido en dicho
punto.
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Figura 2. a) Los segmentos aa’ y bb’ son paralelos a los lados del elemento
cuadrado de referencia en el dominio computacional. Sus imagenes
mediante la transformacién isoparamétrica son dos segmentos rectos:
AA’ y BB’. b) Definicién del paralelogramo local en un punto P. Nétese
que PA” = AA’ y que PB” = BB’

Evaluacién de la distorsion de un cuadrilatero

Para definir cémo se calcula numéricamente la distorsiéon de un cuadrildtero primero se
debe especificar en qué puntos del elemento ésta se debe calcular; y segundo, cémo estos
valores contribuyen a la distorsion global del elemento.

La eleccion mas usual, en el ambito de la generacion y suavizado de mallas, es evaluar
la distorsién del elemento en sus vértices “1°. Si se utiliza la interpretacién geométrica
introducida mediante la ecuacién (3) para calcular la distorsion Dogqy, entonces la distorsion
en los vértices de un cuadrildtero vendra dada por la distorsién de los paralelogramos locales
en cada vértice. Por consiguiente, en cada vértice ¢, para ¢ = 1,...,4, la distorsiéon del
paralelogramo local es

o= (w1 —20)° + Wy — v)°s
iy = (s — 20)” + Wia) — )
Ai = (g — 23) Wes) — V) — @) — 26) Wit — Ya)s (4)
2 2
Oous — Ha + Livay
Oddy,i — ZAZ 5
Doddyi = 2(Qbagy: — 1),

donde (z;,y;) son las coordenadas del vértice j-ésimo, y [i] = mod(i — 1,4) + 1 (sumar 1
al resto de dividir ¢ — 1 entre 4). Obsérvese que, a partir de la ecuacién (4), la distorsién
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en un determinado vértice no depende de la posicion del vértice opuesto. Por ejemplo, la
distorsién en el nodo 1 de la Figura 3a no depende de la posicién del nodo 3. Ademas, el
coste computacional de la expresién (4) se puede reducir considerablemente si las longitudes
de los lados adyacentes a un vértice ya se encuentran almacenadas (que de hecho es una

practica comun en varios generadores de cuadrilateros).
-

>
)

\\§

L

Figura 3. a) Cuadrildtero (1234) y cuadrildtero definido por sus puntos de Gauss
(1'2’3’4’). b) Trapecio (1234) con distorsién nula en su centro P. El
paralelogramo local asociado a su centro estd definido por los puntos
(PA77 37B’7)

La distorsién de un elemento también se puede calcular en los puntos de Gauss o en su
centro. Es facil demostrar que la distorsion en los puntos de Gauss es igual a la distorsién
del cuadrilatero definido por dichos puntos cuando ésta tltima se evalia en los vértices. Por
consiguiente, la misma expresion (4) puede utilizarse para medir la distorsién en los puntos
de Gauss. En general, la distorsién en los puntos de Gauss es menor que la distorsién en los
vértices'®. Por lo tanto, utilizando los puntos de Gauss no se capturan correctamente los
valores extremos de la distorsion del elemento. La ultima opcién es calcular la distorsién de
un elemento en su centro. Esta es la opcion mas barata desde el punto de vista computa-
cional. Sin embargo, su utilizacién es bastante desaconsejable puesto que existen elementos
muy distorsionados con distorsiéon nula en su centro. Por ejemplo, la Figura 3b presenta
un trapecio y el paralelogramo local asociado a su centro. Como se puede observar, el
paralelogramo local es un cuadrado y en consecuencia, Dogqy = 0 si la distorsion se evalia
en el centro del trapecio.

Para definir de qué manera los valores de la distorsién contribuyen al valor global de la
distorsién del elemento es muy usual definir la distorsién del elemento como la distorsién
maxima en los nodos*!11?

& e
D(Oc)ldy = Inax (D(Oc)idy,i)7 (5)

i:17~~~7Ne7L

donde N, es el nimero de vértices del elemento (4 para los cuadrilateros bilineales o 8 para
los hexaedros trilineales) y D(Oe[)idw es el valor de la distorsién de Oddy (4) en el i-ésimo
nodo del elemento e. Es importante resaltar que bajo esta definicién, y de acuerdo con la
ecuacion (4), si el valor maximo de la distorsién se alcanza en un determinado vértice, el
valor de la distorsién del elemento serd independiente de la posicién del vértice opuesto. Por
lo tanto, este tltimo se puede mover sin modificar la distorsién del elemento (mientras no
se modifique el vértice en el que se alcanza el maximo). Ademads, no se puede desarrollar un
algoritmo de minimizacién de la distorsién (5) puesto que ésta no es continua y diferenciable.
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Como alternativa, se define la distorsiéon de un elemento como la media de los valores en
sus vértices'®

Oddy Z Dy Oddy i (6)

En general, la ecuacién (6) generara valores menores de la distorsién de los elementos que
la ecuacién (5), ya que se trata de un promedio. Sin embargo, es una funcién diferenciable
y todos los vértices contribuyen al valor de la distorsién del elemento.

Evaluacién de la distorsiéon de una malla

Es muy comin definir la distorsién de una malla como la media de la distorsién de sus
elementos®10:11:15

elem

Z D Oddy’ (7)

elem o—1

Dmalla =

donde Ny, es el numero de elementos de la malla. Si la distorsiéon de los elementos se
calcula segun la expresién (6), entonces

1 Nelem Nen NlP
Dpatia = Z Z = ZDOdd k
dd Y,
Nelem 1 N O Yt
Ny,
= Z Qbadyr — 1); (8)
Nip k=1

donde Ny, es el nimero total de paralelogramos locales en la malla (N, = NepNejer). El
término 2/Nj, en la ecuacién (8) se puede interpretar como un factor de escala.

Limitaciones de la distorsion de Oddy

Actualmente la medida de la distorsién (1) se utiliza extensivamente en el d&mbito de
la generacién de mallas®?111%, Sin embargo, esta medida sélo es vélida para elementos
convexos y no degenerados. Por consiguiente, si la medida (1) se utiliza para calcular la dis-
torsién de una malla de cuadrildteros segin (8), pueden aparecer tanto asintotas verticales
como minimos locales. Con el fin de visualizar este comportamiento la Figura 4a presenta
una malla formada por tres elementos: dos cuadrados de lado unidad y un cuadrilatero
degenerado de forma triangular. El objetivo es minimizar la distorsién de la malla, D414,
cuando los nodos del contorno estén fijos y sélo es posible mover el nodo interior (nodo 5).
La Figura 4b muestra la configuracién éptima. La Figura 4c presenta los valores de la
distorsién de la malla cuando el nodo 5 se desplaza a lo largo del eje de simetria (del nodo 2
al nodo 7). Obsérvese que aparece una asintota vertical cuando la posicién del nodo 5
forma un elemento degenerado de forma triangular (esta configuracién se corresponde con
la malla original presentada en la Figura 4a). Por consiguiente, puede existir una malla
con cuadrildteros no convexos (ys5 > 1) con la misma distorsién de la malla que otra con-
figuracion exclusivamente formada por elementos convexos. Es mads, aparece un minimo
local de la distorsién de la malla en y5 = 1.23 que corresponde a una configuraciéon no
aceptable. La Figura 4d presenta las curvas de nivel correspondientes a la distorsion de
la malla, D,,q114,cuando el nodo interior se mueve dentro de un cuadrado delimitado por
los puntos (0,0) y (2,2). Nétese que aparecen varias asintotas verticales y que ademads del
minimo global detectado en la Figura 4c, aparecen diversos minimos locales, tanto dentro
como fuera del contorno original de la malla.
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Figura 4. a) Malla inicial con un elemento degenerado. b) Malla suavizada con
distorsién de Oddy minima. c) Valores de la distorsién de la malla
cuando el nodo 5 se desplaza del nodo 2 al nodo 7. d) Curvas de
nivel correspondientes a la distorsién de la malla cuando los nodos del
contorno estan fijos y el nodo interior se mueve dentro de un cuadrado
delimitado por los puntos (0,0) y (2,2)

EVALUACION NUMERICA DE LA MEDIDA DE LA DISTORSION PARA
HEXAEDROS

En esta seccién se extiende el método presentado en la seccién anterior para evaluar la
distorsién de una malla de cuadrilateros al caso tridimensional. Concretamente, se demues-
tra que la medida de la distorsién (1) también se puede calcular a partir de las propiedades
geométricas de un hexaedro en el espacio fisico. Para ello, primero se evaluara la ecuacion
(1) para un paralelepipedo. Seguidamente se definird el concepto de paralelepipedo local vy,
finalmente, se calculard la distorsién en un punto cualquiera de un hexaedro en funcién del
paralelepipedo local en dicho punto. Una presentacién més detallada de los resultados de
esta seccién puede encontrarse en'’.

Particularizaciéon a paralelepipedo

Puesto que la matriz jacobiana de la transformacién isoparamétrica es constante en
cualquier punto de un paralelepipedo (ver la proposicién 3 del apéndice), es facil demostrar
que

o ((B+B+B)?
Dojiy = —F | —————

= 3 — (AT + A3+ 43) |
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Ai2i4

Figura 5. a) Variables geométricas bdsicas para definir un paralelepipedo. b)
Criterio para enumerar los nodos, lados y caras adyacentes al nodo 4

donde Iy, lo, I3, A1, As, A3 se definen en la Figura 5a, y V' es el volumen del paralelepipedo.
La eficiencia geométrica para este tipo de elementos es

B4i2+12)° )
(+h+h) ?; ) — (AT + A5+ A3) + Vs

Qoddy = v

Por lo tanto, la relacién entre la medida de la distorsion y la eficiencia geométrica para
paralelepipedos es

Doday = 2(Q§ddy —1). 9)

Evaluacién de la distorsion en hexaedros

Al igual que se ha realizado en el caso de paralelogramos, la ecuacién (9) es una alter-
nativa simple y eficiente de calcular la distorsiéon de un paralelepipedo. Por consiguiente, se
desea utilizar dicha expresion para calcular la distorsién de un hexaedro cualquiera. Para
ello, como en el caso bidimensional, también se considera la siguiente propiedad general
de la transformacién isoparamétrica: Considérese el elemento cubico de referencia en el
dominio computacional. La imagen de un segmento recto paralelo a una de sus aristas es
un segmento recto en el dominio fisico.

La definicién de paralelepipedo local en un punto cualquiera de un hexaedro es una
extension a tres dimensiones de la definicién de paralelogramo local en un punto cualquiera
de un cuadrildtero. Asi mismo, también es facil demostrar (ver proposicién 4 del Apéndice)
que la medida de la distorsién (1) en cualquier punto de un hexaedro se puede calcular en
términos del paralelepipedo local en dicho punto.

La distorsiéon de un hexaedro también se puede calcular en funcién de la distorsién en
sus vértices de acuerdo con la ecuacién (6). De hecho, la distorsién en el vértice i-ésimo,
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parat=1,...,8 es
1 = (w2 — i)’ + W2 —vi)* + (22 — 2)°,
15 = (zs—x)’ + (s —vi)” + (23 — 20)°,
Byo= (wia— i)’ + (Y — vi)* + (24 — )%,
A122i3 = ((yi2 — yi)(ziz — 2i) — (2i2 — 2:) (yis — yz))2 +
((zi2 — ) (Yiz — vi) — (Yi2 — yi) (wi3 — xl))Z +
((wiz — ) (202 — 2i) — (253 — 2) (a2 — yi))?
A123i4 = ((yi3 —yi)(zia — 2i) — (213 — 2i) (Yia — yz))2 +
(i3 — @) (yia — yi) — (s — yi) (Tia — 23))" +
((wia — ) (2i3 — 2i) — (2ia — 2) (wis — yi))? (10)
Api = ((yia — yi)(zi2 — 21) — (214 — 20) (w2 — w:))* +
((zig — ) (Wiz — vi) — (Yia — yi) (w2 — 23))" +
(wi2 — i) (2ia — 21) — (zi2 — 2i)(Tia — ¥i))”,
Vi = ((Wiz —vi)(zis — 2i) — (zi2 — 2i) (Yis — vi)) (wia — 23) +
(w33 — xi)(zi2 — 2i) — (23 — 2i) (@2 — 4)) (Yia — yi) +
(o2 — z4) (yiz — ¥i) — (iz — vi)(xi3 — 24)) (zia — 2)s
2 :
e lg?:i +i) — (Abys + Al + Ady) + Vé)
Qoddy; = v ,
Doadyi = 2(Qaay: — 1):

donde l;2,l;3, lia, Aiiz, Aizia v Ai2i4 se definen en la Figura 5b, y V; es el volumen del para-
lelepipedo local asociado al nodo 1.

Finalmente, la distorsién de una malla de hexaedros se define de acuerdo con la ecuacién
(7). Es més, teniendo en cuenta la expresién (9), la distorsién de una malla de elementos
hexaédricos se puede calcular como

1 Nelem Nen 1 Nlp
Dinatta = N, Z —Z Odd% =N — > Doddy.k
elem P —1
2 A
_ 3
- N Z(QOddy,k_1)7
tp =1

donde ahora Ny, es el ntimero total de parelelipipedos locales de la malla. Obsérvese que al
igual que sucedia con las mallas de cuadrilateros, si la medida de la distorsion (1) se utiliza
para calcular la distorsion de una malla de hexaedros también pueden aparecer asintotas
verticales y minimos locales (ver ejemplos en '7).

MODIFICACION DE LA MEDIDA DE LA DISTORSION

Con el fin de evitar los inconvenientes que presenta la medida de la distorsiéon de Oddy
(1), en esta seccién se introduce una modificacién a su definicién. El objetivo principal
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es mantener la definicién original mientras sea posible y sélo modificarla donde produce
problemas. En este articulo se detalla la modificacién para cuadrildteros y se presentan los
resultados més importantes para el caso de hexaedros (ver detalles en 7).

Para ello, se introduce una nueva medida de la distorsiéon del paralelogramo local aso-

ciado al nodo 7, con i = 1,...,4, de un cuadrilatero cualquiera
1 24;
4Oddy,i = = 5

QOddy,i l[2@] + l[i—|—3]

donde todas las variables se han definido anteriormente en la ecuacién (4). Es facil de-
mostrar que los valores de gogay,; estdn comprendidos entre —1 y 1. Nétese que, de acuerdo
con la ecuacién (3), la medida de la distorsiéon de Oddy evaluada en el i-ésimo nodo y la
nueva medida gog4dy,; estdn relacionadas mediante la expresién

1
Doddyi = 2 < - 1> . (11)

2
90ddy,i

Por lo tanto, la funcién global (8) a minimizar sobre la malla es

Dpaita = ~— )  Doddyk = - —1].
Nip i Nip ;=5\ 90day.i

La modificacién de la medida de la distorsién (1) se obtiene a partir de un test basado
en el cuadrildtero que se presenta en la Figura 6a. En este test los nodos 2,3y 4 del

(0,1)

(1,09

(0.-1)

(a) (t;)

Figura 6. Definicién geométrica para: a) el test del cuadrildtero, b) el test del
hexaedro

cuadrilatero estan fijos y el nodo 1 se mueve a lo largo del eje z. Las Figuras 7a y 7b
presentan los valores de Dogay,1 ¥ Goddy,1 Tespectivamente. Puesto que ¢ogqy; €s una
funcién continua y diferenciable, la modificacién de la medida de la distorsion (1) se basard

€N 4Oddy,i-
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17320 1 0 1 17320
1/24 X

q_Oddy xt

Figura 7. Test del cuadrildtero. Representacién de: a) Doddy,1, B) qoddy,1; C)
Dowr,1 (linea sélida) y de Doddy,1 (linea de puntos) en funcién de
qoddy,1; d) Dmaiia calculada segin Doas,i (linea sélida) y Doday,: (linea
de puntos)

El primer paso consiste en modificar la ecuacién (11) a fin de eliminar la asintota
vertical de Dpgqy,1 que aparece cuando gogay,1 se anula. Para ello, se aproxima Dogqy,; por
la pardbola tangente a dicha curva en go para valores de goddy,; < go segin

Doday,i si qoddy,i = 40,

Do = (12)

2 %qzoddy,i - %QOddy,i + % — 1) sl qodday,; < qo,
do do 40

donde ¢g es un valor prefijado. En 7 se presenta un estudio sobre los posibles valores de ¢
tanto para cuadrildteros como para hexaedros. La Figura 7c presenta una grafica de Dogqy,1
y Dowm, en funcién de qogay,1- La Figura 7d muestra una gréfica de la distorsién de la
malla utilizando Dogay,; ¥ Do, para el test presentado en la Figura 6a cuando el nodo 1
se desplaza a lo largo del eje de abscisas. Obsérvese que la asintota vertical desaparece si
se utiliza la ecuacién (12) para calcular la distorsién de la malla.

De acuerdo con las ecuaciones (6) y (12), la distorsién modificada de un elemento se
puede calcular como

4
e 1
D(O])M =1 Z Donr,i- (13)
=1

El segundo paso consiste en anadir un término a la definicién de la distorsién modificada
de un elemento de forma que la nueva definicién: 1) dependa de las mismas variables que
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qOddy,i» Para i = 1,...,4; 2) sea continua y diferenciable; y 3) tenga el minimo cerca de el
minimo de Dpgqy,i- La funcién escogida es

4
B0 =3 R (11
=1

donde E; = (z;11) — i) (@i3) — (i) + (Y1) — Y) Wi+s) — Yiip)s Para i =1,..., Nep, s
el producto escalar de los vectores que definen los lados adyacentes al nodo 1.

Finalmente, la distorsion de la malla se define teniendo en cuenta el niimero de elementos
con angulos interiores mayores que m, Ncone, de acuerdo con

Netem

Z DOddy Si Neone = 0,

elem

Dinatia = 1 Nelem (15)
N— Z D(OGJ)V[ Si Neone > 0,
elem e—1

donde Dgc)ldy se calcula segun la ecuacién (6), y

D& = D5+ E©), (16)

€)

obteniéndose D( on v E© de acuerdo con las expresiones (13) y (14), respectivamente. La

Figura 8 muestra las superficies definidas por las funciones D(Oe; dy’ D(OGJ)M, y 15(061)\4 para el

test del cuadrilatero de la Figura 6a, y para la malla presentada en la Figura 4a. Obsérvese

)

que si se utiliza D(O6 s Do aparecen asintotas verticales. Ademas, si la distorsién de la malla

e)

se calcula acuerdo con I)(o M
aparece mejor definido.

En el caso de hexaedros, al igual que en el caso bidimensional, los problemas surgen
cuando la malla presenta elementos degenerados. Como se ha comentado anteriormente,
existe una analogia clara entre el problema bidimensional y el tridimensional. Por con-
siguiente, se procede de forma similar para solventar los inconvenientes que plantea la
distorsion de Oddy: mantener la distorsion de Oddy en su forma original cuando no existan
problemas (cuando los elementos son convexos) y modificarla en caso contrario (cuando los
elementos son degenerados o presentan concavidades).

Con este fin, se define una nueva medida de la distorsién asociada al paralelepipedo
local correspondiente al nodo 7, ¢ =1,...,8, de un hexaedro como

los minimos locales también desaparecen y el minimo global

1 Vi
qOoddy,i = = T

Qoddy,i 2 1
’ 12 4+ 1% 4 13 4
( ( 4) — (Alys + A%y + Al + Vf)

3

donde el significado de las variables es el mismo que el de las expresiones (10). En conse-
cuencia, dada una malla de hexaedros la funcién global a minimizar es

Ny

Dinatta = L > Doday.x = Z 2 I -1

Npi k=1 L =1 qudyk
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Figura 8.

Representacién de las superficies: a) D(Oec)idy; b) Dg])\/[; yc) ﬁ(oel)w para el

test del cuadrildtero de la figura 6(a). Representacién de las superficies:
NE em e . NC em e . NE em » e

d) Y Netem DS) s @) SNelem D) sy £) SO Netem DS para la malla

presentada en la figura 4(a)

La modificacién de la medida de la distorsién (1) en el caso de hexaedros se realiza a

partir de un problema tipo denominado test del hexaedro. Dicho test consiste en un cubo
determinado por los vértices (12345678) (ver Figura 6b) en el que los puntos 1,2,3,4,5,6 y 8

permanecen fijos y el nodo 7 puede desplazarse libremente por el eje X (ver detalles en

17)'

En primer lugar, para solventar el problema de la existencia de asintotas verticales se

procede de forma analoga al caso de cuadrildteros: se ajusta una pardbola tangente a la
funcién Doggy,; cuando qoddy,: es menor que un valor go predeterminado. Por lo tanto, la
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distorsién modificada de Oddy en el nodo i-ésimo del elemento es

Doddy,i sl qoddy,i = 4o
4 .
Dom,i = 1% %Q?)ddy,i - E_SQOddy,i +63 — 1SQS> Sl qoddy,i < 9o (17)
945 0

Por consiguiente, segiin las ecuaciones (6) y (17), la distorsién modificada de un elemento
se puede calcular como

8
e 1
D(OJ)W =3 Z Donr,i- (18)
=1

En segundo lugar, se anade un término a la definicién modificada de la distorsién que
consiste en el producto escalar de las aristas adyacentes a cada nodo del hexaedro

8
E® = Z(Ef% + E3y + ERy) (19)
i=1
donde
Eips = (zio — xi)(@izs — ;) + (Yi2 — vi) (Wis — i) + (zi2 — 2i)(zi3 — 2i)
Eizs = (23— xi)(@ia — 24) + (Yiz — vi) (Wia — vi) + (213 — 2:)(2zia — 2)
Eipy = (ZL”z'z - 332‘)(332'4 - :L"z) + (yi2 - yi)(yi4 - yz) + (Zi2 - Zi)(zi4 - Zz') .

Finalmente, la distorsién de una malla de hexaedros se define de acuerdo con las ecua-
ciones (15) y (16), considerando que Dg)e])\/[ y E(©) vienen dados por las expresiones (18) y

(19), respectivamente.

ALGORITMO DE MINIMIZACION

En este apartado se describe brevemente el algoritmo de minimizacién de la distorsiéon de
la malla. Concretamente, se utiliza el método de Newton—Raphson para anular el gradiente
de la distorsiéon de la malla. De esta forma se determina la nueva posicién de los nodos
de forma que la distorsién de la malla sea minima. Ademas, se han anadido algunas
modificaciones con el fin de aumentar la fiabilidad del algoritmo. Si la aproximacién inicial,
es decir, la configuracién inicial de la malla dista mucho de la solucién 6ptima (por ejemplo
cuando la malla proporcionada por el generador de mallas todavia no ha sido suavizada
y contienen bastantes elementos degenerados) el algoritmo de Newton—Raphson puede no
converger. En estos casos, primero se realizan algunas iteraciones mediante el método del
maximo descenso con una estrategia de line-search.

El objetivo es minimizar la distorsién de la malla (15). Por lo tanto, se impone:

aDmalla

V' Dyatta = 0
il day

=0 parai=1,...,Ng, (20)
donde a; son las coordenadas x, y o z de los nodos libres de la malla; y N, es el nimero
total de coordenadas libres de la malla, el cual coincide con el nimero total de ecuaciones
en el sistema no lineal (20).
El sistema no lineal de ecuaciones (20) se resuelve mediante un procedimiento iterativo
utilizando el método de Newton—Raphson:
H} .. Ad"Th = -vD}

Dinaita malla >
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k+1 k+1 k

donde H ’B 1 €8 la matriz Hessiana de D,,,q14 €n la iteracion k; Aa =a""" —a", siendo
allta

m
a® y a**! los vectores que contienen las coordenadas libres en dos iteraciones consecutivas;
k . . .z . .z ’
y VDy .. es el gradiente de la distorsién de la malla en la iteracién k. Obsérvese que la

matriz Hessiana es una matriz cuadrada de rango N,. Concretamente,

a2Dmalla
H =
[ b 8ai8aj ’

malla]l]
parai=1,...,Ngqgy j=1,...,Ng. Sila funcién distorsién de la malla es suficientemente
continua, entonces la matriz Hessiana es simétrica. Es mas, si la minimizacion de la dis-
torsion de la malla (15) tiene solucién, entonces Hp . también sera definida positiva en
un entorno de la solucién. Las contribuciones elementales a la matriz Hessiana y al vector
gradiente estdn detalladas en'”.

Con el fin de aumentar la fiabilidad del método de Newton-Raphson se han anadido tres
modificaciones al algoritmo original: 1) se impone un limite superior al desplazamiento de
los nodos, Aa*t1, en el proceso de suavizado. De esta forma se evitan grandes desplaza-
mientos de los nodos en aquellas zonas en que el tamano de los elementos es muy pequeno.
Dicho limite estd basado en una medida del tamafnio de los elementos adyacentes en dicho
nodo; 2) se implementa una estrategia de line—search con el fin de acelerar la convergencia
del algoritmo original; y 3) se aplica el método del méximo descenso con line—search en
las primeras iteraciones hasta que desaparecen los elementos degenerados, de forma que
el método de Newton-Raphson convergerja a la solucién 6ptima, a??, incluso cuando la
condicién inicial dista mucho de ésta (ver detalles en 7).

EJEMPLOS

Con el objetivo de verificar el comportamiento y la fiabilidad del algoritmo de mini-
mizacion desarrollado, en este apartado se presentan cuatro ejemplos (ver otros ejemplos
n 7). Los dos primeros corresponden a mallas de cuadrildteros y se han creado utilizando
el generador de mallas no estructuradas formadas exclusivamente por cuadrilateros presen-
tado en?. Los dos tltimos ejemplos corresponden a mallas de hexaedros y se han generado
mediante GiD. Una vez se han generado todas las mallas, éstas se suavizan mediante el
algoritmo de Giuliani'?, una modificacién del método de Giuliani'!, y el algoritmo de mi-
nimizaciéon presentado en este trabajo. En los cuatro ejemplos se ha tomado gy = 0.5 en
las expresiones (12) y (17). Para todos ellos la Tabla I presenta los valores de la distorsién
media y maxima de la malla suavizada.

| Valores caracteristicos de la medida de la distorsién |

Giuliani | Giuliani mod. | Minimization

Ejemplo I D [82-1071 2.6-107" 2.1-1071
Do 15.1 7.0 1.3

Ejemplo 1T D 1.0-10° 1.3-1071 1.1-1071
Do 1.0 1.7 1.0

Ejemplo III | D 2.4 2.4 5.9-1071
Do 52.5 53.2 2.4
Ejemplo IV | D 1.8 1.8 1.6
Do 23.1 24.9 16.7

Tabla I. Valores medio y maximo de la distorsién de la malla para los ejemplos

estudiados
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En el primer ejemplo se presenta la discretizacion de un anillo circular en el que se ha
prescrito una densidad alta de elementos sobre el contorno exterior (ver Figura 9a). La malla
estd compuesta por 5361 nodos y 5042 elementos. En la Figura 9b se presenta la distribucion
de los elementos en funcién del valor de su distorsién. A fin de mejorar la presentacién de
los resultados el rango de valores de la distribucién se ha limitado al intervalo [0,4]. En
este sentido se debe resaltar que hay 11 elementos para el método de Giuliani y 2 para
el método de Giuliani modificado que estéan situados fuera de la escala de la gréfica 9b.
Obsérvese que el método de minimizacién proporciona elementos significativamente menos
distorsionados. Ademds, el algoritmo de minimizacién reduce en un orden de magnitud el
valor de la distorsién maxima, D,,q..

El segundo ejemplo, presentado en la Figura 9c, muestra la discretizacion de un cuadrado
de lado unidad en el que se ha prescrito un tamaino de elemento muy pequeno a lo largo
de una diagonal. La malla final contiene 11241 nodos y 11150 elementos. Como en el
ejemplo anterior, el algoritmo de minimizacién reduce el valor medio y el valor maximo de
la distorsién de los elementos (ver la Tabla I). La Figura 9d muestra que la distribucién
de los elementos se concentra en un intervalo mas estrecho y de valores menores de la
distorsién.

——Oddy_min
---- Giulliani_ori
— Giulliani_min

iz SHEZ S
e TR
e L
EERARENATT RS
TR S [

AR A

logq(# elements)+1

Distortion

(a) (b)

— Oddy_min
Giulliani_ori
— Giulliani_min

log(# elements)+1

°
@
S
»
@
IS

Distortion

(d)

Figura 9. a), b) Malla suavizada y distribucién de los elementos en funcién de
los valores de su distorsién correspondiente al ejemplo I. ¢), d) Malla
suavizada y distribucién de los elementos en funcién de los valores de
su distorsién correspondiente al ejemplo 11
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La Figura 10a presenta la malla suavizada mediante el algoritmo de minimizacién co-
rrespondiente al tercer ejemplo. Dicha malla es la discretizacion de un cilindro en el que los
elementos se concentran cerca de la tapa superior y ésta ha girado 90 grados respecto de la
tapa inferior. La malla final esta compuesta por 1539 nodos y 1152 elementos. Como puede
observarse, en la tapa superior aparecen cuadrilateros muy distorsionados. Sin embargo, el
algoritmo desarrollado permite reducir en un orden de magnitud tanto el valor medio como
el valor maximo de la distorsién de los elementos (ver Tabla I). La Figura 10b muestra la
distribucion de los elementos en funcién de su distribucién. En este ejemplo, el rango de
valores de la distribucién se ha limitado al intervalo [0, 16], queddandose 16 elementos fuera
de escala cuando se utilizan los métodos de Giuliani y Giuliani modificado. De nuevo, los
elementos se concentra en un intervalo extraordinariamente mas estrecho si se utiliza el
método de minimizacién propuesto.

La Figura 10c presenta la malla suavizada correspondiente al cuarto ejemplo. Dicha
malla estd formada por 2106 nodos y 1600 elementos. Como en los ejemplos anteriores el
algoritmo de minimizacién no sélo reduce el valor medio y maximo de la distorsién de los
elementos sino que también concentra los elementos en un rango de valores més pequenos
que los otros métodos de suavizado utilizados (ver Tabla I y Figura 10d).
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Figura 10. a), b) Malla suavizada y distribucién de los elementos en funcién de
los valores de su distorsién correspondiente al ejemplo III. ¢), d) Malla
suavizada y distribucién de los elementos en funcién de los valores de
su distorsién correspondiente al ejemplo IV
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CONCLUSIONES

En este trabajo se ha desarrollado un algoritmo para el suavizado de mallas formadas
por cuadrilateros o hexaedros basado en la minimizacion de la medida de la distorsién de
los elementos definida por Oddy'®. Concretamente, primero se ha presentado una inter-
pretacién geométrica de la medida original de la distorsion de los elementos. Basandose
en esta interpretacién a continuacion se ha derivado una nueva alternativa para calcular
la distorsién en un punto cualquiera de un cuadrilatero o de un hexaedro. Como se ha
comentado anteriormente, esta nueva alternativa puede ser més eficiente desde el punto
de vista computacional si cierta informacién de los elementos se almacena previamente.
Ademds, esta interpretacién geométrica permite definir una medida de la distorsién de la
malla que puede ser utilizada en un algoritmo de minimizaciéon. Por lo tanto, seguidamente
se ha desarrollado un algoritmo de minimizacién basado en el método de Newton-Rapson.
Finalmente, se han presentado cuatro ejemplos numéricos que confirman tanto la calidad
de los resultados obtenidos como la fiabilidad del algoritmo presentado. En general, el al-
goritmo de minimizacion proporciona mallas suavizadas cuyo valor medio y maximo de la
distorsién son menores que los obtenidos mediante otros métodos de suavizado. Asi mismo,
los elementos tienden a distribuirse en un intervalo mas estrecho y cercano al valor nulo de
la distorsién cuando se utiliza el método de minimizacién desarrollado en este trabajo.

Las medidas de la distorsién de los elementos utilizadas sdlo son validas para cuadrila-
teros y hexaedros. Sin embargo, la estrategia de optimizacién desarrollada es aplicable a
la minimizacién de cualquier medida de la distorsién. En particular, dicha metodologia es
aplicable al suavizado de mallas no estructuradas de tridangulos o tetraedros, siempre que
se utilice una medida de la distorsién adecuada para este tipo de elementos.

Por tltimo, se debe comentar que el coste computacional del algoritmo de minimizaciéon
presentado es elevado puesto que en cada iteracion se deben calcular los coeficientes del
vector gradiente y de la matriz Hessiana de la distorsién. Con el fin de reducir este coste
computacional actualmente se estd analizando la posibilidad de utilizar otros algoritmos de
minimizacién como el método de gradientes conjugados o los métodos de quasi-Newton.

APENDICE

En este apéndice se presentan las demostraciones de las proposiciones que se han citado
en los apartados anteriores.

Proposicion 1 Sean u y v dos vectores linealmente independientes, tales que el dngulo de
u respecto al eje X (sentido antihorario) es menor que el mismo dngulo del vector v con
respecto a dicho eje. Sea (1°2°3°}°) cualquier paralelogramo que se puede formar con los
dos vectores. Entonces, la matriz jacobiana de la transformacidn isoparamétrica

2 Ju i >
J=1[ 7 .
< Jo1 Ja2

es constante y tiene por expresion

j11 _l j12 _l
(m)=a (52)=w
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Demostracion. La transformacion isoparamétrica en este caso tiene por expresion:

§ 7

w:§u+§v+m0,

donde xg son las coordenadas del centro de un paralelogramo cualquiera que se puede
formar con uw y v. En este caso la matriz jacobiana es

jll _a_w_lu j12 _a_w_l,v
j21 _86_27 j22 _877_2.
U

Proposicién 2 Sea (1234) un cuadrildtero y x;, i = 1,2, 3,4, las coordenadas de sus nodos
en el sistema de coordenadas en el dominio fisico (z,y). Sean (§p,np) las coordenadas de un
punto P del cuadrildtero (1234) en el dominio de referencia. Entonces la distorsion de Oddy
en el punto P del cuadrildtero (1234) es igual a la distorsion de Oddy del paralelogramo
local asociado al punto P del cuadrildtero (1234).

Demostraciéon. Puesto que la distorsién de Oddy en el punto P sdlo depende de la
matriz jacobiana en dicho punto, es suficiente con demostrar que la matriz jacobiana de la
transformacién isoparamétrica en el punto P del cuadrilatero (1234), J, es igual a la matriz
jacobiana de la transformacién isoparamétrica del paralelogramo local asociado al punto P,
J.

La transformacién isoparamétrica del cuadrilatero (1234) es

4
x = ZNZ-a:i , (21)
i=1

donde
Ni= (1= 61— ), Ny = 31+ €)1+ ),
N = 31+ 61— ) Ni= 3161 +)

En primer lugar se determinard el paralelogramo local asociado al punto P en el dominio
fisico (z,y). Dicho paralelogramo est4 definido por los vectores u = AA’ y v = BB’ donde
AA’ y BB’ son las imdgenes de los vectores en el dominio (£,7) que pasan por p y son
paralelos a los lados del cuadrado de referencia (ver Figura 2a). En la Figura 2a se presenta
el paralelogramo local asociado al punto P. Notese que los vectores u y v que definen sus
lados verifican:

u=AA"=PA", v= BB =PB".

Para obtener los vectores u y v se calculan las coordenadas:

1-— 1 1-— 1

A= 277Pac1 + %m4, TA = 2an2 + +2T,Pw3,
1-— 1+ 1-— 1+

ep— §Pm1 n Ssz, S me4 . §Pm3'

2 2 2
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Entonces,

L —np 1+np
2

1-¢&p
2

u=AA"=2a', —xza = (2 — 1) + (3 — T4),

1+&p

v=BB' =25 —zp= (rg — 1) + (3 — T2).

En segundo lugar se calculard la matriz jacobiana de la transformacion isoparamétrica
del cuadrildtero (1234). La primera columna de J es dx/0¢ y la segunda es dx/9n. Obte-

niendo dichas expresiones, mediante derivacion de la expresién (21) y evaludandola en (&, 1)
se obtiene:

ox| 1u ox| 1'0
ok|p 27 omlp 2
Entonces, aplicando la proposicién 1 se verifica que J = J. O

Proposiciéon 3 Sean u, v y w tres vectores linealmente independientes. Sea (1°2°3°4°5°6°7
8’) cualquier paralelepipedo que se puede formar con los tres vectores. Entonces, la matriz
jacobiana de la transformacion isoparamétrica

A J:u J:12 J:13
J=1 Ju Jaz a3

Js1 Jzo Jas
es constante y tiene por expresion:
:;:11 1 :;:12 1 ?13 1
=—-u = —v = —w.
/21 St /22 h /23 5
J31 J32 J33

Demostraciéon. La demostraciéon de esta proposicién es una simple extensién al caso
tridimensional de la demostracién presentada en la proposicién 1 (ver detalles en'”). O

Proposicién 4 Sea (12345678) un hexaedro y x;, i = 1,...,8, las coordenadas de sus
nodos en el sistema de coordenadas en el dominio fisico (x,y,z). Sean ({p,np,np) las
coordenadas de un punto P del hexaedro (12345678) en el dominio de referencia (§,7,p).
Entonces la distorsion en el punto P del hexaedro (12345678) es igual a la distorsion del
paralelepipedo local asociado al punto P del hexaedro (12345678).

Demostraciéon. La demostraciéon de esta proposicién es una simple extension al caso
tridimensional de la demostracién presentada en la proposicién 2 (ver detalles en!”). O
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