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RESUMEN

En este trabajo se presenta una analogia formal entre las ecuaciones de la teoria de flujo
plastico y viscopldstico para metales con huecos y las de la elasticidad no lineal. Se muestra
como por simplificacién de las ecuaciones generales se obtiene la forma incompresible de las
expresiones para metales sin huecos. La formulacién general se particulariza para el andlisis de
problemas de embuticién de chapa detallindose las formulaciones de limina y membrana para
tratar del problema de revolucién. Finalmente, se presentan ejemplos de aplicacién de estirado
y embuticién de una plancha circular.

SUMMARY

A formal analogy between the equations of pure plastic and viscoplastic flow theory for
void containing metals and those of standard non linear elasticity is presented. It is shown how
by direct simplification of the general equations, the standard incompressible flow expressions
for non voided metals are obtained. The general formulation is particularized for the analysis of
sheet metal forming problems and details of the viscous voided shell and membrane formulations
for dealing with the axisymmetric case are given. Finally, some examples of applications of pure
extension, hemispherical stretching and deep drawing of a circular sheet are presented.

INTRODUCCION

Es bien conocido que un método efectivo para estudiar la deformacién continua de
metales es utilizar un modelo de flujo rigido plastico en el que se prescinden de los efectos
elasticos. El modelo mas sencillo, y quizds también el mdas usado, utiliza el criterio de
fluencia de von Mises, lo que se traduce en que el flujo es de naturaleza incompresible.
Las ecuaciones del problema son, en este caso, totalmente analogas a las de la elasticidad
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incompresible, pudiendo intercambiarse los conceptos de desplazamiento, deformacién
y médulo de rigidez en el problema eldstico, por los de velocidad, velocidad de
deformacién y viscosidad (no Newtoniana) en el problema de flujo*. Esta analogia ha
permitido resolver problemas complejos de conformado de metales utilizando programas
de elementos finitos escritos originalmente para elasticidad incompresible en dos y tres
dimensiones®. La extension de esta analogia para anélisis de problemas de conformado
condujo a la obtencién de la denominada formulacién de ldminas viscosas basada en
la modificacién de la teoria infinitesimal de laminas elasticas utilizando la analogia
flujo-elasticidad antes mencionada®®.

Recientemente Ofiate y otros” han extendido el modelo de liminas viscosas para
tener en cuenta efectos de degradacién del material por nucleacién, crecimiento y
coalescencia de huecos microscépicos. El modelo resultante de ldminas viscosas con
huecos introduce el efecto de compresibilidad del material en la forma de un modelo
constitutivo de dos pardmetros que pueden identificarse sencillamente como el médulo
de rigidez y el coeficiente de Poisson de un material eldstico no lineal andlogo. Ello
permite resolver por elementos finitos estos problemas, potencialmente mas complejos,
utilizando directamente programas escritos para los cldsicos problemas de elasticidad
(compresible).

El objetivo de este articulo es presentar de forma unificada los conceptos bésicos del
modelo de ldminas viscosas para materiales plasticos/viscopldsticos incluyendo el efecto
de degradacién del material por desarrollo de huecos microscépicos. La formulacién
se particularizard para el caso de revolucidn utilizando sencillos elementos de ldmina
y membrana de revolucién de dos nodos. Finalmente se presentarin ejemplos de
aplicacion de la formulacién a problemas de estirado y embuticién de una plancha
circular.

CONCEPTOS BASICOS

La base de la formulacién del flujo plastico/viscopldstico es suponer que durante el
proceso de deformacién las deformaciones eldsticas son despreciables’—*. Esta hipétesis
permite escribir la siguiente ecuacién para la velocidad de deformacién

& =€’ = f(oi;) (1)

donde ¢;; y éf}m indican las tensiones de velocidad de deformacién total y no lineal —
plastica/viscopldstica— respectivamente. La forma de la funcién f depende del tipo de
modelo constitutivo pldstico/viscopldstico que se utilice. En cualquier caso, la ecuacién
(1) describe el comportamiento de un fluide equivalente en el que las velocidades de
deformacién se relacionan con las velocidades u; por

. 1/0u; Ou; .
&j = E(az,- + Bz,-) o €=Lu (2)

y las tensiones satisfacen las clasicas condiciones de equilibrio
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LTo+b=0 en el volumen V

(3)

MTo=t en el contorno T

donde b y t son vectores de fuerzas masicas y de superficie, respectivamente, y M es
una matriz que contiene las componentes de la normal al contorno I'®.

En los siguientes apartados se presentaran formas particulares de la ecuacién (1)
para un material pldstico/viscopldstico con y sin efectos de degradacién por huecos.

FLUJO RIGIDO PLASTICO DE METALES CON HUECOS

El criterio de fluencia de un material metdlico con huecos arbitrariamente
distribuidos de forma esférica (en problemas tridimensionales) o cilindrica en problemas
planos puede escribirse siguiendo a Gurson® como

3 8::8:2
p=-LH _w=0 (4)
2 oy
o;; ¥ 8i; son la tension y la tensién desviadora de Cauchy macroscdpicas,

respectivamente, oar es el limite de fluencia del material matriz (supuesto
incompresible), f es la porosidad del material (porcentaje volumétrico de huecos) y

w=1- 2fcosh(%) + f2 (5)

Adviértase que para valores nulos de la porosidad (f = 0) w = 1 y la ecuacién (4)
se reduce al conocido criterio de von Mises?’. El cambio en la porosidad durante un
incremento de deformacién se toma como®~*

f=fotfatf (6)

donde los subindices g,n y ¢ indican crecimiento, nucleacién y coalescencia de huecos.
Asimismo, es usual suponer que!®*!

o= -DE o= (o + 2 ™)
oM 3
siendo el pardmetro de nucleacién k£ el porcentaje volumétrico de particulas que se
convierten en huecos por incremento unitario de tensién. Por otra parte, la nucleacién
se supone que ocurre sélo si el valor aproximado de la tensién normal maxima ops + 75+
excede en el incremento de tiempo el valor maximo obtenido en el incremento anterior.
Finalmente, el término f. puede tenerse en cuenta numéricamente de la forma siguiente.
De acuerdo con Tvergaard!!, la coalescencia tiene lugar para f ~ 0.20. Por consiguiente,
un esquema sencillo y efectivo para reproducir este fenémeno, consiste en incrementar
proporcionalmente el valor de f, en los puntos en que f = 0.2, en un nimero fijo de
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incrementos (~ 5) hasta que f = 1, momento en que la capacidad portante del material
se anula.

Haciendo uso de la teoria clasica de la plasticidad®® puede obtenerse la siguiente
expresién para las velocidades de deformacién no lineales (plasticas) de la ecuacién (1)

ég”) =& = gl‘é‘(“z'j - i“f‘_‘;o'kkéij) | (8)
donde
6= () ©)
= (10)
con B= g, A= f}}f{-, S =senhA y €= ,/2¢; &;

Comparando (8) con la cldsica ecuacién constitutiva de la elasticidad lineal, y
teniendo en cuenta las ecuaciones (2) y (3) puede concluirse facilmente que existe una
perfecta analogia entre las ecuaciones del flujo plastico de un metal con huecos y las de
la elasticidad clasica. Por tanto, los desplazamientos y las deformaciones del modelo
elastico pueden interpretarse como las velocidades y velocidades de deformacién del
modelo de flujo plastico, y el médulo de rigidez elastico y el coeficiente de Poisson
como los pardmetros G y ¥ de las ecuaciones (8) y (9), y viceversa. Adviértase la
dependencia de los pardmetros G y 7 en las tensiones/deformaciones lo que hace que
el modelo elastico analogo sea no lineal y, por consiguiente, la solucién numérica debe
encontrarse de forma iterativa.

FLUJO PLASTICO DE MATERIALES SIN HUECOS

Para materiales plasticos sin huecos f = 0 y w = 1 y, por lo tanto, de las ecuaciones
(8)-(10) se deduce que

— O’M
G=3= (11)
1
o _ 1 9
p= (12)
y
) 1 Okk 8;;
G = 55("*2' - 75*1') = 3G (13)

Asi, pues, se recupera la incomprensibilidad de la deformacién, tipica de estos casos,
y la expresion del médulo de rigidez equivalente G coincide con la de la viscosidad no
Newtoniana del clasico problema de flujo plastico®®.
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INCLUSION DE EFECTOS VISCOPLASTICOS
La expresién para la velocidad de deformacién viscoplastica puede postularse como®
9x para x>0

€; =0 para x =0

é; = X"

donde 7 es el pardmetro de fluidez y x representa el “exceso de tensién viscoplastica”

definido por
33,‘53,’5
=4 - 15
X=\3=, — oM (15)

Nétese que para un problema no viscoso ¥ = 0, cumpliéndose la ecuacién (4).
Sustituyendo la ecuacién (14) en la (13) y haciendo uso del concepto de trabajo
viscopldstico efectivo del material degradado w"? definido por

1,
T & % (16)

- Y, -
o =P 5 =

se obtiene, tras operar, una expresién para la velocidad de deformacién viscoplastica
idéntica a la ecuacién (8) con

o lom+x) v+ fAS

3¢’ 1-f
b= 3[1 ___3om—X*) fS ] (172)
2 403 A+ (om+x)°F S

Adviértase que para Y = 0 se recuperan las expresiones de G y ¥ de la ecuacién
(9) para el problema no viscoso.

Por otra parte, es interesante advertir que si se considera el material sin huecos
(f = 0,w = 1) las expresiones de la ecuacién (16) se convierten en

1

n

om+x M+ (;:)
3% 3P

G =

(17b)

v=05 (17¢)

coincidiendo el valor de G con el de la viscosidad del flujo viscoplastico incompresible
obtenida en [2], [6].

Hay que destacar que las expresiones de G y 7 de la ecuacién (16) difieren
de las obtenidas recientemente por los autores en [7] en base a un procedimiento
mas simplificado. Se remarca, no obstante, que las expresiones aqui presentadas
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no introducen ninguna simplificacién en las ecuaciones viscopldsticas y pueden, por
consiguiente, considerarse exactas.

APLICACION A PROBLEMAS DE EMBUTICION DE CHAPA

La analogia presentada en los apartados anteriores permite resolver problemas de

grandes deformaciones plasticas/viscoplasticas en la embuticién de chapa, haciendo
uso directamente de la teoria infinitesimal de ldminas eldsticas. El esquema de solucién
sigue las etapas siguientes:

1)

2)

3)

4)

5)

Seleccionar una formulacién para andlisis infinitesimal de laminas con material
elastico. Si se utiliza el método de los elementos finitos la solucién numérica
del problema implica resolver, tras la discretizacién, un sistema de ecuaciones
algebraicas que en forma matricial se escribe como®

K(G,.V)a= f | (18)

donde K es la matriz de rigidez de la ldmina y a y f son los vectores de
desplazamientos y fuerzas nodales, respectivamente. El modelo de ldminas viscosas
con huecos equivalente se formula identificando desplazamientos y deformaciones
con velocidades y velocidades de deformacién, respectivamente, y el médulo de
rigidez y el coeficiente de Poisson son los parametros G y 7 dados en los apartados
anteriores. Para el caso de material sin huecos # = 1/2 y G viene dado por las
ecuaciones (9) y (17 b) para el caso viscoso y no viscoso, respectivamente. La
ecuacién (18) se convierte entonces en un sistema de ecuaciones no lineales que
debe resolverse iterativamente. En la primera iteracién deben definirse los valores
de las velocidades a® y porosidad f° iniciales.

Calcular al. Si se utiliza iteracién directa la primera iteracién es

a' = [K(a®) ' f (19)

Calcular la convergencia del campo de velocidades utilizando una norma adecuada®.
Si no se obtiene convergencia se vuelve a la etapa 2.

Una vez obtenida la convergencia se actualiza la geometria por @ At, donde At es
un incremento de tiempo adecuado que puede tomarse como un valor constante, o
igual al incremento de tiempo para el que el primer nodo libre de la plancha entra
en contacto con el punzén o la matriz®. Asimismo, si uno o mas nodos entran en
contacto con el punzén o la matriz deben cambiarse las condiciones de contorno.
Finalmente, deben actualizarse los valores del espesor y la porosidad de los puntos
de 1a plancha, de acuerdo con los valores calculados para las deformaciones a través
del espesor y volumétrica, respectivamente.

El proceso de solucién se inicia con los nuevos valores de la geometria y porosidad
de la plancha.

El algoritmo es, por tanto, muy simple y permite incluir otros fenémenos como
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endurecimiento por deformacién y rozamiento de una forma muy sencilla®~7 (El
problema del rozamiento se tratard asimismo en un apartado posterior).

Es interesante advertir que en estados avanzados de la deformacién de la plancha el
campo espacial de velocidades no cambia significativamente entre dos configuraciones
sucesivas. Por consiguiente, pueden obtenerse ahorros importantes en el tiempo de
calculo actualizando la geometria de la plancha utilizando el mismo campo espacial de
velocidades para varios incrementos de tiempo’.

Hemos de destacar asimismo, que en problemas de flujo plastico la iteracién
directa proporciona convergencia del campo de velocidades en pocas iteraciones?*~*.
Sin embargo, si se considera un material viscopldstico la no linealidad del problema
aumenta y para conseguir convergencia en un nimero razonable de iteraciones es
necesario acudir a un algoritmo de solucién de Newton-Raphson. En cualquier caso,
deben tomarse precauciones para preveer un valor limite maximo del médulo de rigidez
en zonas de la plancha donde se produzcan movimientos de sélido rigido para evitar el
mal condicionamiento de la matriz de rigidez.

En los apartados siguientes se presentan detalles de la formulacién de elementos
finitos de laminas viscosas con huecos para problemas de embuticién con simetria de
revolucién.

FORMULACION DE LAMINAS VISCOSAS

El éxito de la formulacién de ldminas viscosas se basa, como se ha indicado con
anterioridad, en la eficiencia de la formulacién de laminas eldsticas andloga. En este
apartado se presentan brevemente las expresiones fundamentales de la formulacién de
laminas viscosas de revolucién con efectos de degradacién por huecos desarrollada por
Oifiate y otros’, para andlisis de problemas de embuticién de chapa. La formulacién
se basa en la teoria de ldminas de Reisnner-Mindlin y utiliza el sencillo elementoc de
revolucion de dos nodos. Los detalles de esta teoria de ldminas pueden encontrarse en
las referencias [5], [7] y [14].

Una vez discretizada la lamina de revolucién en elementos lineales (ver Figura 1)
el campo de velocidades de un elemento puede expresarse por

U 2 Ui
u=<{ w = ZN,-G; con N;= NI, Yy @;i=<(w; (20)
6 i=1 9{

donde u;,w; y 8; son las dos velocidades cartesianas y la velocidad angular del nodo 1,
respectivamente, y N; es la funcién de forma del nodo 7 (ver Figura 1).
Los vectores de velocidad de deformacién y de tensiones se expresan por’

2
€=[é,é,9" = SBia; (21)
=1
2
o =[0,,00,7]' = Dé= DY SBa; (22)

i=1
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Figura 1. Lamina de revolucién. Discretizacién en elementos lineales.

donde para un material isétropo

di1 diz 0
D=|dy d2 O (23)
0 0 ds3
- 1 _ U ~
d11 —_ d22 = 2G — s d12 - d21 = 2G — 3 d33 = G (24)
1-7 1-v

donde G y 7 son los parametros de la formulacién del flujo plastico/viscopldstico con
huecos, dados en apartados previos y B es la matriz de velocidad de deformacién cuya
expresién se muestra en el Apéndice junto con la de la matriz S.

La matriz de rigidez K (¢) y el vector de fuerzas nodales f(e) del elemento se obtienen
por

K = 27r/(e) BTDB;rds (25)
fse) = 27r/( | N;trds + 27r;p; (26)
l e

donde 1(¢) es la longitud del elemento, r la coordenada radial, ¢ y p vectores de carga
repartidas y puntuales, respectivamente y la expresion de la matriz D se da en el
Apéndice. Se ha demostrado que para la utilizacién con éxito de este sencillo elemento
troncocénico la matriz de rigidez debe calcularse utilizando una cuadratura de Gauss
de un solo punto'*. Esto permite obtener una expresién incluso mas simple y explicita
de K E;) como

K = 2x B} DB;FI®) (27)

donde () indica valores calculados en el centro del elemento. La expresién de B; se

obtiene de forma inmediata sustituyendo los términos N; y %I%i en la ecuacién (A.1)

por % y %—:%, respectivamente.
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 FORMULACION DE MEMBRANA DE REVOLUCION

En muchos problemas de embuticién puede deducirse una buena aproximacién
utilizando una formulacién de membrana. Dicha formulacién puede deducirse
facilmente para el caso de revolucién prescindiendo de los términos de flexién y cortante
en las expresiones obtenidas en la formulacién general presentada en el apartado
anterior. Los vectores y matrices de interés son ahora los siguientes

2
: u uj
Vector de velocidades: u= { w} = ;N;Iza; a; = { w:- } (28)
. ¢ 2
Vector de deformaciones generalizadas: €= { é" } = Z B...a; (29)
6
=1
5 ) 2
Vector d les: g=4{."=D_e=D,, B,,.a; 30
ector de esfuerzos aztles o { Y } € ?; .a (30)
con
dn dn]
D,,=t 31
[dzl da2 (31)
donde ¢ es el espesor, los coeficientes d;; se dieron en la ecuacién (24) y
AN : 8N;
cos ¢F1  sin@5;
B, = [ bar ﬁ‘g“} (32)

r

Finalmente, la forma explicita de la matriz de rigidez para el elemento lineal se
obtiene en este caso por una expresién idéntica a la (27) con B, y D,, en vez de B;
y D, respectivamente.

TRATAMIENTO DEL ROZAMIENTO

Un algoritmo sencillo para simular el efecto del rozamiento entre las superficies en
contacto de la plancha con el punzén o la matriz puede basarse en un ajuste de las
reacciones nodales en los nodos en contacto en cada iteracién hasta que satisfagan la
condicién de rozamiento de Coulomb. Este procedimiento se ha utilizado con éxito por
los autores®’ y serd el empleado en los ejemplos que se muestran en este articulo.

Un algoritmo alternativo para simular el contacto entre plancha/punzén/matriz y
el rozamiento entre dichas superficies se basa en imponer las condiciones de contacto
por un método de penalizacidn, partiendo de la energia potencial total de las fuerzas
de contacto con las condiciones de compatibilidad geométrica. De manera general, las
condiciones de contacto pueden escribirse como

r=Ca-s (33)
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donde a es el campo de velocidades correspondiente a una configuracién deformada y
C y s se obtienen de las correspondientes condiciones de contacto fijo o deslizante’®.

La expresién de la energia potencial total penalizada usando la ecuacién (33) es
expresa por

1 1
oI = -2-aTKa — an + ErTar (34)
donde a es una matriz de penalizacién diagonal. La estacionaridad de (34) proporciona
el sistema de ecuaciones que debe resolverse en cada iteracién como

[K 4+ CTaCla=f+CTas (35)

Las condiciones de rozamiento se consideran en cada iteracién imponiendo una
relacién del tipo Coulomb entre las fuerzas normal y tangencial resultantes sobre cada
elemento perteneciente a la superficie de contacto. Para mas detalle del tratamiento
del contacto y del rozamiento consiltese el trabajo de Agelet de Saracibar'®.

EJEMPLO 1. ESTUDIO DE LA INFLUENCIA DE LA POROSIDAD
EN EL CAMBIO DE ESPESOR

En el primer ejemplo se estudia el efecto del desarrollo de la porosidad en el cambio
de espesor en una plancha circular de radio = 2.20 pulgadas y un espesor inicial de
0.035 pulgadas sometida a un estiramiento de revolucién hasta la rotura (f = 1.0). La
relacién tensién efectiva deformacién efectiva del material matriz viene dada por

oy = 5.4+ 27.88%%%  tn/in® £€<0.36

oy =5.4+24482%5< 220  tn/in® €>0.36

Se utilizan cincuenta elementos de revolucién lineales en el andlisis. Las
distribuciones de espesor y porosidad se muestran en la Figura 2 para dos casos de
k = 0.005y k = 0.01, respectivamente con f° = 0.01 en el elemento 20 (r = 1.0 pulgada)
en ambos casos. Se observa en dicha figura que el desarrollo de la porosidad afecta
fuertemente la distribucién de espesores, que de otra manera seria uniforme, y causa
localizacién en el elemento 20 como era de esperar. Se observa asimismo en dicha figura
que la inclusién del pardmetro de nucleacién k amplifica el desarrollo de la porosidad,
aunque, paradogicamente, esto no afecta al valor del espesor minimo limite que es
practicamente idéntico en ambos casos.
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EJEMPLO 2. EMBUTICION ESFERICA DE UNA PLANCHA
CIRCULAR EMPOTRADA EN SU CONTORNO

En la Figura 3 se muestra la geometria del problema.
también cincuenta elementos lineales en este caso. La curva tensién-
deformacién efectiva del material matriz es la misma que en el ejemplo anterior. Por
otra parte, se ha utilizado un coeficiente de rozamiento de 0.04 como se sugiere en [16].

han utilizado
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Figura 3.

Para la solucién se

Embuticién esférica de una plancha circular con bordes empotrados.
Curva fuerza de embuticién/desplazamiento del punzén para diferentes

condiciones de porosidad inicial y pardmetro de nucleacién.
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El problema se ha analizado para tres porosidades iniciales de f° = 0.0, f° = 0.01
y f° = 0.05 y dos pardmetros de nucleacién de £k = 0.0 y £ = 0.02 en todos los
elementos. En la Figura 3 se muestran los resultados para la curva fuerza de embuticién-
desplazamiento del punzén obtenidos para los diferentes valores de f° y k mencionados.
De dichos resultados pueden extraerse las siguientes conclusiones:

a) Un aumento de los valores de la porosidad inicial y del parametro de nucleacién
produce una reduccién progresiva de la capacidad resistente de la plancha. Los
valores de la fuerza de embuticién maxima obtenidos con f© = 0.0 y 0.01 con
k = 0.0y 0.02y f© = 0.05 con k = 0.0 concuerdan bien con los resultados
experimentales publicados en [16]. Sin embargo, para f° = 0.05 y k = 0.02 se
obtiene una reduccién de la fuerza de embuticién méxima de aproximadamente un
35 por ciento.

b) Los efectos de porosidad inducen localizacidn con una ripida pérdida de rigidez
que da lugar a una caida casi vertical de la curva fuerza/desplazamiento.

Para mas detalles sobre este ejemplo consiiltese la referencia’.

EJEMPLO 3. EMBUTICION ESFERICA DE UNA PLANCHA
CIRCULAR CON CONTORNO DESLIZANTE

La configuracién geométrica del problema se muestra en la Figura 4. De nuevo se
utilizan cincuenta elementos lineales para el andlisis. Los pardmetros del material
y de rozamiento son idénticos a los del problema anterior. En la Figura 4 se
muestran resultados de la curva fuerza de embuticién/desplazamiento y de las tensiones
circunferencial y a través del espesor para valores de fO = 0.0 y £ = 0.0. Dichos
resultados coinciden todos bien con los experimentales publicados en'”. Por otra parte,
se ha comprobado la menor sensitividad de los resultados numéricos mencionados a
cambios moderados en los valores de la porosidad inicial y del pardmetro de nucleacién
en comparacion con los producidos en el ejemplo anterior. Finalmente, en la Figura 5 se
muestra una perspectiva de la geometria de la plancha para diferentes configuraciones
deformadas.

CONCLUSIONES

Se muestra en este articulo que las ecuaciones que describen el flujo plastico
y viscoplastico de metales incluyendo los efectos de degradacién del material por
nucleacién, crecimiento y coalescencia de huecos microscépicos son analogas a las de
la elasticidad compresible cldsica. La formulacién para metales sin huecos se obtiene
directamente de la del problema general prescindiendo del efecto de los huecos, lo que
conduce a expresiones andlogas a las de la elasticidad incompresible. Estas analogias
permiten resolver problemas de embuticién de chapa con efectos de degradacién por
huecos, utilizando formulaciones de elementos finitos desarrolladas para andlisis lineal
de laminas.
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DP = 1.027 pulgadas

DP == 2.003 pulgadas

Figura 5. Embuticién esférica de una plancha circular con bordes deslizantes.
Geometria de la plancha para varias configuraciones deformadas. (DP =
desplazamiento del punzén).

Los ejemplos analizados muestran que ajustando parametros tales como los valores
y distribucién de la porosidad y del pardmetro de nucleacién, el modelo puede ser una
herramienta de utilidad para predecir el desarrollo de huecos y la rotura localizada del
material.
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APENDICE

MATRICES DE VELOCIDAD DE DEFORMACION CONSTITUTIVA
PARA LA FORMULACION DE LAMINAS VISCOSAS DE
REVOLUCION

Matriz de velocidad de deformacién

[ cos ¢%ri senqb%i 0 ]
&+ 0 0
B; = 0 0 =2N: (A1)
0 0 — N2
i -—sen¢%‘ cos ¢%‘ -N; ]
el angulo ¢ puede verse en la Figura 1.
Matriz constitutiva
D= / * STDSdY (A.2)
-3
10 2 0 0 , diu diz O
S=|01 0 2 0 D= d21 dgg 0 (A3)
00 0 0 1 0 0 dss

donde 2z’ es la coordenada en la direccién del espesor y los valores de d;; se dan en la

ec.(24). Adviértase que el cdlculo de D exige una integracién sobre el espesor, lo que
se efectia en la practica utilizando integracién numérica®®.





