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Resumen. FEltrabajo muestra que los términos de estabilizacion para la solucidén por el
MEF de problemas de transporte convectivo y de flujo incompresible, pueden obtenerse de
manera natural utilizando aprorimaciones de mayor orden en las ecuaciones de balance
en un dominio finito. FEste procedimiento de cdlculo finitesimal permite reinterpretar
muchos algoritmos de elementos finitos estabilizados wutilizados en la prdctica y
proporciona también una expresion para calcular los parametros de estabilizacion.
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1 INTRODUCCION

Es bien conocido que los métodos de elementos finitos basados en técnicas de Galerkin
aplicados a problemas de transporte convectivo conducen invariablemente a soluciones
oscilatorias para valores moderados y altos de la conveccién [1,2]. El problema se
agrava en el caso de problemas de fluidos incompresibles debido al cardcter mixto de
las ecuaciones que limita las interpolaciones de elementos finitos para las velocidades
y la presién. Los métodos tradicionales para obtener soluciones correctas (estables) en
problemas de conveccién-difusién se basan en la adicién directa de términos de difusién
artificial en las ecuaciones originales [1-5]. Recientemente se han propuesto métodos
mds rigurosos como SUPG [5], GLS [6], Taylor-Galerkin [7], Characteristic Galerkin
(CG) [2,8] y Variational Multiscale (VM) [9] para obtener soluciones de elementos
finitos estables para problemas de transporte convectivo. En la ref.[10] se comparan
varios de estos métodos. Todos ellos introducen (al menos) un pardmetro (conocido
como parametro de estabilizacién, longitud caracteristica, tiempo intrinseco, etc.) que
controla la “estabilidad” de la solucién numérica.

Muchos de estos métodos, tales como el GLS, CG y VM, permiten utilizar
interpolaciones de igual orden para las velocidades y la presién en el problema de flujo
incompresible al introducir una laplaciano de presién en la ecuacién de balance de masa,
preservando la estabilidad de los términos convectivos en las ecuaciones de cantidad de
movimiento [5,6,8].

El célculo exacto de los pardmetros de estabilizacién, puede hacerse solo para
problemas unidimensionales (1D) sencillos [1,2]. Las expresiones 1D se han extendido
al caso multidimensional de manera heuristica por diferentes autores a lo largo de casi
dos décadas para problemas de transporte convectivo y dindmica de fluidos.

Unos de los primeros intentos de evaluar los pardmetros de estabilizaciéon en
problemas 2D se debe a Idelsohn utilizando un principio pseudo-variacional [12]. Hughes
[9] y més tarde Brezzi et al. [13-15] han propuesto una expresion para dichos pardmetros
basada en una aproximaciéon de la funcién de Green sobre el elemento, utilizando
funciones de forma tipo “burbuja”. Pese a dichos intentos no se conoce una metodologia
suficientemente general que permita evaluar facilmente los pardmetros de estabilizacién
en problemas de interés practico.

En este trabajo se propone un método conceptualmente diferente para obtener
soluciones numéricas estables en problemas de conveccién-difusién y flujo incompresible.
El método, presentado originalmente en [16-19] se basa en la introduccién de los
términos de estabilizacion en las ecuaciones diferenciales originales del problema
utilizando el concepto de balance sobre un dominio de dimensién finita. Las nuevas
ecuaciones estabilizadas mediante esta técnica de “calculo finitesimal” son la base para
evaluar los pardmetros de estabilizacién mediante un proceso iterativo.

El contenido del trabajo se ordena como sigue. En el apartado siguiente se resumen
las ideas esenciales para obtener las nuevas ecuaciones diferenciales estabilizadas
en problemas de conveccién-difusion 1D y 2D. Tras ello se describe brevemente la
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discretizacién por el método de elementos finitos (MEF), resaltdndose la analogia con
métodos de estabilizacién tradicionales y se propone una metodologia para calcular los
parametros de estabilizacion. En la segunda parte del trabajo se aplican las mismas
ideas para obtener una formulacién de elementos finitos estabilizada para anélisis de
problemas de flujo incompresible, utilizando interpolaciones de igual orden para las
velocidades y la presion.

2 FORMA ESTABILIZADA DE LAS ECUACIONES DE CONVECCION-
DIFUSION

2.1 Problema unidimensional

Consideremos por simplicidad el problema de conveccién-difusién sobre un dominio
unidimensional de longitud [ (Figura la). La Figura 1b muestra un segmento tipico
AB de longitud AB = h donde se debe satisfacer el balance de flujos. Los valores
de la tasa de flujo difusivo ¢ y de flujo convectivo u¢ en el punto A de coordenada
T4 = rp — h pueden aproximarse en funciéon de valores en el punto B, utilizando los
siguientes desarrollos de alto orden [16]

dlug]|  h*d*[ug]|

[wd)(p ~ ) = [wd)(zp) — b= |+ 5| ~O(h®) 1
dg h?d?
a(z —h) =q(2) - ho + == + O(h%) (2)
d
Q ~ 1) =Q(a) ~ 52 + 0(r?) Q
a) b)
Q) 2
i ww | g . WS
A B
AL e AL [ue], AL . AL [ue],
Fie b

Figura 1. (a) Problema unidimensional de conveccién-difusién. (b) Dominio de balance finito AB

El balance de flujos entre los dos puntos A y B se escribe como

h
> Flujos = [Flujo en A] — [Flujo en B] + /O Rdz =0 (4)
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Sustituyendo las ecs. (1)—(3) en (4) y haciendo uso de la ley de Fourier ¢ = —k%‘g se
obtiene finalmente, tras simplificar,

hd
54s =0 , 0<z <l (5)

donde

d(u¢) d de
dz * dz <k

ﬁ) +Q (6)

Adviértase que para h — 0 (es decir cuando el dominio de balance es infinitesimal)
se recupera la forma estandard de la ecuacién diferencial de balance.

En (6) ¢ es la variable que se transporta, u es la velocidad, v y k son pardmetros del
material y () es una fuente distribuida.

La condicién de contorno de Dirichlet es la usual

p—¢dp=0 en z=0 (7)

donde ¢ es el valor prescrito.

Por coherencia la condicién de contorno de Neumann debe escribirse en forma,
estabilizada. Esto puede hacerse sencillamente considerando el balance en un segmento
AB préximo a un contorno. Por conveniencia, se toma la longitud de dicho segmento
AB = h/2 [16] (Figura 2).

Q
q _
A q
B
[ug], 4
h/2
Xy

Figura 2. Dominio de balance en la proximidad de un punto del contorno de Neumann B

Aproximando los flujos advectivos y difusivos en A en funcién de desarrollos de
segundo orden, la ecuacién de balance en el contorno se escribe como [16]

—I/U(b—{—k%—#@—%r:o en z =1 (8)

La nueva ecuacién diferencial estabilizada (5) puede resolverse ahora juntamente con
las condiciones (7) y (8). El conjunto de dichas ecuaciones son el punto de partida
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para desarrollar esquemas numeéricos estables por diferencias finitas, elementos finitos y
volimenes finitos.

La extensién de las ecuaciones estabilizadas al caso transitorio puede encontrarse en
[16,19].

2.2 Problemas de conveccidén-difusion bidimensional

Los conceptos del apartado previo pueden extenderse facilmente al caso
bidimensional. Consideremos un dominio rectangular de dimensiones finitas hy y hy.
Se supone una variacién lineal para los flujos convectivos y difusivos sobre los lados del
dominio de balance como se muestra en la Figura 3. La ecuacién de balance se obtiene
utilizando desarrollos de Taylor de tercer orden para los flujos convectivos y difusivos y
de segundo orden para el término de fuente. Con esas aproximaciones se puede obtener
la ecuacién de balance de flujos como [16]

1
r— EhTVT =1 en (9)
donde
r=-vVlf+ VI (DV§) +Q
h=[hg, by]" £ =[ug,vg]”
ZQQTD:{M 0] (10)
oz’ Oy 0 ky
a) b)
F
(vv¢+qy)u n
t q,
C A
(Vu(>+qx)CD Q hy (uud>+qx)AE
h,
D B
(vve+q,)p,

v

~_

S—
u

Figura 3. (a) Dominio bidimensional finito para balance de flujos.

(b) Dominio para balance de flujos en un contorno de Neumann
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Las condiciones de contorno se escriben como

¢—¢=0 en Ty (11)

donde I'y es el contorno de Dirichlet donde se prescribe la variable y

1
—vnTug +n"DVe + G, — Ethr =0 en I'y (12)

donde @y es el flujo total prescrito en el contorno de Neumann I'y y n = [nm,ny]T es
el vector normal. La ec.(12) se ha obtenido por balance de flujos en el dominio de la
Figura 3b utilizando la misma técnica que para el caso 1D explicado anteriormente [16].

2.3 Discretizacion en elementos finitos

Construyamos una discretizaciéon de elementos finitos estdndar. La aproximacién de
¢ dentro de cada elemento e de n nodos se escribe como [2]

p=d=> N (13)
i=1

donde IV; son las funciones de forma y ¢; son los valores nodales de la funcién aproximada
¢. Sustituyendo la ec.(13) en las ecuaciones diferenciales estabilizadas se obtiene (por
ejemplo para el problema 2D) [16]

1
P — §hTVf =rq en 0 (14a)
b— = T en [y (14b)
~ - 1
—vnTug +nTDVE + g, — §thf =1y en I (14c)

donde rq, 74 y rq son los residuos de la solucién numérica sobre el dominio 2 y los
contornos I'y y Iy, respectivamente.

Aplicando el método de Galerkin estdndar a las ecs.(14) y siguiendo el método usual,
se puede escribir la forma débil resultante como [16]

//Q(Ni + %hTVNi)f ds) — /F Ni(-vnTu + nTDV$ +g,)dl =0 (15)
q

Adviértase que, aceptando que el vector longitud caracteristica h tiene la direccién
de la velocidad (i.e. h = ﬁu) se recupera exactamente la forma del conocido método

SUPG [5,16]. La limitacién del método SUPG es que solo introduce la estabilidad
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necesaria (en forma de una difusién adicional) a lo largo de las lineas de corriente. Ello
impide obtener solucién en direcciones transversales a la velocidad. La correccién usual
en estos casos se basa en anadir nuevos términos de estabilizaciéon “transversal” que
pemiten capturar estos gradientes [20-22]. En la formulacién que aqui se presenta, la
forma general del vector h permite obtener una solucién estable en todos los casos, sin
necesidad de introducir pardmetros adicionales.

Es importante destacar que a partir de la nueva forma estabilizada de las ecuaciones
diferenciales del problema pueden recuperarse también las expresiones discretizadas de
otros métodos cldsicos como Characteristic-Galerkin, Taylor-Galerkin, GLS, etc [16].
Puede por tanto afirmarse, que dichas ecuaciones diferenciales son la forma intrinseca
de la solucién estable del problema.

3 REFLEXIONES SOBRE LA ECUACION DIFERENCIAL
MODIFICADA

Consideremos la solucién con elementos finitos lineales de dos nodos de la ecuaciéon
diferencial (5) con @ =0, v =1y u y k constantes.

Utilizando una malla de elementos uniforme de longitud [ se obtiene una ecuacién
tipica para un nodo % como

_u¢i+1 - ¢i— (k + : ) ¢z+1 — 2¢z + ¢z 1 —0

21 12 (16)

Adviértase que la ecuacién anterior es la misma que se obtendria discretizando la
ec.(5) con el método de diferencias finitas centradas y prescindiendo del término en
derivadas terceras de ¢.

Tomemos ahora h = al siendo [ la longitud del elemento y « el pardmetro de
estabilizacion, que se supone el mismo para todos los elementos.

Reorganizando la ec.(16) se obtiene

Y <¢z ldh 1) _u<¢i+12—l¢i—1> (1-a) 4 k21— 2T _ (17

12

Notese que para o = 0 se recupera la aproximacion de diferencias finitas centradas,
aplicada a todos los términos de la ecuacién diferencial clésica (r = 0). Por otra parte,
para a = 1 se encuentra una aproximacién de diferencias hacia atrds para el término
convectivo (lo que en la terminologia inglesa se denomina “full upwinding”), mientras
que se mantiene la aproximacién de diferencias centradas para el término difusivo.

Se deduce, por tanto, que el pardmetro de estabilizacién « hace las veces de parametro
de interpolacion entre las aproximaciones por diferencias centradas (v = 0) y hacia atrés
(o = 1) para el término convectivo. Obviamente, la seleccién del pardmetro 6ptimo es
un tema pendiente, que depende del criterio de “optimalidad” adoptado.
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Consideremos, ahora, la situacién en que ¢; = 0y ¢;11 = #, en lo que podriamos
denominar un test de la parcela para el problema de conveccion-difusién. Obviamente,
el valor de ¢; debe encontrarse entre 0 y 1 (¢; = gg/ 2 para el problema puramente
difusivo). Una simple operacién en la ec.(17) proporciona

b= 5(1+a7) 1 +ay— )5 (18)

donde v = é‘—]i es el nimero de Peclet del elemento. Obsérvese que para v = 0 se

encuentra que ¢; = ¢/2 tal como se esperaba. Por otra parte, para a = 0 el valor
de ¢; es negativo para v > 1, lo que demuestra que la aproximacién de Galerkin (o la
equivalente de diferencias finitas centradas) es inestable. La estabilidad se consigue en
este caso escogiendo el valor de @ que garantice que ¢; > 0. De (18) se deduce

¢; >0 sioa>1-— (19)

2=

Este valor de a coincide con el denominado pardmetro de estabilizacion critico, que
garantiza una solucién estable [2].

4 CALCULO DE LOS PARAMETROS DE ESTABILIZACION

El método para calcular los componentes del vector h se basa en la denominada
técnica de “residuo decreciente” propuesta en [16-19].
Definamos el residuo medio sobre un elemento de una cierta solucién numérica como

O
P = 0 /Q(e) ro dQ (20)

donde rq viene definido por la ec.(14a). Sustituyendo ésta en (20) se obtiene

1
r€) — p(e) _ 5[h(ff)]T(Vf)(e) (21)
En (21) se ha tomado por simplicidad h = h(®) constante sobre el elemento.

El vector de longitud caracteristica puede expresarse segin sus componentes en

direccién del vector velocidad u = [u,v]T y el vector velocidad normal u, = [—v, u]T
como .
1 A

h(e) = m[hsu + hnun](e) = E[QSU‘I‘ Olnun](e) (22)

donde hg y hj son longitudes caracteristicas a lo largo de las lineas de corriente y
en direccion transversal, respectivamente. Dichas longitudes se pueden expresar como
proporcién de una longitud tipica del elemento, i.e. hg = asl® v hy = apll®).
Adviértase que aceptar hyp(o an) = 0 es equivalente a considerar h alineado con la
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velocidad, como ocurre en el método SUPG [2,5]. El término que incluye h;,, permite
capturar altos gradientes y discontinuidades no necesariamente ortogonales a la direccién
de la velocidad [20-22].

Consideremos que una vez obtenida la solucién por elementos finitos, se recupera una
solucion mejorada utilizando, por ejemplo, técnicas de recuperacién superconvergente

de derivadas [23,24]. Si r§e) y rée) son los residuos elementales de la solucién original y

(€)

mejorada, respectivamente debe cumplirse que (para 7’ > 0)
7‘%6) - rée) >0 (23)
Sustituyendo la ec.(22) en (21) y ésta en (23) se obtiene

[asu” + apul]© (vl — wpl) > 28 5o (24)

(ORNSN)

La ec.(24) permite obtener ag’ y oy’ mediante el siguiente esquema iterativo.
1) Resolver el problema definido por las nuevas ecuaciones estabilizadas, utilizando

© _op(®) o0 _

valores arbitrarios iniciales de los parametros de estabilizacién ag’ = %ayg ’

0 (e)‘

Qn
2) Recuperar un campo de derivadas mejorado. Calcular f(l), f(2), Vfge) y Vfge).
3) Calcular un valor mejorado del pardmetro de estabilizacién a lo largo de las lineas de

(e)

corriente aig ’ por

1off) - 1 e L )
@l (vl — ey ? ! : 1

()

4) Repetir las etapas 1-3 hasta que converja el valor de ag’, manteniendo constante

ol
5) Repetir las etapas 1-4 para calcular agf), utilizando la expresién andloga a (25),
manteniendo age) constante e igual al valor previamente calculado.
(e) . (e

6) Repetir el proceso para encontrar valores mejorados de as’ y a, .

Es importante resaltar que para a; = 0 el esquema anterior proporciona el valor
del pardmetro de estabilizacion critico del método SUPG. En las referencias [16,17] se
demuestra que en el problema de conveccién-difusién 1D sin término de fuente, resuelto
con elementos lineales, se encuentra el valor critico deducido en el apartado anterior

ald =1 - 7—(15, donde v(¢) = %(ke) es el nimero de Peclet elemental.
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5 FORMULACION ESTABILIZADA DEL MEF PARA FLUJO VISCOSO
INCOMPRESIBLE

La forma estabilizada “finitesimal” de las ecuaciones que gobiernan el flujo de un
fluido viscoso incompresible se obtiene aplicando las leyes de conservacion estandar que
expresan el balance de cantidad de movimiento y masa en un volumen de control de
tamano finito. Expresando la variaciéon de masa y de cantidad de movimiento en dicho
dominio por series de Taylor y reteniendo términos de un orden mayor al usual de la
teoria infinitesimal, se obtienen las expresiones siguientes

Cantidad de movimiento

1 0T
Tm; — Ehm‘]_amﬂ]l =0 en €2 (26)
Conservacion de masa
1. Ory
Td — -éhd]% = 0 en Q (27)

donde para el caso estacionario

B(uiu]-) dp Oy

Tmi =P Oz * ox; B oz b (28)
ou;
Tq = (9_231 (29)

con 4,7 = 1,2 para un flujo bidimensional.

En la ec.(28) p es la densidad del fluido que se supone constante, u; es la componente
de la velocidad en la direccion 7, p es la presion, b; son las fuerzas mdsicas y 7;; las
tensiones viscosas que se relacionan con los gradientes de velocidad a través de la
viscosidad p por

1 Ouy,
Tij = 24 <€z'j - 5%}25@7) (30)
con 9 9
o O OY)
fij = <0xj T 8$i> (31)

Las ecs.(26) y (27) son la forma estabilizada de las ecuaciones diferenciales de gobierno
para un fluido viscoso incompresible. Los términos subrayados en dichas ecuaciones
introducen, de forma natural, la estabilizacién necesaria a nivel discreto. Los vectores
de longitud caracteristica hy, y h; se definen como (para problemas 2D)

10
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b= (i) (i)

h’mQ hdg

donde Ay, and hs, son las dimensiones del volumen de control donde se establece el
balance de cantidad de movimiento. Similarmente iy, y hg, representan las dimensiones
del dominio donde se expresa el balance de masa. Las componentes de los vectores
h;, y h; introducen la estabilizacién necesaria a lo largo de las lineas de corriente
y transversalmente a ellas en el problema discreto. Adviértase que h;, = hy — 0
se recuperan las clasicas expresiones de la teoria infinitesimal para las ecuaciones de
balance de masa y de cantidad de movimiento.
Las ecs.(26) y (27) se completan con las condiciones de contorno siguientes

Balance de cantidad de movimiento en el contorno
1
njTij — t; + §hmjnj7"mi =0 en Ty (33)

donde n; son las componentes de la normal unitaria al contorno y ¢; son las fuerzas
prescritas sobre el contorno de Neumann I'; del dominio 2.

Velocidad prescrita en los contornos

up = ul en I'y, (34)
1 Y4
Uy — §hdinde =24 en Ty, (35)

En la ec.(34) us y uf denotan, respectivamente, la velocidad tangente al contorno
Iy, y su valor prescrito. Por otra parte, la ec.(35) expresa el balance de masa en un
dominio arbitrario préximo al contorno I'y,,. En dicha ecuacion uy, y ub son la velocidad
normal al contorno y su valor prescrito, respectivamente. El valor de ub es igual a cero
en paredes sélidas y superficies libres estacionarias. El contorno de Dirichlet se define
como I'y = I'y, UTy,,.

Los términos subrayados en las ecs.(33) y (35) introducen la estabilizacién necesaria
en los contornos de forma compatible con las ecs.(26) y (27). Dichos términos se obtienen
expresando el balance de cantidad de movimiento y de masa en un dominio de tamano
finito préximo al contorno. Los detalles pueden verse en [16].

11
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5.1 Forma alternativa de las ecuaciones de gobierno

Por conveniencia expresaremos las componentes del vector h; en la ecuacién de
balance de masa por

hdi = —2,0Td1.uz' (36)
donde 74, se denominan parametros de tiempo intrinseco por unidad de masa. El signo
negativo en la ec.(36) es necesario para introducir una estabilizacién positiva en la

ecuacion de balance de masa a nivel discreto, como se vera mas adelante.
De simples reglas de derivacién se deduce

9 (Ouj\ 0 Ou, duy, 2
i (522) = (v2) ~ (32 Y

Sustituyendo la ec.(36) en la (27) y haciendo uso de las ecs.(26), (28) y (37) puede
reescribirse la ecuacién de balance de masa (despreciando términos de mayor orden) por

L =0 (38)

donde

ou; n _QB _ 57'7;]' _
Oz; Oz; Oxj

Fm; = puj b; (39)

Siguiendo un proceso similar, la ec.(35) que expresa el balance de masa en el contorno
puede reescribirse, utilizando las ecs.(36) y (38), por

Up — TgNiTm; =ubh  en T (40)

Para mayor claridad se resume a continuacion el conjunto de ecuaciones a resolver.

Cantidad de movimiento

1 Orm,:
Tm; — ihmj 8;; = en 2 (41)
Conservacion de masa
OTm.
— T4. t =0 in 42
Td — Td, 91, in (42)

12
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Condiciones de contorno

1
njo;j — ti + §hmjnj7'mi =0 en I't (43)
up —uf =0 en I'y, (44)
Up — TgMiTm; —uh =0  en Ty, (45)

donde 7y, y 7m,; se definen por las ecs.(28) y (39), respectivamente.

5.2 Formulacién de elementos finitos

Introduzcamos ahora una interpolacion de elementos finitos estandar para las
velocidades y la presion, definida por

U; 2 Uy

(46)

(47)

n
i Z Nju(ﬂz)]
j=1
n
p~p=> NPp
j=1

donde N}y sz son, respectivamente, las funciones de forma que interpolan las

velocidades y la presién dentro de cada elemento y (-) § indica valores nodales [2]. Los
“residuos” de la solucién discreta se definen por

Fm; =Tm; (ti, D) (48a)
g =rq(i;) (48¢)

Aplicando el método de residuos ponderados a la forma discretizada de las ecuaciones
de gobierno estabilizadas (41-45) se obtiene

Cantidad de movimiento

1, Ofm, e 1
/ka |:’I‘mi — §hmj 8;}3 } dQ) + /Ft Vg, [nja” —t; + ihmjnjrmi dl' =0 (49)

Conservacion de masa

X

O m;

Tq — Td; £y ] ds? +/I‘ (j[ﬂn = Tdi”i%mi — uﬁ]dI‘ =0 (50)
1 un
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En lo anterior, vy, 0, ¢ y ¢ son funciones de peso apropiadas y (_) denotan
valores aproximados. Adviértase que en las ecuaciones anteriores se ha supuesto que se
cumplen exactamente las condiciones de contorno sobre los desplazamientos tangenciales
(ec.(44)). Por otra parte, la condicién en los desplazamientos normales al contorno
(ec.(45)) se impone de forma débil a través de la segunda integral de la ec.(50).

Las integrales en las ecs.(44) y (50) incluyen derivadas de los residuos discretos. Estos
residuos son usualmente discontinuos a lo largo de las caras de los elementos y, por tanto,
las derivadas de los residuos no estdn definidas en dichas caras. Esta dificultad puede
sortearse calculando dichas derivadas en un sentido distribucional. Asi, si las funciones
de peso y los pardmetros de establizacién se suponen continuos se cumple [25]

Brml a(hmjvk) = _
/kahm] L ;/eTijidQ—i-/kahmjrminde (51)

/QdaTmldQ— Z/e

En las expresiones anteriores, las sumas se extienden sobre los dominios interiores de
cada elemento de area Q°.

Sustituyendo las ecs.(51) y (52) en (49) y (50), respectivamente y escogiendo oy, = vy,
con v = 0 sobre I'y, y § = —¢q con ¢ = 0 sobre I'; conduce a

/kaf’midQ—f—/rt Uk[n]ﬁij t;]dl + Z/ﬂ

rdeQ +/ q74, Trm;nidl (52)

]_ (r_) hm]’U]b)

Oz,

mydQ =0 (53)

mdS2 — / —uP)dl = 0 (54)

Adviértase que el contorno I'y, no aparece en la ec.(54) ya que el contorno de Dirichlet
para el ecuacién de masa coincide con I'y,. Por otro lado, la tltima integral en la
ec.(54) impone de forma débil la igualdad entre la velocidad normal al contorno y su
valor prescrito. Esto es consistente con las ecuaciones estabilizadas originales (35) o
(45) obtenidas por balance de masa sobre el contorno Ty, [25].

Las integrales del primer término de la ec.(53) que incluyen las derivadas de la presién
y las tensiones viscosas se evalian también en un sentido distribucional. Esto permite
utilizar aproximaciones discontinuas entre elementos para la presién y las tensiones.
Dichas integrales se calculan como sigue

8p (97‘” 801“ a,v N |
/ l@ml O old = — Z/e Oz sz dQ+/'Uk — Tij)nidl (55)
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Sustituyendo la ec.(55) en (53), advirtiendo que o;; = 7;; — pd;; e imponiendo vy, = 0
sobre I'y conduce, tras simplificar, a la siguiente forma integral estabilizada de las
ecuaciones de cantidad de movimiento

ot oy a’l)k N c%k_
/ka (puza M >dQ Z/ ( amz 8x<TzJ>dQ

a(h
Z/e ! m{”’”) A0 — / wpbidQ — / vptidl = 0 (56a)

Integrando por partes la primera integral de la ecuacién (54) se obtiene una forma
mas conveniente de la ecuacién de balance de masa por

Jdq 74,4 s
- dQ+Z/e[ _JmldQJr/ qubdl = 0 (56b)

Adviértase que la ultima integral de la ec.(56b) se anula sobre los contornos rigidos
y las superficies libres estacionarias.

Las ecs.(56) incluyen todos los términos que emanan de las ecuaciones diferenciales
estabilizadas originales. Es interesante advertir que todas las integrales de contorno
en las que intervienen los términos de estabilizacién han desaparecido. Esto es una
consecuencia directa de la utilizacion de una forma consistente de las ecuaciones
diferenciales estabilizadas de balance de momento y de masa y las condiciones de
contorno.

Las ecs.(56) pueden simplificarse despreciando el cambio en los pardmetros de
estabilizacién hp; y 74, dentro de cada elemento. Esta aproximacién, utilizada
frecuentemente en métodos de elementos finitos estabilizados [1-10], conduce a las
expresiones siguientes

Cantidad de movimiento

oy 0t Ovy, _ ka_
/Q“’" (puza—ﬂ’“fa ) Z/( oz;” ¥ ;7 |1

ovy, Uy,hmJ Oty

+Y /| l oo |42 (57a)
hm] ﬁvk 01, ap OT;r

+Z/e luaxrjua—%—axr—bz dQ—/qukbldQ—/Ftvktzdl“—O

Conservacion de masa

8q i dq 317 dq
udS? A 40 Pl —
0 9z; T Z / " B D5 Ze: /Q T G 9100 + /F qubdr =0 (57b)
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donde

|y, (58)

Las ecs.(56) o (57) conducen al sistema de ecuaciones discretizadas estabilizadas
del MEF a partir de las cuales pueden obtenerse las variables de velocidad y presién.
Naturalmente, para v, = N}' y q = Nf se recupera la forma variacional de Galerkin
discreta estabilizada.

Las ecs.(56) y (57) incorporan términos que aparecen tradicionalmente en las
formulaciones del MEF estabilizadas. Asi, si hyy, se supone alineado con la velocidad, es
decir si Ay, i = 2Tmuj, donde 75, es un pardmetro de tiempo intrinseco, la cuarta integral
en la ec.(d7a) es idéntica a la que aparece en las formulaciones SUPG (Streamline
Upwind Petrov Galerkin) [5] y CG (Characteristic Galerkin) [8] utilizadas usualmente
apra remediar las inestabilidades numéricas debidas a los términos convectivos. La
expresién de la ec.(57a) es mds general y permite definir el vector hy, de forma més
apropiada para tener en cuenta los efectos de estabilizacién en direcciones del flujo
y normal a él. Por otro lado, utilizando la forma mds general de las ecs.(56) puede
considerarse una distribucién no uniforme (continua) del pardmetro de estabilizacién
h,,, de manera consistente.

La tercera integral en la ec.(57a) tiene una forma muy similar a la que se encuentra
en el método GLS (Galerkin Least Squares) [6].

Adviértase también que se ha mantenido dentro de la primera integral de la ecuacién
de cantidad de movimiento (57a) el término de divergencia de la velocidad. Este término
suele despreciarse en los métodos SUPG y GLS estandard. La presencia de este término
en nuestro caso asegura la coherencia del desarrollo. La importancia relativa de ese
término debe comprobarse en pruebas numéricas.

La segunda y tercera integral en la ec.(57b) son tipicas de la formulacién GLS [6].
Adviértase que la segunda integral de (57b) proporciona un Laplaciano de presién del

tipo
[ 2a0n,
¢ %9z, Oz

Este término tiene la conocida propiedad de introducir la estabilizacién necesaria
en la ecuacién de incompresibilidad asegurando una solucién correcta en el limite
incompresible, y permitiendo, al mismo tiempo, la utilizacién de aproximaciones de
igual orden para la velocidad y la presion.

En resumen, las ecuaciones diferenciales estabilizadas en forma “finitesimal” para
un fluido viscoso incompresible son la base para obtener, mediante el método de
elementos finitos de Galerkin usual, un sistema discreto de ecuaciones que incorpora las
propiedades de los mejores métodos de estabilizacién, para simultaneamente corregir
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las oscilaciones inducidas por los efectos de conveccion y las debidas a aproximaciones
incompatibles para las velocidades y la presién.

6 EL CASO DE FLUJO TRANSITORIO

La formulacién estabilizada presentada en el apartado anterior se extiende de manera
natural al caso de flujo transitorio. La forma estabilizada de las ecuaciones de gobierno
se escribe ahora por

Cantidad de movimiento

hmj Orm; 00 hmj Orm,
("‘mi—— .>‘§—<’“mf737j> =0 (59)

Conservacion de masa
ha, or 00 ha; or
. td) Y _ 4 9d) _
<7"d 2 aa:j> 201 (T 2 aa;j> 0 (60)

En lo anterior ¢ es un pardmetro de estabilizacién con unidades de tiempo. El residuo
Tm,; incluye ahora también el término transitorio. Es decir

(0w O(uiuy) dp 07y
Tmi_p<8t+ 0z +8:1:Z~—83;j_

b; (61)

Las ecs.(59) y (60) se obtienen esperando el balance de momento cinético y de masa
en dominios espacio-tiempo de dimensiones [hy, X 6] y [hy X §], respectivamente [19].

Las ecs.(59) y (60) pueden utilizarse para obtener diversos métodos numéricos
estabilizados para la solucién transitoria de las ecuaciones de Navier-Stokes [19,25].

6.1 Algoritmo de pasos fraccionados

Aplicaremos las ecs.(59) y (60) a la obtencién de un algoritmo de pasos fraccionados.
Para mayor claridad prescindiremos de los términos en los que interviene el pardmetro
¢ en las ecs.(59) y (60). Asimismo la ecuacién de balance de masa se escribird en la
forma méas conveniente dada por la ec.(42).

Un esquema de avance en el tiempo para la ec.(59) se escribe como (para § = 0)

ntl _ U — g a(uiuj)” N apn+1 87‘1-7;- B b? B <hﬂ 8rmi>n]

i N L 0z;  Ow; 2 oz;

(62)

u

Puede observarse la analogia de la ec.(62) con la obtenida con los denominados
métodos de integracién a través de las lineas caracteristicas [8]. Dicha analogia es
completa si hy;, = 7u donde 7 es un pardmetro de tiempo intrinseco (es decir si el vector
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h,, se toma alineado con la velocidad). La expresiéon més general de la ec.(62) permite
tomar otras direcciones para hy, puedan tener efectos beneficiosos para la estabilizacion
de la solucién numérica.

Obtendremos ahora un algoritmo de pasos fraccionados como sigue. La ec.(62) se
fracciona como

uf =l — At pa(uiuj) _Onj ., hm Orm, ! (63)
! Yoop dx; Bz; 2 Oz
At opntl
n+1 * y%
L, S 64
ul u’L p axz ( )
Adviértase que la suma de las ecs.(63) y (64) proporciona la ec.(62).
Sustituyendo la ec.(64) en la (42) proporciona
82pn+1 OF .
* — Ab = g
"d 0z;0x; i 0x; 0 (65)
donde i
ou;
* _ i

Las etapas de la solucién son las siguientes.

FEtapa 1

Obtener explicitamente las denominadas velocidades “fraccionadas” w; [8] utilizando
la ec.(63).

FEtapa 2

Obtener el campo de presiones resolviendo una ecuacién Laplaciana para la presién,
deducida de la ec.(65) como

a2pnti 92pntl " ou; Ou; 0Ti; "
e Oz;0x; + 74, oz;0r; ™ Td; |P\ gy * UJQTJ- B oz —bi (67)

Claramente para 74, = 7 la ecuacién anterior se simplifica como
(At +7)Ap"H =7 (68)

donde A es el operador Laplaciano y
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0 ou; ou; 0T; 4 "
AX X _ _ _Z_ i 1 _ 7,] o .
"d = "d Tf‘)mi [p ( ot % 0:6]') 8:(,']- bz] (62)
FEtapa 3
n+1

Calcular las velocidades u; "~ por la ec.(64).

La ec.(68) difiere ligeramente de la utilizada normalmente en los esquemas de paso
fraccionado donde no aparece el término en 7 [8]. Este término, no obstante, es esencial
para preservar la estabilidad de la formulacién mixta en problemas donde se necesitan
incrementos de tiempo muy pequenos debido a los requisitos de estabilidad del algoritmo
de integracién en el tiempo.

7 CALCULO DE LOS PARAMETROS DE ESTABILIZACION PARA
FLUJOS VISCOSOS INCOMPRESIBLES

Hasta la fecha no existe una metodologia general para calcular los pardmetros
de estabilizacién en flujos viscosos incompresibles. Los pardmetros utilizados en las
formulaciones tradicionales (SUPG, GLS, etc.) [1-7] se basan en extrapolaciones del
problema unidimensional de conveccién-difusion.

Una primera simplificacién posible, usual en métodos de tipo SUPG [5], es aceptar
que el vector de longitud caracteristica h,, tiene la direccién de la velocidad. Esta
restriccién conduce a inestabilidades cuando aparecen altos gradientes de la solucién en
direcciones transversales a la velocidad. Esta deficiencia suele corregirse, en la préctica,
anadiendo un término de estabilizacién transversal [20-22].

En lo que sigue, se mantendra la generalidad en la definicién del vector h,,, de manera
que sus componentes introduzcan la estabilizacién necesaria en la direccién del flujo y
en la transversal a él. No obstante, para simplificar algo el problema, supondremos que
los pardmetros de estabilizacién para las ecuaciones de masa son los mismos que para
las ecuaciones de cantidad de movimiento. Es decir

Bung
Tdi = 2’LLZ' (70)

El problema se reduce, por tanto, a encontrar el vector de longitud caracteristica h,y,.

El procedimiento que se propone es una generalizacién del “método de residuo
decreciente” explicado para el problema de conveccién-difusién en un apartado anterior.
Asi, supongamos que se ha encontrado una solucién para los campos de velocidad
y presiéon utilizando una cierta malla. El residuo de las ecuaciones de cantidad de
movimiento para esa soluciéon particular es

1, OFm,

Tm; = Tm; — ihmj

dz; {71)

19



E. Onate

El residuo “medio” sobre un elemento se define por

1-(e) _ 1 1-
= o /Q o Fmsd (72)

Supongamos ahora que se ha encontrado una solucién mejorada para la misma
malla y la misma aproximacién (es decir, sin cambiar el nimero de elementos o el
tipo de elemento). Esta solucién mejorada, puede basarse, por ejemplo, en técnicas
de recuperacién superconvergente de derivadas [23,24]. El residuo elemental para la

2-(e)

.y . . NE . .
solucién mejorada se denomina “7y,;. Como dicho residuo debe tender a cero para la
solucién “exacta”, debe cumplirse la condicién siguiente

158 250 > g (73)

(e)

1 m; < 0 la

La ecuacién anterior se cumple para 1

desigualdad (73) debe cambiarse a < 0.

La ec.(73) proporciona un sistema de ecuaciones cuyas incégnitas son los componentes
del vector hy,. Sustituyendo la ec.(71) en (73) y aplicando la condicién de identidad en
(73) se obtiene

Tm; > 0. Claramente para

() = A-1f (74)
con
2079 18@2‘?]
Api =2 i 9 (75a)
J [ Oz oz
fi =27 170 (75b)

Puede proponerse ahora el siguiente esquema iterativo para obtener una solucién
estabilizada.

1) Obtener los valores numéricos de las velocidades y la presién para un valor inicial

b9 = . Caleular 179

(e)

2) Evaluar el campo de velocidades y presiones mejoradas. Calcular 27:7711‘-

3) Calcular el nuevo valor de hﬁﬁ) por la ec.(74).
4) Repetir los pasos 1)-3) hasta que se obtiene una solucién estabilizada (caracterizada,
por una norma en velocidades, presiones o valores de hyy).

La estrategia anterior puede incorporarse dentro de un esquema de integracién en el
(e)

tiempo donde el valor de hy,” se actualiza cada vez que se obtienen nuevos valores de
las velocidades y la presion en cada incremento de tiempo.
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La hipétesis hy = hy;, puede relajarse, de manera que se obtenga un valor de hy,
siguiendo un procedimiento similar al explicado arriba. En las referencias [16-19] pueden
encontrarse mas detalles del cdlculo de los pardmetros de estabilizacién en diversos
problemas de conveccién-difusién y dindmica de fluidos.

8 CONCLUSIONES

La forma estabilizada de las ecuaciones diferenciales que gobiernan la conveccién-
difusién y el flujo incompresible, obtenidas por técnicas de cdlculo finitesimal,
demuestran ser el punto de partida para obtener soluciones numéricas estables por el
MEF. Por otra parte, la aplicacién del MEF con técnicas estdndard de Galerkin, permite
recuperar esquemas de estabilizacion clasicos tales como SUPG y otros, obtenidos
previamente a partir de razonamientos diferentes y en algunos casos de tipo heuristico
(ej. difusién artificial). En el caso concreto del flujo viscoso incompresible la formulacién
estabilizada resultante corrige, ademds, las deficiencias debido al cardcter mixto de las
ecuaciones y permite utilizar interpolaciones de igual orden para las velocidades y la
presion.

Las nuevas ecuaciones estabilizadas son también la base para disefar un
procedimiento iterativo para calcular los pardmetros de estabilizacién a lo largo
de las lineas de corriente y en direccién transversal. Este procedimiento puede
interpretarse como una nueva clase de métodos adaptables, en el que la solucién mejora
progresivamente a partir del cdlculo sucesivo de los pardmetros de estabilizacién criticos,
manteniendo la malla y la aproximacién de elementos finitos inalteradas [17-19].
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Resumen

El trabajo muestra que los términos de estabilizacién para la solucién numérica
de problemas de flujo convectivo pueden obtenerse de manera natural utilizando
aproximaciones de mayor orden en las ecuaciones de balance en un dominio finito.
Ello permite reinterpretar muchos algoritmos utilizados cotidianamente y proporciona
también una expresion para calcular los pardmetros de estabilizacion.

Introduccion

Es bien conocido que los métodos de elementos finitos basados en técnicas de
Galerkin aplicados a la ecuacion de conveccién-difusién conducen invariablemente a
soluciones oscilatorias para valores moderados y altos de la conveccién [1,2,3]. Los
métodos tradicionales para obtener soluciones correctas (estables) se basan en la
adicién directa de términos de difusién artificial en las ecuaciones originales [1-4].
Recientemente se han propuesto métodos més rigurosos como SUPG [5], GLS [6], Taylor-
Galerkin [7], Characteristic Approximation [1,8] y Subgrid Multiscale [9] para obtener
soluciones de elementos finitos estables para problemas de transporte convectivo. En la
referencia [10] se comparan algunos de estos métodos. Todos ellos introducen (al menos)
un pardmetro (conocido como pardmetro de estabilizacién, longitud caracteristica,
tiempo intrinseco, etc.) que controla la “estabilidad” de la solucién numeérica.

El célculo exacto del en adelante denominado pardmetro de estabilizacién, puede
hacerse solo para problemas unidimensionales (1D) sencillos [1,2]. Las expresiones 1D
se han extendido al caso multidimensional de manera heuristica por diferentes autores
a lo largo de casi dos décadas para problemas de transporte convectivo y dindmica de
fluidos.

Unos de los primeros intentos de evaluar los pardmetros de estabilizaciéon en
problemas 2D se debe a Idelsohn utilizando un principio pseudo-variacional [11]. Hughes
[9] y més tarde Brezzi et al. [12-14] han propuesto una expresién para dichos pardmetros
basada en una aproximacién de la funcién de Green sobre el elemento, utilizando
funciones de forma tipo “burbuja”’. Pese a dichos intentos no se conoce una metodologia
suficientemente general que permita evaluar ficilmente los parametros de estabilizacion
en problemas de interés practico.
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Figura 1. (a) Problema unidimensional de conveccién-difusién. (b) Dominio de balance
finito AB.

En este trabajo se propone un método conceptualmente diferente para obtener
soluciones numéricas estables. El método se basa en la introduccién de los términos
de estabilizacion en las ecuaciones diferenciales originales del problema utilizando el
concepto de balance sobre un dominio de dimensién finita. Las nuevas ecuaciones
estabilizadas mediante esta denominada técnica de “cédlculo finitesimal” son la base
para evaluar los pardmetros de estabilizacién mediante un proceso iterativo que puede
interpretarse como una nueva clase de métodos adaptables.

El contenido del trabajo se ordena como sigue. En el apartado siguiente se resumen
las ideas esenciales para obtener las nuevas ecuaciones diferenciales estabilizadas en
problemas 1D y 2D. Tras ello se describe brevemente la fase de discretizacién por
el método de elementos finitos (MEF), resaltdndose la analogia con métodos de
estabilizacién tradicionales. Finalmente se describe la metodologia para calcular los
parametros de estabilizacién y se presenta un ejemplo de aplicacion.

Forma estabilizada de las ecuaciones de conveccion-difusién

Problema unidimensional

Consideremos por simplicidad el problema de conveccién-difusién sobre un dominio
unidimensional de longitud | (Figura la). La Figura 1b muestra un segmento tipico
AB de longitud AB = h donde se debe satisfacer el balance de flujos. Los valores
de la tasa de flujo difusivo ¢ y de flujo convectivo u¢ en el punto A de coordenada
x4 = xpg — h pueden aproximarse en funcién de valores en el punto B, utilizando los
siguientes desarrollos de alto orden [15,16]
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El balance de flujos entre los dos puntos A y B se escribe como

h
Z Flujos = [Flujo en A] — [Flujo en B| +/ Qdzr =0 (4)
0

Sustituyendo las ecs. (1)—(3) en (4) y haciendo uso de la ley de Fourier ¢ = —kZ—I

se obtiene finalmente, tras simplificar,

hdr _
r—og-=0 , 0<az <l (5)
donde
_ d(ug) d [ d¢

Adviértase que para h — 0 (es decir cuando el dominio de balance es infinitesimal)
se recupera la forma estandard de la ecuacién diferencial de balance.

En (6) ¢ es la variable que se transporta, u es la velocidad, v y & son parametros
del material y ) es una fuente distribuida.

La condicién de contorno de Dirichlet es la usual

¢—¢=0 en z=0 (7)

donde ¢ es el valor prescrito.
Por coherencia la condicién de contorno de Neumann debe escribirse en forma
estabilizada. Esto puede hacerse sencillamente considerando el balance en un segmento

AB préximo a un contorno. Por conveniencia, se toma la longitud de dicho segmento
AB = h/2 [15,16] (Figura 2).
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Figura 2. Dominio de balance en la proximidad de un punto del contorno de
Neumann B.

Aproximando los flujos advectivos y difusivos en A en funcién de desarrollos de
segundo orden, la ecuacién de balance en el contorno se escribe como [15,16]

—qub—i-k%%-l-@—%r:o en =1 (8)




Las condiciones de contorno se escriben como

d—¢=0 en I'y (11)

donde I'y es el contorno de Dirichlet donde se prescribe la variable y

1
—vnTug + 0T DV + g, — §thr =0 en I'y (12)

donde @, es el flujo total prescrito en el contorno de Neumann Igyn= [n$,ny]T es
el vector normal. La ec.(12) se ha obtenido por balance de flujos en el dominio de la
Figura 3b utilizando la misma técnica que para el caso 1D explicado anteriormente [16].

Discretizaciéon en elementos finitos

Construyamos una discretizacién de elementos finitos estdndar. La aproximacion
de ¢ dentro de cada elemento e de n nodos se escribe como [2]

p~d=> N (13)
1=1

donde N; son las funciones de forma y ¢; son los valores nodales de la funcién aproximada,
¢. Sustituyendo la ec.(13) en las ecuaciones diferenciales estabilizadas se obtiene (por
ejemplo para el problema 2D) [15,16]

7 — %hTVf‘ =rQ en £ (14a)

b—¢= T en [y (14b)
. - 1

—vnTud +nTDVH + g, — Ethf =Tq en Iy (14c)

donde 7@, 74 y r¢ son los residuos de la solucién numérica sobre el dominio § y los
contornos I'y y I'g, respectivamente.

Aplicando el método de Galerkin estdndar a las ecs.(14) y siguiendo el método usual,
se puede escribir la forma débil resultante como [15,16]

1 N R
//Q(NZ- + EhTVNi)f o — A Ni(-vnTup + 0DV + g,)dr =0 (15)
q

Adviértase que, aceptando que el vector longitud caracteristica h tiene la direccién
de la velocidad (i.e. h = ﬁu) se recupera exactamente la forma del conocido método

SUPG [15,16]. Es importante destacar que a partir de la nueva forma estabilizada de
las ecuaciones diferenciales del problema pueden recuperarse también las expresiones
discretizadas de otros métodos clasicos como Characteristic-Galerkin, Taylor-Galerkin,
GLS, etc [15,16]. Puede por tanto afirmarse, que dichas ecuaciones diferenciales son la
forma intrinseca de la solucién estable del problema.

El\punto esencial que resta es-el célculo de los pardmetros de estabilizacién,” tema
que sg\;@(ﬁ‘c@ en el apartado siguiente. ~__~ N — N
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Calculo de los parametros de estabilizacién

Definamos el residuo medio sobre un elemento de una cierta solucién numérica como

() _ 1 /
T 2@ Joe rq dQ (16)

donde rq viene definido por la ec.(14a). Sustituyendo ésta en (16) se obtiene
r(€) = (&) — Z[(h@)T (w)(e) (17)

En (17) se ha tomado por simplicidad h = h(¢) constante sobre el elemento.

El vector de longitud caracteristica puede expresarse segiin sus componentes en
direccién del vector velocidad u = [u,v]T y el vector velocidad normal u,, = [—v, u]T
como ©

e

h(® = |T11—|{hsu - hnun](e) = ll?l[asu - anun](e) (18)
donde hs y hy son longitudes caracteristicas a lo largo de las lineas de corriente y
en direccién transversal, respectivamente. Dichas longitudes se pueden expresar como
proporcién de una longitud tipica del elemento, i.e. hs = asl(® v hy = anll®,
Adviértase que aceptar hy(o ap) = 0 es equivalente a considerar h alineado con la
velocidad, como ocurre en el método SUPG [2,5]. El término que incluye hy, permite
capturar altos gradientes y discontinuidades no necesariamente ortogonales a la direccién
de la velocidad [19].

Consideremos que una vez obtenida la solucién por elementos finitos, se recupera una
solucién mejorada utilizando, por ejemplo, técnicas de recuperacién superconvergente

de derivadas [20]. Si rge) y rge) son los residuos elementales de la solucién original y

mejorada, respectivamente debe cumplirse que (para rge) > 0)
rie) - rée) >0 (19)

Sustituyendo la ec.(18) en (17) y ésta en (19) se obtiene

[aSuT + oznuZ:](e) (Vfge) - Vfge)) >

(e) ., (e

La ec.(20) permite obtener g’ y ap’ mediante el siguiente esquema iterativo.
1) Resolver el problema definido por las nuevas ecuaciones estabilizadas, utilizando

(€ _o.(e) (&) _

valores arbitrarios iniciales de los parametros de estabilizacién ag ' = %ay ', ay,
Oaﬁf).

2) Recuperar un campo de derivadas mejorado. Calcular 7*(1), f(2), Vfge) y Ver).

3) Calcular un valor mejorado del pardmetro de estabilizacién a lo largo de las lineas

(e)

de corriente ag ’ por

1,00 = 2|yl - 78 — 70 _ @ yT (gl _ gple)y] (21)
1e)uT (vil) — vild)




(e)

4) Repetir las etapas 1-3 hasta que converja el valor de ay’, manteniendo constante

e)

alf).

()

5) Repetir las etapas 1-4 para calcular a, ’, utilizando la expresién andloga a (21),

(e)

manteniendo ag’ constante e igual al valor previamente calculado.
6) Repetir el proceso para encontrar valores mejorados de age) y a%e).

Adviértase que para oy = 0 el esquema anterior proporciona el valor del parametro
de estabilizacién critico del método SUPG. En las referencias [15,16] se demuestra que
en el problema de conveccién-difusién 1D sin término de fuente, resuelto con elementos
lineales, se encuentra el conocido valor critico a(¢) = 1 — % donde ’y(e) = %(:) es el
Y

numero de Peclet de un elemento de longitud 1e),

|

Ejemplo

Se considera la solucién del problema de conveccién-difusién en un dominio cuadrado
de lado unidad, k; = ky = 1076, Q(z,y) = 0, u = [cos 9,—sen0]T, tan # = 2 y las
siguientes condiciones de contorno

- 1 si(z,y) el
b(z,y) = {0 si (z,y)efz;

con 'y = {-1/2} x [1/4,1/2]U] — 1/2,1/2[x{1/2},Ty, = Py —Ty yTg=0.
En la Figura 4.a se muestra la malla no estructurada de 902 tridngulos lineales
utilizados para el cdlculo. Se ha tomado para 1@ 1a longitud del lado mayor de cada

(€) _o (e _

elemento. El problema se ha resuelto con los valores iniciales °ay’ = ay;’ = 0.

En la Figura 4b se muestra la distribucién oscilatoria de ¢ para la primera iteracion,
como era de esperar. La solucién final después de 7 iteraciones se muestra en la Figura
4c. Adviértase que se capturan con minimas oscilaciones las capas limites en el interior
y en las proximidades de los contornos. Dichas oscilaciones son més ostensibles cerca
del contorno derecho si se mantiene oy, = 0 en todo el proceso (método SUPG) [18],
como se muestra en la Figura 4d.

Conclusiones

La forma estabilizada de las ecuaciones diferenciales que gobiernan la conveccién-
difusién, obtenidas por técnicas de célculo finitesimal, parecen ser el punto de partida
para obtener soluciones numéricas estables. En el contexto del método de los elementos
finitos, la aplicacién de técnicas estdndard de Galerkin permite recuperar esquemas
de estabilizacién clasicos tales como SUPG y otros, obtenidos previamente a partir de
razonamientos diferentes y en algunos casos de tipo heuristico (ej. difusién artificial).
Las nuevas ecuaciones estabilizadas son también la base para disefiar un procedimiento
iterativo para calcular los pardmetros de estabilizacién a lo largo de las lineas de corriente
y en direccién transversal. Este procedimiento puede interpretarse como una nueva
clase de métodos adaptables, en el que la solucién mejora progresivamente a partir del
célculo sucesivo de los pardmetros de estabilizacién criticos, manteniendo la malla y la
aproximacioén de elementos finitos inalteradas [17,18].

|
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Figura 4. Problema de conveccién-difusién con altos gradientes. (a) Malla de elementos
finitos y condiciones de contorno. (b) Solucién oscilatoria inicial (as =an =
0). (c) Solucién final después de 7 iteraciones. (d) Comparacién con la
solucién obtenida a lo largo de un corte horizontal con a, = 0 (método
SUPG) y ay # 0 (método de captura de discontinuidades DC).

Referencias

1. C. Hirsch, “Numerical computations of internal and external flow’, Vol. 2, John
Wiley, 1990.

2. O.C. Zienkiewicz and R.L. Taylor, “The finite element method’, Mc.Graw Hill, Vol.
I., 1989, Vol. II., 1991.

3. D.W. Kelly, S. Nakazawa, O.C. Zienkiewicz and J.C. Heinrich, “A note on upwind
and anisotropic balancing dissipation in finite element approximation to convective
diffusion problems”, Int. J. Num. Meth. Engng., 15, pp. 1705-1711, 1980.

4. J.C. Heinrich, P.S. Hayakorn and O.C. Zienkiewicz, “An upwind finite element
scheme for two dimensional convective transport equations”, Int. J. Num. Meth.



