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RESUMEN

Este trabajo presenta el desarrollo y aplicacién de un algoritmo general para la
determinacién de coeficientes de frecuencia de una placa rectangular con un agujero central
libre. El algoritmo est4 basado en la aplicacién del método de Rayleigh-Schmidt. Los resultados
numéricos obtenidos que han podido ser comparados con trabajos de investigacién previos, en
general, estdn caracterizados por una buena precisién. Es posible aplicar el algoritmo en un
amplio rango de condiciones de restricciones eldsticas rotacionales, incluyendo las condiciones
de apoyo clasicas, asi como para distintas relaciones de lados de la placa y dimensiones de la
perforacién central. :

FREE VIBRATION OF RECTANGULAR PLATES WITH A
CENTRAL CIRCULAR HOLE

SUMMARY

The present work deals with the development and application of a general algorithm for
the determination of values of frequency coefficients for a rectangular plate with a central free
hole. The algorithm is based on the application of Rayleigh-Schmidt method. The numerical
results obtained and compared with previous works are characterized by a good accuracy. It is
possible to applied it in a wide range of conditions of elastically rotational restrictions, including
the elassical boundary conditions and also for different aspect plate coefficients and dimensions
of the central hole.
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INTRODUCCION

El andlisis dindmico de placas con agujeros es un tema importante de desarrollo
y aplicacién en diversas disciplinas, tales como las ingenierias naval y oceanografica.
La determinacién de frecuencias naturales para vibraciones transversales de placas con
un agujero central libre es un problema que ha sido estudiado por varios autores'~?
Existe una cantidad abundante de bibliografia sobre la aplicacién del método de
Rayleigh-Ritz y su variante conocida como el método de Rayleigh-Schmidt para la
obtencién de frecuencias de placas. El método de Reyleigh-Schmidt proporciona
la, posibilidad de refinar la curva de deformacién propuesta a través de la funcién
aproximante, sin necesidad de agregar términos a la misma*~". El procedimiento provee
un tratamiento directo y sencillo y los resultados obtenidos son en general muy buenos,
desde un punto de vista practico. Cuando se analiza el comportamiento dindmico de
placas rectangulares isotrépicas, cominmente se generan los siguientes coeficientes de
frecuencia adimensionales

| ph [ ph
Qij = %wijaQ Qij = %wiij

El algoritmo desarrollado permite obtener valores de los dos tipos de coeficientes de
frecuencia indicados para los dos primeros modos de vibracién. También permite usar
distintas expresiones para los coeficientes de rigidez en los vinculos de los extremos.

ANALISIS DEL PROBLEMA

Consideremos una placa rectangular isotrépica con bordes -eldsticamente
restringidos contra rotacién y con una perforacién circular central libre. Los lados
estdn apoyados, por lo que las condiciones de contorno adimensionales obtenidas con
el cambio de variables

z ]
r=. VTG
son
wW(0,y) =W(l,y) = W(z,0) = W(z,1) =0
r1aWz(0,y) = DWy5(0,y)
reaW;(1,y) = —DWmc(lay) (1)
r3dbWy(z,0) = DWyy(z,0)

r4bWy(z,1) = —DWyy(z, 1)
donde W denota la funcién de los desplazamientos transversales, r;,i = 1,2,3,4 las
constantes de rigidez rotacional, a y b los lados de la placa y D la rigidez a la flexién

Eh3

D=-—" _
12(1 - p?)



VIBRACIONES LIBRES DE PLACAS RECTANGULARES 291

donde p es el coeficiente de Poisson. El método aplicado en el presente trabajo se basa,
en la adopcién de funciones aproximantes constituidas por expresiones del tipo

W, = A1(a1z + a22? + azz™ + ™) (d1y + day? + day™ +y™)+
+ Ay(br + box® + b3z™ + ™) (z — 1/2)(e1y + ey + e3y™ + y™)(y — 1/2)

(2)
donde los coeficientes a;, b;, d; v e; se determinan reemplazando la expresién (2) en
las condiciones de contorno (1). Los coeficientes n3, ng, ms y my son pardmetros
ajustables. El funcional que gobierna el problema involucra los valores maximos de las
energias de deformacién y cinéticas del sistema mecénico en estudio y estd dado por

I[u)(.’b} y)] = U}’)ina.x + U?"ma.x - Tmax (3)
donde Up,,,,, representa la energia maxima de deformacién de la placa, la cual estd dada
por

U b//aQW dd+//  dady
= — - T
Pmax (,Z3 P 9 3’}2 Y b3 8 a.9 Tay

(4)

02w a?w ?w
s [ o sty | [ (550 as

donde P es el dominio de integracién, el cual es un cuadrado de lados igual a 1 con un
agujero central. Por otra parte

1 b [t OW(0,y)\> b o[l /ow(,y)\?
UTmax_ 5{7‘1;/(; ( 8x ) dy+r2—2/ < 83) ) dy+

a (t(OW(x O)) oW (z,1)
(B0 e [ (220
+r3 % /0 ( By + 7y 173 By T
es la expresién de la energia de deformacién almacenada en los vinculos rotacionales a
lo largo de los bordes de la placa y

()

Tmax = %abpth//_ W2dzdy (6)
P

es la expresién de la energia cinética de la placa, donde p denota la densidad del material
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y w la frecuencia circular natural. Con estas expresiones el funcional total (3) queda
expresado de la sigiente manera

o*w a Pw ?
a3//< ) ddy+b—3//13<—ay2> dzdy+
2w PW 8w \?
+2uab// 922 Oy? gy ey + 21— p b// <8x8y) d:cdy}—k
1
il /(dW(Oy))d+r (‘9 )d+
0 Oz 0

+r3e—n / (M) dr +7~4 (BW ) dx—abphwz//_Wzdmdy
b2 oy P )
(7

El reemplazo de la funcién aproximante (2) en el funcional (7) conduce a la siguiente
ecuacién

2Iw(z,y)]

2 —_
D [——;311 + b3I2 + bI3 Z(IWH‘)LL] +7'1a%1r1+
(8)
b
+ 7y ;2'17,2 +735 b2 ITa trags b2 Iy, — abphw’I; = 0

El cociente de Rayleigh para la placa rectangular isotrépica queda entonces
expresado como

0% = ‘;‘ 20t = {RD( VI + rl*RD(2)I; + rI?RD(3) I3+

+ rl2RD(4)I4 + RiI,, + Rol,, + rl®R31,, + rl*Ryl,,}
A los efectos de tener un algoritmo general que permita generar valores numéricos
correspondientes a distintas expresiones analiticas del coeficiente de frecuencia y de los

coeficientes de rigidez en los lados, se introducen los pardmetros p;. De esta manera se
tiene

, 1

02 = I—{P1RD(1)11 + paRD(2)I; + psRD(3)I5 + ps RD(4) I, + o)
C

+ pSRllrl + p6R2Ir2 + p7R3Ir3 + p8R4I1”4}

_ e B0[ALLA . :

La condicidén de minimizacion a—%’,——’d = 0 conduce a un sistema de ecuaciones
. . t ., . . .
lineales en A; y A,. Para que exista una solucién no trivial, el determinante debe ser
nulo, obteniéndose la ecuacién de frecuencia siguiente

A+ B2 +C =0 (10)

siendo
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Q= \/%&;52 (11)

donde ! denota al lado a o al b, segun el tipo de coeficiente de frecuencia que se desea
usar. La raiz de menor valor corresponde al coeficiente de frecuencia fundamental y la
otra al coeficiente de frecuencia de un modo superior de vibracién. Dado que la funcién
aproximante propuesta W, contiene a los coeficientes ajustables n; y m;, podemos
escribir

Qij = Qyj(n3, ng, m3, my) ,
El método de Rayleigh-Schmidt requiere ademds la minimizacién de los coeficientes
de frecuencia respecto a ngz,ng,m3 y me*. Dicha minimizacién es un proceso
complicado; afortunadamente es suficiente con tomar valores de n; y m; en entornos de

los puntos 7 y j para obtener valores aproximados, pero de muy buena precisién’. En
el caso en que n; y m; estdn fijos, se tiene el clidsico método de Rayleigh-Ritz.

ANALISIS DE DISTINTOS CASOS

En primer lugar se generan valores de coeficiente de frecuencias

Qz\}%waz

cuando los coeficientes de rigidez estdn dados por

ria ToQ r3b T4b
'TD 2=p H=73 ‘7D
Para que el algoritmo desarrollado genere valores de acuerdo a este coeficiente, los

pardmetros p; deben estar dados por

p=1 po=rl* ps=rl® py=rl® ps=1 ps=1 pr=rl* pg=rl*

Luego se generaron valores del coeficiente de frecuencia

Q= ”%wa

cuando los coeficientes de rigidez estan dados por

_na g p mbop rab
Rl—D RQ—D R3—D R4_D

En este caso los parametros p; deben estar dados por

pr=rl* po=1 ps=rl® ps=rl® ps=rl* ps=ri* pr=1 pg=1
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RESULTADOS NUMERICOS
La Tabla I muestra los valores de la frecuencia fundamental 2,7 = \/%wnaz
para una placa rectangular con los lados 1 y 3 simplemente apoyados y lados 2 y
4 libres, obtenidos mediante los métodos de exponentes fijos y exponentes variables.
Los mismos son comparados con el caso extremo de una placa llena, segin los datos
obtenidos_de las referencias®!®. La Tabla II muestra los coeficientes de frecuencia
Qi =1/ %’—‘wijaQ para una placa rectangular con los lados 1 y 2 simplemente apoyados
y los lados 3 y 4 rigidamente empotrados. La Tabla III muestra los valores de la

frecuencia Q11 = \/%wubz para una placa rectangular con los lados 1 y 2 eldsticamente
restringidos contra rotacién y los lados 3 y 4 simplemente apoyados. Para distintas
relaciones de lados y proporciones de la perforacién se toma el caso extremo de una
placa llena a los fines de comparar la precisién obtenida en el presente trabajo con las

referencias®!!.
Q11
rl n
0,0 0,20 0,30 0,40
M T,3928 1,39157 T,38825 1,3831
0,4 (In 1,39
(ITT) 1,32
m 2,2802 2,2908 2,28088 2.2700
2/3 (1n 2,31
(I1T) 2,23
M 5,1513 5,1248 " 5,0798 5,0137
1,5 (I1) 5,17
(I11) 5,02
M 38,6957 8,5901 §.4580 83186
2,5 (In 8,72
(I1T) 8,25

(I) Presente trabajo, (II) Ref. 10, (IIT) Ref. 3

Tabla I. Coeficiente de frecuencia Q1; = v/ph/Dwiia® de una placa rectangular con
los lados 1 y 3 simplemente apoyados y lados 2 y 4 libres. Ry = Ry = R3 =
Ri=0Ti=T3=00,To=Ty=0,rl=a/byn=28, 1 =0,30

7
0,20 0,30 0,40
Q11 Qa0 Q11 Qo2 11 Qa2

(I) 30,10 93,58 31,82 92,64 31,94 92,69

ri=1 (1) 93,57 92,65 92,78
(I) 60,04 169,20 65,89 168,84 76,62 171,33

rl=1,5 (II) 169,41 169,06 171,67
@ 103,84 | 277,92 | 117,20 | 279,24 | 137,13 | 285,81

rl=2 (II) 278,35 279,77 286,50

(1) Presente trabajo, (II) Ref. 1

Tabla II. Coeficiente de frecuencia 2;; = v/ph/Dw;;ja® de una placa rectangular con
los lados 1 y 2 simplemente apoyados y lados 3 y 4 rigidamente empotrados.
Rl=R2:0yR3=R4=OO,T1:T2=T3=T4=OO,7‘l=a/b,'l7:%,

u=0,30
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Q11
ri=0,4
R1 =Ry n
0,0 0,20 0,30 0,40
(I} 11,46 11,52 11,60 11,70
0,1 an 11,45
(1) 11,50
(I} 11,61 11,67 11,73 11,85
10 (In) 11,66
(111) 11,70
6 12,07 12,16 12,27 12,43
100 (1) 12,06
(110) 12,00
ri=10,8
(I) 16,23 16,50 16,93 17,62
0,1 (I1) 16,23
(1) 16,20
) 18,55 18,94 19,56 20,59
10 (I1) 18,47
(111 18,50
) 20,19 21,34 22,18 23,72
100 an 20,78
() 21,00
ri=1
6y} 19,66 20,16 20,80 22,00
0,1 (I1) 19,84
(11D 19,80
m 24,02 25,25 26,08 28,09
10 an 24,51
(I11) 24,20
M 28,05 29,12 30,73 33,60
100 an) 28,16
(111) 28,00

(I) Presente trabajo, (II) Ref. 11, (III) Ref. 9

Tabla III. Coeficiente de frecuencia Q17 = \/ph/Dw11b* de una placa rectangular con
los lados 1 y 2 elasticamente restringidos contra rotacién y los lados 3 y 4
714

simplemente apoyados. R1 = Ry = 58, R3 = Ry =0, Ty =T, =T3 =
Ty =o0,rl=a/bn=2E 1=0,30
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