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SUMARIO

Neste trabalho apresentam-se conceitos de métodos multigrid aplicados a problemas
elasticos lineares. Consideram-se exemplos bi e tridimensionais com malhas nfo-estruturadas
e ndo-aninhadas. Tradicionalmente, os métodos multigrid tém sido utilizados com malhas
aninhadas devido a malor simplicidade dos operadores de transferéncia. No entanto, para
modelar problemas de engenharia, a aplicagdo de malhas ndo-estruturadas ¢ mais conveniente.
Comparacdes com métodos diretos e iterativos sfo apresentados, estendendo os resultados
dados em?®.

MULTIGRID METHODS IN NON-NESTED MESHES APPLIED TO
ELASTIC PROBLEMS

SUMMARY

In this paper, multigrid methods applied to linear elastic problems are presented, taking two
and three dimensional examples modelled by non-structured and no-nested meshes. Generally,
the multigrid methods have been used with nested meshes which simplify the transfer operators.
However, to model engineering problems non-structured meshes are more suitable. Comparisons
with direct and iterative methods are presented, extending the results indicated in®.
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INTRODUGAO

Em geral, na aplicagdo do Método de Elementos Finitos (MEF) para a solugdo
de problemas de engenharia, é necessario resolver um sistema de equagoes de seguinte
forma

Au=>» (1

onde a matriz Ay n é em geral simétrica e positiva-definida (SPD); uyx1 € byxi sdo
os vetores das incognitas e termos independentes, respectivamente.

Para resolver o sistema (1), pode-se empregar métodos diretos e iterativos. A
aplicacdo destes algoritmos para problemas eldsticos lineares estd apresentada em?.
Uma outra técnica empregada na resolugdo de sistemas de equacdes sdo os métodos
multigrid*?#, os quais proporcionam uma maior taxa de convergéncia dos métodos
iterativos, atingindo uma ordem linear O(N) para N grande.

Basicamente, os métodos multigrid consideram uma sequéncia de malhas para
a solucdo do sistema de equacdes. O objetivo é resolver o problema na malha fina
empregando as demais malhas como esquemas de corre¢do . Tal fato é empregado
devido a propiedade espectral dos métodos iterativos estaciondrios, onde os modos de
alta frequéncia do erro de aproximagio sdo eliminados nas primeiras iteragbes através
do algoritmo de relaxacao empregado.

Observa-se que tradicionalmente os métodos multigrid tém sido aplicados em
malhas denominadas aninhadas, ou seja, os nés de uma malha grossa estdo sempre
presentes na malha fina subsequente, como ilustrado na Figura la). Esta propriedade
permite simplificar a forma dos operadores para a transferéncia de informacGes entre
malhas. No entanto, os problemas de engenharia posssuem dominios com contornos
complexos dificultando a obtencéio de malhas aninhadas. Para contornar esta limitacéo,
empregam-se malhas ndo-aninhadas, como também mostrado na Figura 1b).

Figura 1 a} Malhas aninhads Figura 1 b) Malhas nio-aninhadas

O objetivo deste trabalho é estender os resultados apresentados em?, considerando
a aplicagdo de métodos diretos, iterativos e multigrid para a solucdo de sistemas de
equagdes obtidos da aplicagdo do MEF a problemas eldsticos lineares. Estes resultados
estdo na forma do custo computacional e espago de memoria.

Inicialmente, discute-se o comportamento dos métodos iterativos estaciondrios,
ressaltando a propriedade espectral dos mesmos. Consideram-se entao os elementos
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principais dos métodos multigrid, tais como iteracoes aninhadas, correcdo de malha
grossa e operadores de transferéncia. Posteriormente, abordam-se varias estratégias
multigrid e o custo computacional associado. Finalmente, apresentam-se os resultados
da aplicagio dos métodos multigrid a problemas eldsticos bi ¢ tridimensionais,
comparando-se a performance em termos do nimero de operagoes e espago de memoria,
com os procedimentos de Gauss e iterativos baseados em gradiente conjugado.

COMPORTAMENTO DOS METODOS ITERATIVOS BASICOS

Visando estudar o comportamento dos métodos iterativos bésicos, toma-se 0 PVC
unidimensional homogéneo —u"{z) = 0 (0 < z < 1) com condigdes de contorno
homogéneas® u(0) = u(1) = 0.

Empregando o método de diferencas finitas ao PVC anterior, o dominio do
problema é particionado em N subintervalos pelas coordenadas z; = jh definindo
uma malha Q" com o tamanho do elemento A = % Em cada um dos N — 1 pontos
interiores, introduz-se uma aproximagio de segunda ordem é(—uj_l +2uj —ujy =
0(1<j<N-1)comug=uy =0, originando um sistema Au = 0. Como o sistema é
homogéneo, e tomando-se uma aproximacao inicial arbitraria v, a solugdo exata u = 0
é conhecida e o erro algébrico é simplesmente e = —v.

Adota-se como solugdo inicial v os vetores ou modos de Fourier v; = sin (%) (0<

j <N)(1 <k<N-1). O indice j denota a componente do vetor v, onde k é o
nimero de onda representando a quantidade de meio-senos presentes em vi. Observa-
se que valores pequenos de k correspondem a ondas longas e suaves, enquanto valores
mailores estdo relacionados a modos altamente oscilatérios.

Utiliza-se o método de Jacobi® ponderado com coeficiente de relaxagdo w = 2/3
numa malha com N = 64. Empregam-se as aproximagoes iniciais vi, vs e vg
executando 100 iteragdes. Em cada passo, calcula-se a norma infinita do erro ||eflo. A
Figura 2a) ilustra o logaritmo do erro em funcido do nimero de iteragbes. Verifica-se
um decrescimento linear do erro, sendo a taxa mais pronunciada para nimeros de onda
maiores.

Em geral, a aproximac&o inicial contém componentes de varios vetores de Fourier.
Assim na Figura 2b), tem-se a norma do erro ||e|loo para uma solugfo inicial dada
pela soma dos modos de baixa (k = 1), média (k = 6) e alta (k = 32) frequéncias.
Neste caso, observa-se uma queda acentuada do erro nas 5 primeiras relaxagdes e uma
estagnacao na taxa de decrescimento nas demais iteragGes.

Os modos de Fourier podem ser classificados como modos suaves ou de baiza
frequéncia para 1 < k < N/2 ou como modos oscilatorios ou de alta frequéncia para
N/2 < k < N — 1. Assim, na Figura 2b), o descrescimento inicial corresponde a
ripida eliminacdo dos modos oscilatérios, enquanto os modos suaves implicam num
desrescimento menor da norma do erro.

Esta é uma propriedade tipica dos métodos estaciondrios, ou seja, observa-se
uma rapida convergéncia quando o erro possui componentes de alta frequéncia. Da
mesma maneira, tem-se uma baixa performance na eliminacao das componentes suaves,
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Figura 2. Norma infinita do erro para cada iteragio com solugBes iniciais®:
a) v=vy, Vv=v3, V=vgb) V+%(v1 + vg + v3z)

degradando a performance destes métodos. Denomina-se esta caracteristica como
propriedade de suavizacdo®.

As técnicas multigrid procuram evitar esta limitagio dos algoritmos estacionérios,
empregando os elementos discutidos na préxima secao. A funcio dos métodos iterativos
é eliminar em cada malha as componentes oscilatérias do erro através de algumas poucas
iteragoes.

Portanto, ao se verificar uma estagnacdo no algoritmo de relaxagdo na malha fina,
indicando que as componentes oscilatdrias foram eliminadas, restando apenas os modos
suaves, deve-se passar para a malha grossa. Desta forma, os modos suaves projetados
da malha fina tornam-se oscilatérios, sendo eficientemente eliminados através de
relaxacdes. Aplicam-se esquemas de relaxagdo simples como Jacobi e Gauss-Seidel,
pois ndo se procura alcangar a convergéncia em cada malha, mas sim a solucado do
problema proposto utilizando varias malhas.

ELEMENTOS DOS METODOS MULTIGRID

Iteragdes aninhadas

Uma forma de aumentar a performance de um esquema de relaxacdo é empregar
uma melhor aproximagdo inicial, obtida por exemplo através de iteragbes numa malha
grossa. Como esta malha possui um ndmero menor de varidveis, tem-se um menor
custo computacional em relacio a uma iteracio realizada na malha mais fina Q.

Assim, a seguinte estratégia, denominada itera¢des aninhadas, permite obter uma
melhor aproximagao inicial para a malha mais fina®.
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Iterar em Au = b na malha mais grossa

Iterar em Au = b na malha Q% para obter uma aproximacio inicial para Q2"

Iterar em Au = b na malha Q2" para obter uma aproximagcio inicial para Q"
Iterar em Au = b na malha mais fina Q" para obter uma aproximacio final
para a solugdo u

Esta estratégia nio garante que ao final, a solucio em Q" nfo contenha
componentes suaves. A possibilidade de empregar a correcdo do erro proviene das
malhas grossas evita esta limitagao.

Corregao de malha grossa

Verifica-se que relaxar na equagao original Au = b, com uma aproximagio v, €
equivalente a relaxar na equagio do residuo Ae = r, com aproximagcao iniciale =0. A
partir deste fato, propde-se incorporar a equagdo de residuo para relaxar sobre o erro,
permitindo definir o procedimento de correcdo de malha grossa da seguinte maneira

Iterar em Au = b na malha Q" para obter uma aproximacio v"

Calcular r = b — Av"
Iterar na equacio Ae =r em Q%" determinando uma aproximacio e
Corrigir a aproximagio obtida em Q" com o erro estimado em Q%":v* « v+ e

2h
2h

Portanto, apés relaxar na malha fina Q" até que a convergéncia se deteriore,
passa-se a iterar na equacio de residuo numa malha mais grossa Q2" obtendo-se uma
aproximagao para o erro, a qual corrige a solu¢do na malha fina.

Operadores de transfefencia entre malhas

Os elementos discutidos nas se¢des anteriores revelam a necessidade de operadores
para transferir informagoes entre as malhas. Inicialmente, assume-se que a malha grossa
estd contida na malha fina, ou seja, estdo aninhadas (nested meshes).

O primeiro operador transfere funcées da malha grossa Q%" para a malha fina Q"
sendo denominado operador de interpola¢éo ou pronlogamento e denotado por I%z. E
empregado para se passar o erro e2”? ou aproximacio inicial v2* da malha grossa para
a fina. Logo

oo Q% b

2h h

2
vt v =I£‘hv2h 2)
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A Figura 3 mostra o esquema de interpolagdo linear. Para o caso unidimensional
tem-se
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Figura 3. Interpolacdo linear de uma funcio da malha grossa 2?* para a malha fina Q*°

2h

O segundo operador I2" transforma fungdes da malha fina Q" para a grossa Q2"
como ao se projetar o residuo r* em Q2*, sendo conhecido como operador de restrigio
e denotado por

I Qh Q%
vh 5 v = Ighvh 4)

O tipo de restricdo mais simples em malhas aninhadas é o operador injetivo

'U?'h = ,Ug_] (5)

ou seja, os pontos da malha grossa assumem os valores correspondentes da malha fina.
Uma outra forma de restricio emprega uma ponderagdo, como ilustrado na
Figura 4, sendo dado por

| , N ‘
= Z(@%_l +205; +ugiy)  1<5< 5 1 (6)

v

No entanto, neste trabalho, considera-se que uma malha grossa nio estd
necessariamente contida na malha fina seguinte, ou seja, nao se tem uma relacao fixa de
2% entre os tamanhos dos elementos, onde d é a dimensio do problema. Designando
por N os nés da malha fina Q7 observa-se que N?* nio ests contido em N”. Esta
condicdo define o que é denominado na literatura como malhas nio-aninhadas {(non-
nested meshes).
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Figura 4. Restricdo ponderada de uma fungio da malha fina Q" para a malha grossa® (2"

Extensao dos operadores para malhas nao-aninhadas

Supondo que um problema bidimensional seja resolvido pelo MEF empregando
triangulos lineares, definem-se os operadores de restricio e pronlogamento utilizando
as fungbes de forma dos elementos, dadas em coordenadas de drea A;(i = 1,2,3).
A Figura 5 apresenta duas malhas triangulares permitindo observar a forma dos
operadores. De maneira geral, basta identificar para cada né fino I, o tridngulo
grosso Ty contedno I. A partir dai, determinam-se as cooredenadas de 4rea do né
I, tomando-se o elemento Tj,.

r
Malha Grossa Malha Fina
3 ' rs

Restri¢édo Prolongamento

Figura 5. Operadores de restrigio e interpolacdo para malhas 2D nio-aninhadas

Inicialmente, deseja-se projetar o residuo da malha fina para a grossa.
Considerando a notagéo utilizada na Figura 5, o operador de restricio determina o
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residuo em cada né do tridngulo T}, a partir da contribui¢do dos residuos dos nds finos
presentes em T,. Logo

Ny
rt = 2t = ZA{rg’ i=1,2,3 (7)
=1

onde Ny ¢ o numero de nés finos I, com respectivo residuo r! e coordenadas A7, contidos
no tridngulo da malha grossa 7.

Analogamente, para mapear o erro da malha grossa para a fina basta utilizar uma
interpolacao via as funcoes de forma de 7,. Logo

3
ef =Ije™ =" Alé (8)
=1

Observa-se¢ que a extensdo destes operadores para problemas tridimensionais
empregando tetraedros lineares é andloga, devendo-se usar as coordenadas de volume
Vii=1,...,4). v

A possibilidade de utilizar malhas naoc-estruturadas permite uma maior
flexibilidade na aplicacdo dos algoritmos multigrid, principalmente para dominios
complexos onde a geracao da malha torna-se trabalhosa ao se impor uma fator fixo de
27¢% no tamanho dos elementos entre malhas consecutivas. Porém, no caso de malhas
nio-estruturadas este fator deve estar préximo 27¢ visando garantir a convergéncia do
algoritmo. Uma dedugao variacional dos operadores e aspectos de convergéncia estio
apresentados em”.

ESTRATEGIAS MULTIGRID

A vpartir da definigdo dos operadores de transferéncia, pode-se reescrever a
estratégia de corre¢do de malha grossa (CMG) como®

v« CMG(v", b

Tterar v; vezes em A*u” = b na malha Q" com aproximagio inicial v*
Calcular r?* = I?#(bh — APvh)

Resolver a equacio A%re?t = r?h em Q20

Corrigir a aproximacio da malha fina vh « v + Lﬁ‘he%

Iterar vy vezes em APu” = b” na malha Q" com aproximacio inicial v*

Portanto, itera-se 17, vezes na malha fina até que a taxa de descrescimento do
erro se estabilize. Calcula-se o residuo na aproximacdo v* em Q" e transfere-se o
mesmo, através do operador de restricio I2*, para a malha grossa 02", Determina-se
a solugdo €2 da equacdo do residuo e aplica-se o operador de pronlogamento I, para
corrigir a solugdo corrente v» em Q”. Executam-se entdo v, iteragdes para eliminar as
componentes oscilatérias de v7.
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Alguns comentdrios podem ser feitos sobre a estratégia de correcio definida:

e em relacdo ao nimero de pré e pés-relaxacoes 11 e vo, estabelecem-se valores fixos
para os mesmos no inicic do algoritmo. Qutra possibilidade é utilizar um critério
adaptével onde se calcula a norma do residuo apds cada iteragdo. Caso entre duas
iteragdes sucessivas ndo se verificar uma queda em torno de 60 % na norma de r’**
em Q™ deve-se passar para a préxima malha?;

¢ 0 termo A?" indica a representacdo na malha Q%" da matriz A*. Para malhas
aninhadas, tem-se uma propriedade variacional relacionando estas matrizes®

A =AM, B =c(If)T ceR (9)

Para malhas nio-aninhadas, deve-se calcular para cada malha Q™ a matriz A™
correspondente através do método usado na solugdo do problema;

e a equagdo de residuo na malha grossa A%?e?* = r?* ¢ ansloga ao sistema
APul = b em Q". Assim, torna-se vidvel aplicar o mesmo esquema de correcio
anterior utilizando agora uma malha Q**. Este procedimento pode ser aplicado
sucessivamente chagando-se a um algoritmo recursivo onde a malha mais grossa,
possuindo um niimero menor de variaveis, é resolvida de forma direta.

A recursividade na estratégia de corregdo da malha grossa permite definir uma,
familia de métodos multigrid, denominada Ciclos i, dada por®

vh «— Muh(v* bh)

1. Tterar v; vezes em AMu” = b" com aproximacéo inicial v
2. Se Q" = malha mais grossa — passo 4

Sendo b?" « It (b" — Ahvh)

vh 0

v Mph (v by vezes

3. Corrigir v* v 4 1% v2h

4. Tterar vy vezes em A"u” = b" com aproximaco inicial v/

Na notacfio usada, v?* indica a solucdo da equacdo do residuo e?*, da mesma

maneira b?" ¢ utilizando ao invés de r?", pois os mesmos s&o termos independentes dos
sistemas de equac¢des envolvidos.

Para vy = 1, tem-se o Ciclo 1 = V, o qual partindo da malha mais fina alcanga a
malha mais grossa mapeando o residuo entre as malhas, retornando para a malha mais
fina aplicando as correcdes em cada nivel. Para 1y = 2, define-se o Ciclo u = W que
juntamente com o esquema V estao ilustrados na Figura 6.

No entanto, as estratégias multigrid apresentadas ndo incorporam o conceito de
iteracdes aninhadas. Para isso, tem-se a estratégia FMV, onde cada ciclo V é precedido
por um ou mais ciclos V menores, conforme o valor do pardmetro vy, com o objetivo
de prover uma melhor aproximacdo inicial em cada nivel. Uma outra estratégia
denominada FMW, utiliza ciclos W menores para obter uma melhor aproximacao inicial
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para um préximo nivel, como apresentado juntamente com o procedimento FMV na
Figura 6 para vy = 1. Algumas variantes destes algoritmos podem ser empregados. Por
exemplo, ao final de um ciclo FMV, concatenam-se vérios ciclos V, sendo este esquema
denominado FMVV.

8 i Y

CicloV Ciclo W FMV

2h

4h

8h
FMW

Figura 6. Estratégias multigrid

CUSTOS DOS ESQUEMAS MULTIGRID

Torna-se fundamental determinar o custo computacional e o espago de memoria
dos algoritmos multigrid discutidos na se¢éo anterior. Em geral, o custo € representado
como o numero equivalente de iteragdes do algoritmo de relaxacao na malha fina.

Supondo que sejam empregadas N, malhas para a solu¢do de um problema por
multigrid, uma forma mais precisa para estimar o nimero de operagoes deve considerar

os seguintes itens.

Iteracoes

Excetuando a malha mais grossa, na qual aplica-se método direto de Gauss, a
demanda computacional em cada nivel ¢ serd igual ao numero total de iteragbes
realizado (NIT;) em todos os ciclos vezes o custo da iteracio (CIT;) do método numérico
empregado. Logo

Nm

> (NIT;)(CITy) (10)

i=2
Utilizando como esquema de relaxagao o algoritmo de Gauss-Seidel tem-se que CIT; =
N;(2m; — 1), onde N; e m; denotam respectivamente o nimero de equagdes € 0 numero
médio de elementos por linha na matriz esparsa da malha i.
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Solucao direta na malha grossa

Neste caso, deve-se fatorar a matriz A uma tUnica vez e empregar processos
de substituicdo sempre que a malha mais grossa for visitada. Portanto, o custo
computacional destes procedimentos é dado por?®

a

Ny
> mI(ml +3)| + 2N (m1 — )ny (11)
=1

onde mfj = m; — 1 e n; representa o numero total de vezes que a técnica multigrid
utilizada passou pelo nivel 1. Por exemplo, para um ciclo W tem-se n; = 4.

Operadores

A partir da Figura 5, no caso de problemas bidimensionais e tridngulos lineares,
observa-se que em cada equacdo de um né fino I sdo necessdrias 3 multiplicagdes para,
mapear o residuo ou a corregdo nos respectivos operadores. Portanto, tem-se um custo
de 3N; operagdes em cada nivel ¢ sempre que uma restricio ou um pronlogamento é
executado. Para casos tridimensionais, como os tetraedros lineares possuem 4 nés, o
custo passa a ser de 4 N;.

Denotando n! e n? como o nimero total de operagdes de restricio e pronlogamento
executados nos ciclos da estratégia multigrid, o custo dos operadores é dado por
N’n’L
NnosZNi(nzr —}-’I’Lf) (12)
=2

sendo Npes 0 niimero de nds do elemento, 3 para tridngulos e 4 para tetraedros.

Calculo do residuo

Ao se aplicar o operador de restri¢do entre as malhas 7 a 1 — 1, deve-se calcular o
residuo r; demandando N;(2m; — 1) operagbes. Assim, para todos os niveis, tem-se o
seguinte custo

N,
> Ni(2m; - 1)n] (13)
=2

Observa-se que o célculo do residuo é igual a uma iteracdo do método de Gauss-
Seidel no mesmo nivel 7. Neste sentido, a estratégia de correcao adaptdvel discutida
anteriormente nao € interessante, pois o calculo do residuo a cada iteracdo do esquema
de relaxagdo demanda um esfor¢o equivalente ao da prépria iteragio.

O nimero de operagdes total para a solugao de um sistema de equagdes via técnicas
multigrid em malhas ndo-aninhadas é igual a soma das expressées (10) a (13). Para
se obter o niimero equivalente de iteragdes na malha fina, basta dividir o valor obtido
pelo custo de uma iteragdo do esquema de relaxacéo utilizado.

No que se refere ao espago de memdria, tem-se uma demanda computacional
superior em relagdo aos métodos iterativos®, ndo apenas pelo fato de se trabalhar
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com véarias malhas, mas também pela necessidade de se armazenar informacoes
auxiliares utilizadas nos operadores de restricao e pronlogamento, tais como incidéncia
e numeracao das varidveis. Desta forma, deve-se contabilizar o espaco de meméria para
08 seguintes paradmetros:

Matrizes + vetores

Neste caso, consideram-se as matrizes e os vetores dos sistemas de equagoes de
cada malha. Para um nivel 4, tem-se um total de N;(m; + 2) posigdes de memdria,
além do espago nf"* dos vetores auxiliares do esquema de relaxagio empregado. Por
exemplo, para 0 método de Gauss-Seidel em matrizes esparsas € necessirio mais um
vetor fazendo ni“* = N; (ref.23). Logo, de forma geral o nimero de posi¢des de ponto
flutuante é dado por

N

aux
Y [Ni(my + 2) + i) (14)
=1

Tabelas de mapeamento

Para aplicar os operadores de transférencia, deve-se conhecer para cada né fino I,
o tridngulo da malha grossa que o contém e neste elemento o valor das coordenadas
de 4rea (A1, Az, A3) do nd I. Por exemplo, supondo que o né fino 100 estd contido no
tridngulo 32 e possui coordenadas de drea (0,1; 0,5; 0,4) armazenam-se os seguintes
dados

32 0,1 0,5

onde emprega-se a relagdo Az =1 — 4 — As.

Observa-se que o nimero do elemento, armazenado como um inteiro, requer a
metade do nimero de bytes de cada coordenada, considerada como um termo de
precisdo dupla. Logo, no total sio necessirias 2,5 posicoes de ponto flutuante. No
caso tridimensional, tem-se 4 coordenadas de volume V;(i = 1,...,4) resultando um
total de 3,5 posicdes.

Portanto, estas tabelas necessitam do seguinte espaco de precisao dupla

Ny,
ng» NP ny;=2,5 ou ny=3,5 (15)

onde N é o ntimero total de nés da malha 3.

Equacoes

Armazena-se para cada né, a numeragio das suas varidveis. Para problemas
eldsticos bi e tridimensionais, tem-se, respectivamente, 2 e 3 varidveis em cada no,
resultando em
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No
neg 3. NP (16
=1

posi¢des de precisdo dupla com neq = 1 e neg = 1,5, respectivamente para problemas
planos e espaciais.
Incidéncia

Da mesma forma, armazena-se a incidéncia de cada elemento necessitando o
seguinte nimero de posicdes de precisao dupla

Ny
1
nmcszs (17)
i=1
sendo Nfzs o ntmero de elementos da malha i; com njpe = 1,5 € nipe = 2,

respectivamente para problemas bi e tridimensionais.

O espago de memoria total é dado pela soma das expressées (14) a (17), lembrando-
se que o valor obtido deve ser multiplicado pelo fator '10%4 para se ter resultados em
Kbytes.

RESULTADOS

Visando avaliar o desempenho dos algoritmos multigrid, tomaram-se exemplos
elasticos planos e espaciais apresentados a seguir. Primeiramente, consideram-se
0s casos planos de uma placa com furo e um problema de fratura discutidos em?®,
empregando malhas com tridngulos lineares. Posteriormente, analisa-se uma viga em
balanco, discretizada com tetraedros lineares.

Procurou-se realizar uma comparacao entre os métodos multigrid, direto, e
iterativos baseados em gradiente conjugado (GC), incluindo algumas versdes com pré-
condicionadores apresentados em®: diagonal (GCD), com matrizes de particdo SSOR
(GCGS) e Gauss-Seidel simétrico (GCGS). Todos os algoritmos foram implementados
em C!17 considerando armazenamento em matriz esparsa?, e incorporados a uma base
de programas disponivel®. Observa-se que para todos os métodos, indica-se o nimero
equivalente de iteragdes (NIT) de malha fina.

Para o método GCGS e algoritmos multigrid, utilizou-se o critério de convergéncia

(n). .
ety = HAuH'sz blla ¢ com precisdo £ = 10™%. Nos esquemas multigrid, as relaxagdes

foram efetuadas pelo método de Gauss-Seidel.
Para comparar as solugbes obtidas pelos métodos de Gauss (ug;,), iterativos (u;se)
e multigrid (u,,,), consideraram-se os seguintes erros relativos

dir/ite“2 _ lagir —itel2

He dz"r/mg”2 _ HudiT—u'mngQ ite/mgy| . _ ”uite_quHQ
T
lgir |2

= el el =
(18)

]
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Placa com furo e problema de fratura

M.L. BITTENCOURT E R.A. FELJOO

Nesta secdo, analisam-se os exemplos de placa com furo e de fratura analisados
em®. Empregaram-se elementos lineares nas 4 malhas consideradas, estando as mesmas
ilustradas nas Figuras 7 e 8, respectivamente, para a placa com furo e fratura. Da

mesma maneira, os atributos das malhas estdo dados na Tabela I.

Placa com furo
Malha | Nés | Elementos | Equagdes | NElems® [ mZ7 | NElemsts, | myy,
1 38 57 64 593 9,3 381 6,0
2 121 206 220 3504 15,9 1471 6,7
3 445 817 846 21620 25,6 5985 7,1
4 1679 3215 3272 126794 38,8 23833 7,3
Fratura
Malha | Nés | Elementos | Equagdes | NElems®" m® | NElemse | mie
1 51 80 89 911 10,2 555 6,2
2 170 299 317 5607 17,7 2171 6,8
3 626 1171 1207 32422 26,9 8647 7,2
4 2383 4608 4679 204249 43,7 34312 7,3

Tabela 1. Atributos das malhas para os problemas de placa com furo e fratura
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Figura 8. Malhas com elementos lineares para o problema de fratura
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As Tabelas II e IIT apresentam os resultados da aplicacdo dos métodos direto de
Gauss, iterativo GCGS e multigrid a estes dois problemas. Os pardmetros NElemsg,,

i
€ Mg,

(i = ite,dir) representam, respectivamente, o nimero total de coeficientes e o

niimero médio de elementos por linha na matriz esparsa, para os casos de métodos
direto (i = dir) e iterativo/multigrid (i = ite).

Método | NIT | Ciclos vy, 14, V2 ||ef"/““"||2 Hegir/mgl]g Heite/mgllg
Gauss 99 - - - -
GCGS | 208 - 8,72 x 1078 - -
FMV 34 4,1,1,1 - 4,71 x107% | 1,01 x107°
32 3,1,2,1 - 1,12 x 10™° | 1,47 x 10~°
42 3,2,1,1 - 1,06 x 1075 | 8,85 x 1076
35 2,221 - 1,09 x 107> | 1,44 x 107°
FMVV 38 81,1,1 - 2,05 x 107° | 2,28 x 107°
37 6,1,2,1 - 2,82 x 107° | 3,01 x 107°
35 7,2,1,1 - 2,55 x 107° | 2,74 x 107
39 6,2,2,1 - 1,74 x 107> | 2,00 x 107°
FMW 41 41,11 - 2,52 x 1077 | 8,72 x107°
39 3,1,2,1 - 3,97 x 1077 | 8,73 x 1076
34 2,2,1,1 - 1,12 x107% | 8,80 x 10~
44 2,2,2,1 - 2,19 x 1078 | 8,73 x 107
Tabela II. Resultados para a placa com furo
Método | NIT | Ciclos vo, v1, v2 | |lef/®|y | [e&/™9), |[eitelma)|,
Gauss 130 - - - -
GCGS | 273 - 1,37 x 107° - —
FMV 43 5,1,1,1 - 3,09 x-10°% | 1,51 x 107°
39 4,12,1 - 8,76 x 1076 | 1,86 x 1075
42 3,2,1,1 - 4,45 %1078 | 1,58 x107°
47 3,2,2,1 - 2,78 x 1078 | 1,49 x 107°
FMVV 43 9,1,1,1 — 2,56 x 10~ | 3,30 x 107>
44 9,1,2,1 - 2,08 x 107> | 2,86 x 107°
44 9,2,1,1 - 1,40 x 1072 | 2,28 x 1075
41 8,2,2,1 - 2,42 x 107% | 3,17 x 1075
FMW 41 4,1,1,1 — 1,77 x 107% | 1,44 x 107°
38 3,1,2,1 - 3,43 x107% | 1,52 x 107°
54 3,2,1,1 - 2,22 x 1077 | 1,38 x 107°
43 2,2,2.1 — 1,69 x 1076 | 1,44 x 107°

Tabela III. Resultados para o problema de fratura
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Os resultados em termos do nimero de operagoes em MFlop e espago de memdria
em Kbytes, para escala logaritmica, estao ilustrados na Figuras 9 e 10, indicando-se
entre colchetes os coeficientes angulares das retas ajustadas. Nao se utilizou nenhum

estimador de erro para refinar as malhas, apenas reduzindo-se pela metade o tamanho
dos elementos.

o

—_
o
i
(=]
w

—
o-

A

I=}

Memoria (Kbytes)
o

Numero de operacoes (MFlop)
[ N

107} +GCGS (1,81) 10 * Multigrd [1,07]
o Gauss [1,76) o Gauss [1,34)
*FMV(3,1,2,1)[1,41] +GCGS (1,03}
10° : : 10° s '
10' 10° 10° 10* 10' 10° 10° 10’
Numero de equacoes Numero de equacoes

Figura 9. Niumero de operagoes e espago de memodria para os métodos de Gauss,
GCGS e Multigrid para a placa com furo
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g 10°} 3
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o 4 ]
g0y § .
9 S10%
g * Multigrid {1,06]
2 10'2 L +GCGS[1 53] 0 Gauss [1,34)
0 Gauss 1,77] +GCGS[1,03]
. *EMW(3, 1,2, 1) [1 45] ‘ ‘
10 : : 10 = 3 ‘
10' 10° 10° 10' 10' 10 10 10
Numero de equacoes Numero de equacoes

Figura 10. Nimero de operacdes e espaco de memoria para os métodos de Gauss,
GCGS e Multigrid para o problema de fratura
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Viga em balanco

A Figura 11 ilustra uma viga em balan¢o com suas dimensoes e o carregamento
aplicado, além das quatro malhas geradas com tetraedros lineares, estando as
caracteristicas das mesmas indicadas na Tabela IV.

Malha | Nés | Elementos | Equagbes | m% | NElems¥? | mi¢ | NElemse
1 25 921 963 40,0 38511 | 16,0 15444
2 1130 3922 3279 81,2 266226 | 17,6 57804
3 3024 11813 8724 | 164,2 | 1432572 | 18,6 162276
4 8633 37976 24606 | 361,9 | 8904168 | 196 | 482364

Tabela IV. Atributos das malhas de viga em balanco
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Figura 11. Malhas geradas para a viga em balango (E = 1,0 x 10%; v =0, 3)
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Para a solucdo deste problema, aplicaram-se os algoritmos iterativos GC, GCD,
GCSS e GCGS, além do método de Gauss e estratégias multigrid. Na Tabela V, tem-se
0 numero equivalente de iteragGes na malha fina para todos os algoritmos utilizados,
sendo ainda indicados os erros relativos da expressao (18). As Figuras 12 e 13 contém

Método | NIT | Ciclos vo, v1, va | [y | /™)y | |Ie?/™|,
Gauss 4345 - - -

GC 2361 - - -
GCD 1279 - - - -
GCSS 844 - - -
GCGS 672 —~ 3,19 x 1078 - -
FMV 89 9,1,1,1 - 2,80 x 1076 | 2,80 x 107

105 8,1,2,1 - 3,77 x 1075 | 3,77 x 1076

98 6,2,1,1 - 9,83 x10°7 | 9,84 x 107

108 5,2,2,1 - 3,40 x 1076 | 3,40 x 107

FMW 101 8,1,1,1 - 5,74 x 1078 | 6,60 x 1078
100 6,1,2,1 - 1,76 x 1077 | 1,79 x 10°7

111 5,2,1,1 - 3,59 x 1078 | 4,82 x 1078

116 4,2,2,1 - 4,06 x 1078 | 5,18 x 107%

FMVV 117 25.1,1,1 - 1,28 x107° | 1,28 x107°
140 23,1,2,1 — 1,67 x 10~° | 1,67 x 107°

115 23,2,1,1 - 1,17 x107% | 1,17 x 107°

137 21,2,2,1 — 1,53 x107° | 1,53 x 10~°

Numero de operacoes (MFlop)

Tabela V. Resultados para a viga em balango

-*-GC[1,50]
-+-GCD [1,37)
x GCSS [1,34]

0 GCGS [1,35)
+ Gauss [2,57]
*FMV(9, 1,1, 1) [1,39)

10 “10°

10* 10°

Numero de equacoes

Figura 12. Numero de operagbes (MFlop) para os métodos de Gauss, GC, GCD,
GCSS, GCGS e FMV (9,1,1,1) na viga em balanco
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o Gauss {1,67]
* Muttigrid [0,97]
+ GCGS [1,05]
-1
10 * *
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Numero de equacoes

Figura 13. Espaco de memodria (Mbytes) para os métodos de Gauss, iterativos e
multigrid na viga em balanco

os graficos em -escala logaritmica com o comportamento em termos do numero de
operagoes e espago de memdria para os métodos empregados, estando indicados os
coeficientes das retas ajustadas.

DISCUSSAO DOS RESULTADOS

A vpartir dos resultados obtidos para os problemas analisados, observa-se que:

o Nos casos da placa com furo e fratura, a partir das Tabelas IT e 111, verifica-se que
os procedimentos FMV, FMVV e FMW possuem um comportamento semelhante
entre si, sendo as performances bem superiores aos métodos de Gauss e GCGS,
tomando-se o nimero equivalente de iteracoes de malha fina, assim como as
Figuras 9 e 10. No entanto, no caso de FMVV tem-se um numero maior de ciclos
para se atingir um mesmo condicionamento numérico. Em relagdo ao ntimero de
pré-relaxacoes, tanto 1 = 1 como vy = 2 mostraram-se razodveis, observando-se
que para este tltimo caso foi possivel reduzir, na maioria dos casos, o niimero total
de ciclos. Esta mesma observagao se aplica ao se utilizar vy = 2. No que se refere ao
espaco de memoria, as estratégias multigrid sdo, nestes casos, superiores ao método
de Gauss, pois demandam menos memdria como pode ser visto nas Figuras 9 ¢ 10.
Os coeficientes angulares das retas de nimero de operagbes para as estratégias
multigrid sdo inferiores em relagido aqueles dos procedimentos de Gauss e GCGS.
No que se refere ao espago de memdria, os coeficientes de multigrid e GCGS séo
praticamente iguais, sendo inferiores ao método de Gauss e préximos de 1 nos
exemplos de placa com furo e fratura.

e As estratégias multigrid baseadas em FMV e FMW sdo superiores em relacao
a FMVYV, necessitando um menor ntimero de ciclos para atingir a precisdo
especificada.
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e Para problemas tridimensionais, torna-se interessante aplicar técnicas iterativas

Y —
(=] (=]

3,

—
o'

Numero de operacoes (MFlop)

=3

]

devido a menor demanda em termos de memdria. A aceleragio via procedimentos
multigrid mostra-se bastante superior aos métodos de gradiente conjugado em
relagdo ao numero de operagoes. O espago de memoria acrescentado pelos métodos
multigrid nao é tao sensivel, permitindo que todos os dados necessirios sejam
carregados na memdria principal.

Logo, como conclusao verifica-se que sem didvidas as estratégias multigrid
mostram-se bastante superiores aos algoritmos iterativos baseados em gradiente
conjugado, e consequentemente também em relacdo ao método direto de Gauss
para a classe de problemas analisados.

De forma geral, tanto para casos bi e tridimensionais, torna-se essencial ter
ferramentas de geracao de malhas, para o tratamento efetivo de problemas com
multigrid ndo-aninhado.

O comportamento médio dos métodos de Gauss, GCGS e multigrid, tomando
os resultados obtidos nos exemplos apresentados e outros dados em?, estdo
dados na Figura 14a) e b), respectivamente, para casos bi e tridimensionais.
O comportamento geral é semelhante ao ja indicado. No entanto, para multigrid em
problemas tridimensionais, obteve-se o niimero de operacoes variando linearmente
com 0 numero de equagoes.

Desta forma, mesmo tomando o comportamento médio, alcangou-se um custo
de solugdo da ordem O(N), para um numero de equagdes inferior a 100.000, em
malhas nio-aninhadas, comprovando assim os resultados tedricos previstos para os
métodos multigrid.
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+ Gauss (2,48]
0 GCGS [1,18)
* Multigrid [0,96]

0 GCGS [1,53]
+ Gauss [1,77]
* Multigrid {1,63}
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3 4 5
10’ 10° 10° 10* 10 10 10
Numero de equacoes Numero de equacoes

a) b)

Figura 14. Nimero de operagbes (MFlop) para os métodos de Gauss, GCGS ¢
Multigrid: a) exemplos bidimensionais; ¢) exemplos tridimensionais



METODOS MULTIGRID EM MALHAS NAO-ANINHADAS 23

s Observa-se que a sequéncia de malhas para os métodos multigrid pode ser obtida

aplicando-se estimadores de erro, definindo-se estratégias multigrid adaptéveis
como apresentado em?,
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