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Neste trabalho apresentam-se conceitos de métodos multigrid aplicados a problemas 
elásticos lineares. Consideram-se exemplos bi e tridimensionais com malhas nao-estruturadas 
e nao-aninhadas. Tradicionalmente, os métodos multigrid t6m sido utilizados com malhas 
aninhadas devido a maior simplicidade dos operadores de transferencia. No entanto, para 
modelar problemas de engenharia, a aplicaqáo de malhas nao-estruturadas é mais conveniente. 
Comparaqóes com métodos diretos e iterativos sao apresentados, estendendo os resultados 
dados em3. 

MULTIGRID METHODS IN NON-NESTED MESHES APPLIED TO 
ELASTIC PROBLEMS 

SUMMARY 

In this paper, multigrid methods applied to linear elastic problems are presented, taking two 
and three dimensional examples modelled by non-structured and no-nested meshes. Generally, 
the multigrid methods have been used with nested meshes which simplify the transfer operators. 
However, to  model engineering problems non-structured meshes are more suitable. Comparisons 
with direct and iterative methods are presented, extending the results indicated in3. 
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Em geral, na aplicacao do Método de Elementos Finitos (MEF) para a solu@io 
de problemas de engenharia, é necessário resolver um sistema de equacoes de seguinte 
forma 

onde a matriz A N x N  é em geral simétrica e positiva-definida (SPD);  UN^ 1 e b N x  S ~ Q  

os vetores das incógnitas e termos independentes, respectivamente. 
Para resolver o sistema ( l ) ,  pode-se empregar métodos diretos e iterativos. A 

aplicacao destes algoritmos para problemas elásticos lineares está apresentada em3. 
Uma outra técnica empregada na resoluciio de sistemas de equacoes siio os métodos 
m ~ l t i g r i d ' ~ ~ ~ ~ ,  OS quais proporcionam uma maior taxa de convergencia dos métodos 
iterativos, atingindo uma ordem linear O(N) para N grande. 

Basicamente, os métodos multigrid consideram uma sequencia de malhas para 
a solucfio do sistema de equacoes. O objetivo é resolver o problema na malha fina 
empregando as demais malhas como esquemas de correcao . Tal fato é empregado 
devido a propiedade espectral dos métodos iterativos estacionários, onde os modos de 
alta frequencia do erro de aproximacao sao eliminados nas primeiras iteracoes através 
do algoritmo de relaxacao empregado. 

Observa-se que tradicionalmente os métodos multigrid tem sido aplicados em 
malhas denominadas aninhadas, ou seja, os nós de uma malha grossa estiio sempre 
presentes na malha fina subsequente, como ilustrado na Figura la). Esta propriedade 
permite simplificar a forma dos operadores para a transferencia de informacoes entre 
malhas. No entanto, os problemas de engenharia posssuem domínios com contornos 
complexos dificultando a obtencáo de malhas aninhadas. Para contornar esta limitagiio, 
empregam-se malhas nao-aninhadas, como também mostrado na Figura lb).  



principais dos métodos multigrid, tais como iteracóes aninhadas, correcáo de malha 
grossa e operadores de transferencia. Posteriormente, abordam-se várias estratégias 
multigrid e o custo computacional associado. Finalmente, apresentam-se os resultados 
da aplicacáo dos métodos multigrid a problemas elásticos bi e tridimensionais, 
comparando-se a performance em termos do número de operacóes e espaco de memória, 
corn os procedimentos de Gauss e iterativos baseados em gradiente conjugado. 

Visando estudar o comportamento dos métodos iterativos básicos, toma-se o PVC 
unidimensional homogeneo -utt(x) = O (O < x < 1) corn condicoes de contorno 
homogeneas5 u(0) = u(1) = 0. 

Empregando o método de diferencas finitas ao PVC anterior, o domínio do 
problema é particionado em N subintervalos pelas coordenadas x j  = j h  definindo 
uma malha f l h ,  corn o tamanho do elemento h = $. Em cada um dos N - 1 pontos 

1 interiores, introduz-se uma aproximacáo de segunda ordem hz ( -~ j - i  + 2uj - uj+i = 
O (1 5 j 5 N - 1) corn u0 = UN = O, originando um sistema Au = O .  Como o sistema é 
homogGneo, e tomando-se uma aproximacáo inicial arbitrária v ,  a solucáo exata u = O 
é conhecida e o erro algébrico é simplesmente e = -v. 

Adota-se como soluqáo inicial v os vetores ou modos de Fourier y = sin (g) (O < 
j 5 N )  (1 5 k 5 N - 1). O índice j denota a componente do vetor vk, onde k é o 
número de onda representando a quantidade de meio-senos presentes em vk. Observa- 
se que valores pequenos de k correspondem a ondas longas e suaves, enquanto valores 
maiores estáo relacionados a modos altamente oscilatórios. 

Utiliza-se o método de Jacobi5 ponderado corn coeficiente de relaxacáo w = 213 
numa malha corn N = 64. Empregam-se as aproximacóes iniciais VI, vs e v~ 
executando 100 iteracoes. Em cada passo, calcula-se a norma infinita do erro Ilellm. A 
Figura 2a) ilustra o logaritmo do erro em funcáo do número de iteracoes. Verifica-se 
um decrescimento linear do erro, sendo a taxa mais pronunciada para números de onda 
maiores. 

Em geral, a aproximacáo inicial contém componentes de vários vetores de Fourier. 
Assim na Figura 2b), tem-se a norma do erro Ilellm para uma solucáo inicial dada 
pela soma dos modos de baixa (k = l), média (k = 6) e alta (k = 32) frequencias. 
Neste caso, observa-se uma queda acentuada do erro nas 5 primeiras relaxacoes e uma 
estagnaqiio na taxa de decrescimento nas demais iteracoes. 

Os modos de Fourier podem ser classificados como modos suaves ou de baixa 
frequincia para 1 5 k 5 N/2 ou como modos oscilatórios ou de alta frequincia para 
N/2 5 k 5 N - 1. Assim, na Figura 2b), o descrescimento inicial corresponde a 
rápida eliminacáo dos modos oscilatórios, enquanto os modos suaves implicam num 
desrescimento menor da norma do erro. 

Esta é uma propriedade típica dos métodos estacionários, ou seja, observa-se 
uma rápida convergencia quando o erro possui componentes de alta frequencia. Da 
mesma maneira, tem-se uma baixa performance na eliminaciio das componentes suaves, 
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Figura 2. Norma infinita do erro para cada iteracgo com soluc6es iniciais5: 
a ) v = v l ,  V = V Q ,  v = v ~ ;  b ) v + + ( v 1 + v 6 + v 3 2 )  

degradando a performance destes métodos. Denomina-se esta característica como 
propriedade de suavizapio5. 

As técnicas multigrid procuram evitar esta limitacáo dos algoritmos estacionários, 
empregando os elementos discutidos na próxima secáo. A funcáo dos métodos iterativos 
é eliminar em cada malha as componentes oscilatórias do erro através de algumas poucas 
iteracoes. 

Portanto, ao se verificar uma estagnacáo no algoritmo de relaxacáo na malha fina, 
indicando que as componentes oscilatórias foram eliminadas, restando apenas os modos 
suaves, deve-se passar para a malha grossa. Desta forma, os modos suaves projetados 
da malha fina tornam-se oscilatórios, sendo eficientemente eliminados através de 
relaxacoes. Aplicam-se esquemas de relaxaciio simples como Jacobi e Gauss-Seidel, 
pois nao se procura alcancar a convergencia em cada malha, mas sim a soluciio do 
problema proposto utilizando várias malhas. 

Iteracoes aninhadas 

Uma forma de aumentar a performance de um esquema de relaxaciio é empregar 
uma melhor aproximaciio inicial, obtida por exemplo através de iteracoes numa malha 
grossa. Como esta malha possui um número menor de variáveis, tem-se um menor 
custo computacional em relac5.0 a uma iteraciio realizada na malha mais fina flh. 

Assim, a seguinte estratégia, denominada iteraqoes aninhadas, permite obter uma 
melhor aproximaciio inicial para a malha mais fina5. 



Iterar em Au = b na malha mais grossa 

Iterar em A u  = b na malha R4h para obter uma aproximaciio inicial para R2h 
Iterar em A u  = b na malha R~~ para obter uma aproximaciio inicial para Rh 
Iterar em A u  = b na malha mais fina flh para obter uma aproximaciio final 
para a soluciio u 

Esta estratégia niio garante que ao final, a soluciio em Rh nao contenha 
componentes suaves. A possibilidade de empregar a correcao do erro proviene das 
malhas grossas evita esta limitaciio. 

Correqiio d e  malha grossa 

Verifica-se que relaxar na equaciio original Au  = b, com uma aproximacao v,  é 
equivalente a relaxar na equaciio do resíduo Ae = r, com aproximaciio inicial e = O .  A 
partir deste fato, propoe-se incorporar a equacao de resíduo para relaxar sobre o erro, 
permitindo definir o procedimento de correcao de malha grossa da seguinte maneira 

Iterar em A u  = b na malha Rh para obter uma aproximacao vh 
Calcular r = b -  AV^ 
Iterar na equaqiio Ae  = r em R~~ determinando uma aproximaciio e2h 
Corrigir a aproximacao obtida em Rh com o erro estimado em R ~ ~ :  vh t vh + e2h 

Portanto, após relaxar na malha fina Rh até que a convergencia se deteriore, 
passa-se a iterar na equaciio de resíduo numa malha mais grossa R2h, obtendo-se uma 
aproximaciio para o erro, a qual corrige a soluciio na malha fina. 

Operadores d e  transferencia entre malhas 

Os elementos discutidos nas secóes anteriores revelam a necessidade de operadores 
para transferir informacoes entre as malhas. Inicialmente, assume-se que a malha grossa 
está contida na malha fina, ou seja, esta0 aninhadas (nested meshes) .  

O primeiro operador transfere funcoes da malha grossa f12h para a malha fina Rh, 
sendo denominado operador de interpolap!io ou pronlogamento e denotado por 12~. E 
empregado para se passar o erro e2h ou aproximacáo inicial v2h da malha grossa para 
a fina. Logo 



A Figura 3 mostra o esquema de interpolaciio linear. Para o caso unidimensional 
tem-se 

h 2h ~ < j < - - 1  N v2j = vj 
2 

1 
v2j+1 = -("jh = 2h { 2 ~ j + l )  

Figura 3. Interpolacao linear de urna funqao da malha grossa Q Z h  para a malha fina Qh5 

O segundo operador Iih transforma funcoes da malha fina IRh para a grossa IR2h, 
como ao se projetar o resíduo rh em IR2h,  sendo conhecido como operador de  restripio 
e denotado por 

Iih : f l h  -+ ~1~~ 

V h  + V2h = IihVh (4) 

O tipo de restriciio mais simples em malhas aninhadas é o operador injetivo 

h v,'h = v2j ( 5 )  

ou seja, os pontos da malha grossa assumem os valores correspondentes da malha fina. 
Uma outra forma de restricáo emprega uma ponderacáo, como ilustrado na 

Figura 4, sendo dado por 

1 h  h h  N 
= -(uijpl + 2 q j  + v2j+l) 1 < j  < - - 1 4 2 ( 6 )  

No entanto, neste trabalho, considera-se que uma malha grossa nao está 
necesariamente contida na malha fina seguinte, ou seja, nao se tem uma relaciio fixa de 
2-* entre os tamanhos dos elementos, onde d é a dimensiio do problema. Designando 
por Nh os nós da malha fina flh, observa-se que náo está contido em Nh.  Esta 
condicáo define o que é denominado na literatura como malhas nao-aninhadas (non- 
nested meshes). 
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Figura 4. Restriciio ponderada de uma funqiio da maiha fina Clh para a malha grossa5 ClZh 

Extensao dos operadores para malhas nao-aninhadas 

Supondo que um problema bidimensional seja resolvido pelo MEF empregando 
triangulos lineares, definem-se os operadores de restriciio e pronlogamento utilizando 
as funcoes de forma dos elementos, dadas em coordenadas de área Ai(i = 1 ,2 ,3 ) .  
A Figura 5 apresenta duas malhas triangulares permitindo observar a forma dos 
operadores. De maneira geral, basta identificar para cada nó fino 1, o triiingulo 
grosso Tg contedno I .  A partir daí, determinam-se as cooredenadas de área do nó 
1, tomando-se o elemento Tg. 

me - - 
r 

Malha Grossa Malha Fina Fina + Grossa 

A2 A g ,.c ' 

; I  
1 9.- Ap.@ r 1  r2 e' e 

* - >  

Tg Restricáo Prolongamento 

Figura 5. Operadores de restriqiio e interpolaqiio para malhas 2D nao-aninhadas 

Inicialmente, deseja-se projetar o resíduo da malha fina para a grossa. 
Considerando a notaciio utilizada na Figura 5, o operador de restriciio determina o 
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resíduo em cada nó do triangulo Tg, a partir da contribuicáo dos resíduos dos nós finos 
presentes em Tg. Logo 

N.f 

r' = Ilhrh = Atr: i = 1,2,3 
1=1 

(7) 

onde N f  é o número de nós finos 1, com respectivo resíduo rr e coordenadas A', contidos 
no triangulo da malha grossa Tg. 

Analogamente, para mapear o erro da malha grossa para a fina basta utilizar urna 
interpolaqiio via as funcoes de forma de Tg. Logo 

3 

e' = Ithezh = A:el 
1=1 

(8) 

Observa-se que a extensiio destes operadores para problemas tridimensionais 
empregando tetraedros lineares é análoga, devendo-se usar as coordenadas de volume 
K(2 = 1, . . . ,  4). 

A possibilidade de utilizar malhas náo-estruturadas permite uma maior 
flexibilidade na aplicaciio dos algoritmos multigrid, principalmente para domínios 
complexos onde a geracáo da malha torna-se trabalhosa ao se impor uma fator fixo de 
2-d no tamanho dos elementos entre malhas consecutivas. Porém, no caso de malhas 
nao-estruturadas este fator deve estar próximo 2Td visando garantir a convergencia do 
algoritmo. Uma deduciio variacional dos operadores e aspectos de convergencia estáo 
apresentados em2. 

ESTRATÉGIAS MULTIGRID 

A partir da definiciio dos operadores de transferencia, pode-se reescrever a 
estratégia de correciio de malha grossa (CMG) como5 

vh t C M G ( V ~ ,  bh) 
Iterar Y vezes em Ahuh = bh na malha Rh com aproximaciio inicial vh 
Calcular rzh = I ih(bh - v 
Resolver a equacáo ~~~e~~ = rzh em R2h 
Corrigir a aproximaciio da malha fina vh t vh + Ikhe2h 
Iterar v2 vezes em Ahuh = bh na malha Rh com aproximacáo inicial vh 

Portanto, itera-se vi vezes na malha fina até que a taxa de descrescimento do 
erro se estabilize. Calcula-se o resíduo na aproximaqiio vh em Rh e transfere-se o 
mesmo, através do operador de restriciio I ih ,  para a malha grossa R2h. Determina-se 
a soluciio e2h da equaqáo do resíduo e aplica-se o operador de pronlogamento 12, para 
corrigir a soluqiio corrente vh em Rh. Executam-se entiio u:! iteracoes para eliminar as 
componentes oscilatórias de vh. 

- 
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Alguns comentários podem ser feitos sobre a estratégia de correciio definida: 

em relaciio ao número de pré e pós-relaxacoes u1 e v2, estabelecem-se valores fixos 
para os mesmos no início do algoritmo. Outra possibilidade é utilizar um critério 
adaptável onde se calcula a norma do resíduo após cada iteraciio. Caso entre duas 
iteracoes sucessivas nao se verificar uma queda em torno de 60 % na norma de rnh 
em Rnh, deve-se passar para a próxima malha4; 

a o termo indica a representaciio na malha R2h da matriz Ah.  Para malhas 
aninhadas, tem-se uma propriedade variacional relacionando estas matrizes5 

2h h h = Ih A 12h  Ilh ~ ( 1 2 ~ )  C E R  (9) 

Para malhas nao-aninhadas, deve-se calcular para cada malha Rnh a matriz Anh 
correspondente através do método usado na soluciio do problema; 

a a equaciio de resíduo na malha grossa ~~~e~~ = r2h é análoga ao sistema 
Ahuh = bh em Rh. Assim, torna-se viável aplicar o mesmo esquema de correciio 
anterior utilizando agora uma malha R4h. Este procedimento pode ser aplicado 
sucessivamente chagando-se a um algoritmo recursivo onde a malha mais grossa, 
possuindo um número menor de variáveis, é resolvida de forma direta. 

A recursividade na estratégia de correciio da malha grossa permite definir uma 
família de métodos multigrid, denominada Ciclos p,  dada por5 

vh t Mph(vh,  bh)  
1. Iterar vi vezes em Ahuh = bh com aproximaciio inicial vh  
2. Se Rh = malha mais grossa -+ passo 4 
Seniio b2h t Ilh (bh - Ah v > 
v2h t O 
v~~ t ~p~~ ( v ~ ~ ,  b2h)vo vezes 
3. Corrigir vh  t vh + ~ , h ~ v ~ ~  
4. Iterar v2 vezes em Ahuh = bh corn aproximaciio inicial vh 

Na notaciio usada, v2h indica a soluqiio da equacáo do resíduo e2h, da mesma 
maneira b2h é utilizando ao invés de r2h, pois OS mesmos siio termos independentes dos 
sistemas de equacoes envolvidos. 

Para vo = 1, tem-se o Ciclo p = V, o qual partindo da malha mais fina alcanca a 
malha mais grossa mapeando o resíduo entre as malhas, retornando para a malha mais 
fina aplicando as correcoes em cada nível. Para vo = 2, define-se o Ciclo p = W que 
juntamente com o esquema V estiio ilustrados na Figura 6. 

No entanto, as estratégias multigrid apresentadas nao incorporam o conceito de 
iteracoes aninhadas. Para isso, tem-se a estratégia FMV, onde cada ciclo V é precedido 
por um ou mais ciclos V menores, conforme o valor do parametro vo, com o objetivo 
de prover uma melhor aproximacáo inicial em cada nível. Uma outra estratégia 
denominada FMW, utiliza ciclos W menores para obter uma melhor aproximaciio inicial 



para um próximo nível, como apresentado juntamente com o procedimento FMV na 
Figura 6 para u0 = 1. Algumas variantes destes algoritmos podem ser empregados. Por 
exemplo, ao final de um ciclo FMV, concatenam-se vários ciclos V, sendo este esquema 
denominado FMVV. 

Ciclo V Ciclo W FMV 

FMW 

Figura 6. Estratégias multigrid 

CUSTOS DOS ESQUEMAS MULTIGRID 

Torna-se fundamental determinar o custo computacional e o espaco de memória 
dos algoritmos multigrid discutidos na seciio anterior. Em geral, o custo é representado 
como o número equivalente de iteracóes do algoritmo de relaxaciio na malha fina. 

Supondo que sejam empregadas N, malhas para a soluciio de um problema por 
multigrid, uma forma mais precisa para estimar o número de operacóes deve considerar 
os seguintes ítens. 

Excetuando a malha mais grossa, na qual aplica-se método direto de Gauss, a 
demanda computacional em cada nível i será igual ao número total de iteracoes 
realizado (NITi) em todos os ciclos vezes o custo da iteraciio (CITi) do método numérico 
empregado. Logo 

Utilizando como esquema de relaxaciio o algoritmo de Gauss-Seidel tem-se que CITi = 
Ni(2mi - l), onde Ni e mi denotam respectivamente o número de equacóes e o número 
médio de elementos por linha na matriz esparsa da malha i. 



Neste caso, deve-se fatorar a matriz A uma única vez e empregar processos 
de substituiciio sempre que a malha mais grossa for visitada. Portanto, o custo 
computacional destes procedimentos é dado por3 

onde m: = mi - 1 e ni representa o número total de vezes que a técnica multigrid 
utilizada passou pelo nível 1. Por exemplo, para um ciclo W tem-se ni = 4. 

A partir da Figura 5, no caso de problemas bidimensionais e triangulos lineares, 
observa-se que em cada equaciio de um nó fino 1 sáo necessárias 3 multiplicacoes para 
mapear o resíduo ou a correcáo nos respectivos operadores. Portanto, tem-se um custo 
de 3Ni operacoes em cada nível i sempre que uma restriciio ou um pronlogamento é 
executado. Para casos tridimensionais, como os tetraedros lineares possuem 4 nós, o 
custo passa a ser de 4 Ni. 

Denotando nl e ny como o número total de operacoes de restriciio e pronlogamento 
executados nos ciclos da estratégia multigrid, o custo dos operadores é dado por 

sendo N,,, o número de nós do elemento, 3 para triangulos e 4 para tetraedros. 

Cálculo do residuo 

Ao se aplicar o operador de restricáo entre as malhas i a i - 1, deve-se calcular o 
resíduo ri demandando Ni(2mi - 1) operacoes. Assim, para todos os níveis, tem-se o 
seguinte custo 

Observa-se que o cálculo do resíduo é igual a uma iteracáo do método de Gauss- 
Seidel no mesmo nível i. Neste sentido, a estratégia de correcáo adaptável discutida 
anteriormente náo é interessante, pois o cálculo do resíduo a cada iteraciio do esquema 
de relaxacáo demanda um esfor~o equivalente ao da própria iteracáo. 

O número de operacoes total para a soluciio de um sistema de equacoes via técnicas 
multigrid em malhas nao-aninhadas é igual a soma das expressoes (10) a (13). Para 
se obter o número equivalente de iteracoes na malha fina, basta dividir o valor obtido 
pelo custo de uma iteraciio do esquema de relaxaciio utilizado. 

No que se refere ao espaso de memória, tem-se uma demanda computacional 
superior em relaciio aos métodos iterativos3, niio apenas pelo fato de se trabalhar 



com várias malhas, mas também pela necessidade de se armazenar informacoes 
auxiliares utilizadas nos operadores de restriciio e pronlogamento, tais como incidencia 
e numeraqao das variáveis. Desta forma, deve-se contabilizar o espaco de memória para 
os seguintes pariimetros: 

Matrizes + vetores 

Neste caso, consideram-se as matrizes e os vetores dos sistemas de equacoes de 
cada malha. Para um nível i, tem-se um total de Ni(mi + 2) posicoes de memória, 
além do espaco n,"U" dos vetores auxiliares do esquema de relaxaqiio empregado. Por 
exemplo, para o 'método de Gauss-Seidel em matrizes esparsas é necessário mais um 
vetor fazendo nyx = Ni (ref.2)3). Logo, de forma geral o número de posicoes de ponto 
flutuante é dado por 

Para aplicar os operadores de transferencia, deve-se conhecer para cada nó fino 1, 
o triangulo da malha grossa que o contém e neste elemento o valor das coordenadas 
de área (Ai, A2, A3) do nó I .  Por exemplo, supondo que o nó fino 100 está contido no 
triiingulo 32 e possui coordenadas de área (O, 1; 0,5; 0,4) armazenam-se os seguirites 
dados 

onde emprega-se a relaqiio A3 = 1 - Al - A2. 
Observa-se que o número do elemento, armazenado como um inteiro, requer a 

metade do número de bytes de cada coordenada, considerada como um termo de 
precisiio dupla. Logo, no total siio necessárias 2,5 posicoes de ponto flutuante. No 
caso tridimensional, tem-se 4 coordenadas de volume V, (i = 1,. . . ,4) resultando um 
total de 3,5 posicoes. 

Portanto, estas tabelas necessitam do seguinte espaco de precisa0 dupla 

onde NFoS é o número total de nós da malha i. 

Armazena-se para cada nó, a numeraq5.o das suas variáveis. Para problemas 
elásticos bi e tridimensionais, tem-se, respectivamente, 2 e 3 variáveis em cada nó, 
resultando em 



posicoes de precisiio dupla corn n,, = 1 e neq = 1,5, respectivamente para problemas 
planos e espaciais. 

Incidencia 

Da mesma forma, armazena-se a incidencia de cada elemento necessitando o 
seguinte número de posicóes de precisiio dupla 

sendo Nfls o número de elementos da malha i; corn ni,, = 1 ,5  e ninc = 2, 
respectivamente para problemas bi e tridimensionais. 

O espaco de memória total é dado pela soma das expressoes (14) a ( l?) ,  lembrando- 
se que o valor obtido deve ser multiplicado pelo fator & para se ter resultados em 
Kbytes. 

RESULTADOS 

Visando avaliar o desempenho dos algoritmos multigrid, tomaram-se exemplos 
elásticos planos e espaciais apresentados a seguir. Primeiramente, consideram-se 
os casos planos de uma placa corn furo e um problema de fratura discutidos em3, 
empregando malhas corn triingulos lineares. Posteriormente, analisa-se uma viga em 
balanco, discretizada corn tetraedros lineares. 

Procurou-se realizar uma comparaciio entre os métodos multigrid, direto, e 
iterativos baseados em gradiente conjugado (GC), incluindo algumas versoes corn pré- 
condicionadores apresentados em3: diagonal (GCD), corn matrizes de partiqiio SSOR 
(GCGS) e Gauss-Seidel simétrico (GCGS). Todos os algoritmos foram implementados 
em C++7, considerando armazenamento em matriz esparsa2, e incorporados a urna base 
de programas disponíve16. Observa-se que para todos os métodos, indica-se o número 
equivalente de iteracoes (NIT) de malha fina. 

Para o método GCGS e algoritmos multigrid, utilizou-se o critério de convergencia 
~ \ ~ u ( ~ ) - b l \ ~  

Ilr(")112 = i$i12 < 5 com precisiio 5 = lo-*. Nos esquemas multigrid, as relaxacóes 
foram efetuadas pelo método de Gauss-Seidel. 

Para comparar as solucóes obtidas pelos métodos de Gauss (udir), iterativos (uite) 
e multigrid (umg), consideraram-se os seguintes erros relativos 



Placa corn furo e problema de fratura 

Xesta sec5.0, analisam-se os exemplos de placa corn furo e de fratura analisados 
em3. Empregaram-se elementos lineares nas 4 malhas consideradas, estando as mesmas 
ilustradas nas Figuras 7 e 8, respectivamente, para a placa corn furo e fratura. Da 
mesma maneira, os atributos das malhas est5.o dados na Tabela 1. 

Tabela 1. Atributos das malhas para os problemas de placa corn furo e fratura 

Figura 7. Malhas corn elementos lineares a placa corn furo 

Figura 8. Malhas corn elementos lineares para o problema de fratura 



As Tabelas 11 e 111 apresentam os resultados da aplicaciio dos métodos direto de 
Gauss, iterativo GCGS e multigrid a estes dois problemas. Os parametros NElem~2,,~ 
e m:,,(i = ite, dir)  representam, respectivamente, o número total de coeficientes e o 
número médio de elementos por linha na matriz esparsa, para os casos de métodos 
direto (i = dir) e iterativo/multigrid (i = ite). 

Tabela 11. Resultados para a placa com furo 

Tabela 111. Resultados para o problema de fratura 

~ é t o d o  
Gauss 
GCGS 
FMV 

FMVV 

FMW 

l lep /mg 112 
- 

- 

4,71 x lo-' 
l , 1 2 x l o V 5  
1,06 x loV6 
1 , 0 9 x 1 0 - ~  
2,05 x 
2,82 x 
2,55 x 
1,74 x loV5 
2,52 x 
3,97 x loV7 
1,12 x loV6 
2,19 x loV8 

1 1  ep/mg 112 
- 

- 

1 , o l  x loV5 
1 ,47x10V5  
8,85 x loV6 
1,44x10V5 
2,28 x loV5 
3,Ol x loV5 
2,74 x loV5 
2,oo x loV5 
8,72 x loVb 
8,73 x loV6 
8,80 x loV6 
8,73 x lop6 

NIT 
99 

208 
34 
32 
42 
35 
38 
37 
35 
39 
4 1 
39 
34 
44 

Ciclos vo, VI, v2 
- 

- 

4,1,1,1 
3,1,2,1 
3,2,1,1 
2,2,2,1 
8,1,1,1 
6,1,2,1 
7,2,1,1 
6,2,2,1 
4 J J J  
3,1,2,1 
2,2,1,1 
2,2,2,1 

II~?"'" 112 
- 

8,72 x loVb 
- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 



Os resultados em termos do número de operacoes em MFlop e espaco de memória 
em Kbytes, para escala logarítmica, estiio ilustrados na Figuras 9 e 10, indicando-se 
entre colchetes os coeficientes angulares das retas ajustadas. Niio se utilizou nenhum 
estimador de erro para refinar as malhas, apenas reduzindo-se pela metade o tamanho 
dos elementos. 

. . . . . . . . . . . . . . . .  10' lo4[ 

A 

o 2 10 

5 A 

VI 

8 Y 
E 1 0 . l  .- 
o 
al 

b 
u E 
2 

! 1 i 2  
Z 

' Mullignd [1,07] 

o Gauss (1,341 

+ GCGS [1,03] 

1 . . .  . . .  . . . . . . . .  lo0 . . . . . a  
1 0' 1 o2 1 o3 1 o4 10' lo2 lo3 104 

Numero de equacoes Numero de equacoes 

Figura 9. Número de operaqoes e espaqo de memória para os métodos de Gauss, 
GCGS e Multigrid para a placa com furo 

FMW(3, 1,2 ,  1) [1,451 

1 02 
Numero de equacoes 

$lo3- 
k 
0 
S 
.- 
b 

' Multignd (1,061 
o Gauss (1,341 

+ GCGS [1,03] 

Numero de equacoes 

Figura 10. Número de operaqoes e espaqo de memória para os métodos de Gauss, 
GCGS e Multigrid para o problema de fratura 



MÉTODOS MULTIGRID EM MALHAS NAO-AKIKHADAS 

Viga em balanco 

A Figura 11 ilustra uma viga em balanqo com suas dimensóes e o carregamento 
aplicado, além das quatro malhas geradas com tetraedros lineares, estando as 
características das mesmas indicadas na Tabela IV. 

Tabela IV. Atributos das malhas de viga em balanco 

Figura 11. Malhas geradas para a viga em balanco (E = 1, O x lo5; u = 0,3) 



Para a solu$io deste problema, aplicaram-se os algoritmos iterativos GC, GCD, 
GCSS e GCGS, além do método de Gauss e estratégias multigrid. Na Tabela V, tem-se 
o número equivalente de iteracoes na malha fina para todos os algoritmos utilizados, 
sendo ainda indicados os erros relativos da expressiio (18). As Figuras 12 e 13 contém 

~ é t o d o  NIT ciclos vo, y,  u2 112 1 1  eT"/mg 112 I l e p / m g  112 

Gauss 4345 - - - - 

GC 2361 - 
- - - 

GCD 1279 - - - - 

GCSS 844 - - - - 

GCGS 672 - 3,19 x - - 

FMV 89 9 J J J  - 2,80 x 1OVb 2,80 x 
105 8,1,2,1 - 3,77 x 1 0 P  3,77 x lo-6 
98 6,2,1,1 - 9,83 x l0W7 9,84 x 

108 5,2,2,1 - 3,40 x 3,40 x 10V6 
FMW 101 8 J J J  - 5,74 x lo-", 60 x 

100 6,1,2,1 - 1 , 7 6 ~ 1 0 - ~  1 , 7 9 ~ 1 0 - ~  
111 5,2,1,1 - 3,59 x 10W8 4,82 x 
116 4,2,2,1 - 4,06 x 5,18 x 

FMVV 117 25,1,1,1 - 1 , 2 8 ~ 1 0 - ~  1,28x10W5 
140 23,1,2,1 - 1,67 x 1,67 x 
115 23,2,1,1 - 1,17 x 1,17 x l0W5 
137 21,2,2,1 - 1,53 x l0W5 1,53 x 

Tabela V. Resultados para a viga em balanco 

-"- GC [1.50] 

-+- GCD [1,37] 
x GCSS [1,34] 

o GCGS [1,35] 
+ Gauss [2,57] J 

FMV(9, 1, 1, 1) [1,39: 
1 o-' 

I o2 I o3 I o4 1 o5 
Numero de equacoes 

Figura 12. Número de operacoes (MFlop) para os métodos de Gauss, GC, GCD, 
GCSS, GCGS e FMV (9,1,1,1) na viga em balanco 



10-'1 
1 o2 I o3 1 o4 I os 

Numero de equacoes 

Figura 13. Espaco de memória (Mbytes) para os métodos de Gauss, iterativos e 
multigrid na viga em balanco 

os gráficos em escala logarítmica com o comportamento em termos do número de 
operasties e espaso de memória para os métodos empregados, estando indicados os 
coeficientes das retas ajustadas. 

A partir dos resultados obtidos para os problemas analisados, observa-se que: 

Nos casos da placa com furo e fratura, a partir das Tabelas 11 e 111, verifica-se que 
os procedimentos FMV, FMVV e FMW possuem um comportamento semelhante 
entre si, sendo as performances bem superiores aos métodos de Gauss e GCGS, 
tomando-se o número equivalente de iteraqties de malha fina, assim como as 
Figuras 9 e 10. No entanto, no caso de FMVV tem-se um número maior de ciclos 
para se atingir um mesmo condicionamento numérico. Em relaqiio ao número de 
pré-relaxacties, tanto u1 = 1 como u1 = 2 mostraram-se razoáveis, observando-se 
que para este último caso foi possível reduzir, na maioria dos casos, o número total 
de ciclos. Esta mesma observas50 se aplica ao se utilizar u0 = 2. No que se refere ao 
espaqo de memória, as estratégias multigrid s5.0, nestes casos, superiores ao método 
de Gauss, pois demandam menos memória como pode ser visto nas Figuras 9 e 10. 
Os coeficientes angulares das retas de número de operaqties para as estratégias 
multigrid s5.o inferiores em relaq5.o aqueles dos procedimentos de Gauss e GCGS. 
No que se refere ao espaco de memória, os coeficientes de multigrid e GCGS siio 
praticamente iguais, sendo inferiores ao método de Gauss e próximos de 1 nos 
exemplos de placa com furo e fratura. 

As estratégias multigrid baseadas em FMV e FMW siio superiores em relaqiio 
a FMVV, necessitando um menor número de ciclos para atingir a precisiio 
especificada. 



a Para problemas tridimensionais, torna-se interessante aplicar técnicas iterativas 
devido a menor demanda em termos de memória. A aceleraqao via procedimentos 
multigrid mostra-se bastante superior aos métodos de gradiente conjugado em 
relacao ao número de operaqoes. O espaco de memória acrescentado pelos métodos 
multigrid nao é tao sensível, permitindo que todos os dados necessários sejam 
carregados na memória principal. 

Logo, como conclus~o verifica-se que sem dúvidas as estratégias multigrid 
mostram-se bastante superiores aos algoritmos iterativos baseados em gradiente 
conjugado, e consequentemente também em relaqáo ao método direto de Gauss 
para a classe de problemas analisados. 

a De forma geral, tanto para casos bi e tridimensionais, torna-se essencial ter 
ferramentas de geraqao de malhas, para o tratamento efetivo de problemas corn 
multigrid nao-aninhado. 

O comportamento médio dos métodos de Gauss, GCGS e multigrid, tomando 
os resultados obtidos nos exemplos apresentados e outros dados em2, esta0 
dados na Figura 14a) e b), respectivamente, para casos bi e tridimensionais. 
O comportamento geral é semelhante ao já indicado. No entanto, para multigrid em 
problemas tridimensionais, obteve-se o número de operaqoes variando linearmente 
com o número de equaqoes. 

Desta forma, mesmo tomando o comportamento médio, alcanqou-se um custo 
de soluqáo da ordem O ( N ) ,  para um número de equaqoes inferior a 100.000, em 
malhas nao-aninhadas, comprovando assim os resultados teóricos previstos para os 
métodos multigrid. 

o GCGS [1,53] 
+ Gauss [1,771 

' Multignd [1,63] 

l i s \  . . . . .  . . . ,  . 
1 o0 1 o1 1 o2 lo3 104 

Numero de equacoes 

1 ' Multigrid [0,96] 1 

Numero de equacoes 

Figura 14. Número de operacóes (MFlop) para os métodos de Gauss, GCGS e 
Multigrid: a) exemplos bidimensionais; c) exemplos tridimensionais 



a Observa-se que a sequencia de malhas para os métodos multigrid pode ser obtida 
aplicando-se estimadores de  erro, definindo-se estratégias multigrid adaptáveis 
como apresentado em2. 
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