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Resumen Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo
incompresible se interpretan como un sistema de Ecua-
ciones Diferenciales Algebraicas (EDA), es decir un sis-
tema de EDOs correspondiendo a la ecuaciéon de con-
servacién del momento, mas restricciones algebraicas
correspondiendo a la condicién de incompresibilidad. Se
analiza la estabilidad asintética de los métodos Runge-
Kutta aplicados a estos sistemas EDA. Se comparan
métodos de Runge-Kutta semi-implicitos y totalmente
implicitos desde el punto de vista de orden de conver-
gencia y de estabilidad. Ejemplos numéricos usando una
formulacion de Galerkin discontinuo de alto orden, con
aproximaciones solenoidales, muestran la aplicabilidad
de la propuesta y comparan sus cualidades con métodos
clasicos para flujo incompresible.

HIGH-ORDER IMPLICIT RUNGE-KUTTA
METHODS FOR UNSTEADY
INCOMPRESSIBLE FLOWS

Summary The spatial discretization of the unsteady
incompressible Navier-Stokes equations is stated as sys-
tem of Differential Algebraic Equations(DAEs), corres-
ponding to the conservation of momentum equation
plus the constraint due to the incompressibility con-
dition. Asymptotic stability of Runge-Kutta methods
applied to the solution of the resulting index-2DAE
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system is analyzed, allowing a critical comparison of
semi-implicit and fully implicit Runge-Kutta methods,
in terms of order of convergence and stability. Numeri-
cal examples, considering a Discontinuous Galerkin for-
mulation with piecewise solenoidal approximation, de-
monstrate the applicability of the approach, and com-
pare its performance with classical methods for incom-
pressible flows.

1. Introduccién

En el pasado, el desarrollo de técnicas numéricas
para flujo computacional se ha centrado principalmen-
te en calculos estacionarios, sobretodo debido a las res-
tricciones en coste computacional. No obstante, muchos
fenémenos fisicos son naturalmente transitorios, como
por ejemplo flujos de estela o actuadores de fluidos, ha-
ciendo necesarias formulaciones numeéricas eficientes pa-
ra flujos transitorios, modelizados por ejemplo por las
ecuaciones de Navier-Stokes. Buenas propiedades de es-
tabilidad y altos ordenes de precision son requisitos pri-
mordiales, especialmente en problemas con capas limite
o con numero de Reynolds alto. Una dificultad impor-
tante en la simulacién de flujos incompresibles surge del
acoplamiento de la velocidad y de la presién a través de
la condicién de incompresibilidad. Los métodos con pro-
yeccion, como los métodos de paso fraccionado, pueden
superar esta dificultad, véase [1,2]. Siguiendo las ideas
originales de Chorin y Temam, varios autores han usado
métodos de paso fraccionado con éxito para flujos in-
compresibles, véase por ejemplo [3,4,5,6]. Los términos
de presién/incompresibilidad se tratan implicitamente,
mientras los términos viscoso y convectivo se tratan de
manera explicita, semi-implicita o totalmente implici-
ta. Sin embargo, mientras los esquemas explicitos tie-
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nen un coste menor, no hay tantos problemas realistas
que permitan utilizar esquemas explicitos. En efecto, en
numerosas situaciones, grandes variaciones del tamano
de los elementos, necesarias para resolver escalas espa-
ciales multiples encontradas en un flujo con nimero de
Reynolds alto o en capas limite, hacen poco préctico
el uso de técnicas explicitas de integracién temporal.
En estos casos, se deben usar esquemas implicitos, co-
mo por ejemplo métodos de paso fraccionado implicito,
métodos de Crank-Nicolson [7], o a-generalizados [8].
Desgraciadamente, estos métodos clasicos para flujos
incompresibles sélo llegan a segundo orden de preci-
sién temporal. Por otro lado, integradores temporales
de alto orden se han usado ampliamente para flujos
compresibles, como por ejemplo métodos multipaso de
diferencia regresiva [9] o métodos Runge-Kutta (RK)
de alto orden. En particular, los métodos RK presen-
tan dos ventajas importantes frente a los métodos de
multipaso: sus regiones de estabilidad son mayores y la
implementacién de paso de tiempo variable es simple.
Por eso los métodos RK de alto orden se han aplicado
con éxito a problemas de flujo compresible, cuya dis-
cretizacién espacial (por ejemplo con elementos finitos
o voltimenes finitos) lleva a un sistema de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO), [10,11].

En este trabajo, se exploran las posibilidades de
aplicar métodos implicitos RK (IRK) de alto orden a la
simulacién de flujos incompresibles. Para ello, se inter-
preta la discretizacion espacial de las ecuaciones tran-
sitorias de Navier-Stokes para flujos incompresibles co-
mo un sistema de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas
(EDA) de indice 2, [12]; es decir, un sistema de EDO
correspondiendo a la ecuacién de conservacién del mo-
mento, mas restricciones algebraicas correspondiendo a
la condicién de incompresibilidad. Esta interpretaciéon
ya se consider6 en [13] para la implementacién de méto-
dos RK implicitos de tercer y quinto orden. Aqui se rea-
liza una comparicién general y critica, en términos de
precision y de estabilidad: se recuerdan los 6rdenes de
convergencia de los métodos RK para EDA de indice 2
y se presenta un andlisis de estabilidad de la solucién
de las ecuaciones transitorias de Navier-Stokes. Se re-
comiendan métodos RK especificos para simular flujos
incompresibles, con estabilidad incondicional y preci-
sion de alto orden. Es mas, ejemplos numéricos, usando
una formulacién de Galerkin discontinuo con aproxi-
maciones solenoidales, permiten comparar los métodos
RK recomendados con otros métodos clasicos como el
método de Crank-Nicolson y un método de paso frac-
cionado.

Este articulo se estructura de la siguiente manera.
La Seccion 2 recuerda los conceptos bésicos de los méto-
dos RK implicitos aplicados a EDA de indice 2, moti-

vados por su aplicacién a problemas de flujo incom-
presible. La metodologia propuesta en [14,15] se parti-
culariza al andlisis de estabilidad de los métodos RK
aplicados a sistemas EDA de indice 2 con una estruc-
tura matricial como la que proviene de la discretizacion
espacial de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo
incompresible. En la Seccién 3 se recuerda el método
Discontinuous Galerkin (DG) con penalizacién interior
propuesto en [16,17] para las ecuaciones estacionarias
de Stokes y Navier-Stokes, y se extiende a las ecuacio-
nes transitorias de Navier-Stokes. El esquema resultan-
te IRK-DG tiene propiedades de alto orden tanto en
tiempo como en espacio. Ademas, el uso de aproxima-
ciones solenoidales a trozos conduce a una reduccién
importante del nimero de grados de libertad. En la
Seccion 4, ejemplos numéricos demuestran la aplicabi-
lidad de los métodos, validan el estudio tedrico de la
estabilidad asintdtica y comparan la precision y el cos-
te computacional de los métodos RK con los esquemas
clasicos de Crank-Nicolson y de paso fraccionado.

2. Meétodos de Runge-Kutta para flujo no
estacionario incompresible

Sea (2 C R™¢ un dominio abierto con frontera 912, y
ngq la dimension espacial. La forma fuerte del problema
transitorio de Navier-Stokes para flujo incompresible se
puede escribir como

0
8—1:—2V-(Vvsu)+Vp+(u-V)u:f en {2,

(
V.u=0 en {2, (1b
u=up enlIp, (

(

—pn+2v(n-V:Hu=1t en Iy,

donde 02 =T'pUTlN, IpNIN =0, f € L2(§2) es un
término fuente, u la velocidad del flujo, p su presion, v
la viscosidad kinematica y V® = 3(V + V7).

Aqui la discretizacién espacial de las ecuaciones de
Navier-Stokes para flujo incompresible se efectiia usan-
do un método DG con penalizacién interior y aproxi-
maciones solenoidales a trozos, como se detalla en la
Seccién 3. No obstante, los algoritmos analizados en
este trabajo se pueden aplicar de la misma manera a
otros esquemas de discretizacién, por ejemplo usando
otras formulaciones DG o Galerkin continuo. En cual-
quier caso, la discretizacién espacial de las ecuaciones
transitorias de Navier-Stokes para flujo incompresible
(1) se puede escribir como

2)

Mu+Ku+ Cuju+Gp=1f;
G'u=f,
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donde M es la matriz de masa, K la matriz de difusién,
C la matriz de conveccién, G la matriz de presion, u
y p los vectores de valores nodales, o coeficientes de
aproximacion de velocidad y presion respectivamente,
y f1 y f2 vectores correspondientes al término fuente y a
las condiciones de contorno, véase por ejemplo [18]. Este
sistema de ngos grados de libertad, se puede escribir
también como

u=F(t,u,p)
{O:g(t,u) ®)

donde

f(tv u, p) = M71 (fl - Ku-— C(u)u - Gp) )

G(t,u) = GTu — f,. )

Noétese que %%—ﬁ = GTM™'G es invertible y, por lo
tanto, (3) es un sistema EDA de indice 2 de Hessenberg
[19].

Los sistemas de EDA tienen su origen en la mode-
lizaciéon de numerosos fenémenos fisicos y quimicos, y
se han estudiado en profundidad en los ultimos anos
[19,20]. Se clasifican en funcién de su indice, es decir
el nimero minimo de veces que se tiene que derivar
el sistema de EDA para obtener un sistema de EDO.
Por ejemplo, las ecuaciones discretas de Stokes, Oseen y
Navier-Stokes para flujos incompresibles, son sistemas
EDA de indice 2.

Muchos métodos originalmente definidos para EDO
se han adaptado a EDA, como por ejemplo las férmulas
de diferencia regresiva [21] o los métodos de Runge-
Kutta [20]. En un principio, los métodos de Runge-
Kutta (RK) se han considerado como pobres competi-
dores frente a los métodos de multipaso, principalmente
porque para la mayoria de los sistemas EDA y de los
métodos RK, el orden de convergencia obtenido era me-
nor al obtenido para EDO, y cuanto mayor era el indice
del sistema EDA, mayor la reduccién de orden. Sin em-
bargo, resultados posteriores de [12] demostraron que
métodos RK adecuados pueden formar la base de un
c6digo competitivo, porque son incondicionalmente es-
tables, y pueden alcanzar ordenes de convergencia igual
de altos que cuando se aplican a sistemas de EDO.

En este trabajo, se consideran métodos de Runge-
Kutta para sistemas EDA de indice 2 [12]. Un método
de Runge-Kutta de s etapas para (3) se escribe como

l.ln-i_1 =u" + Atz bzlz
i=1
. (5)
p" =p" + Atz bik;

i=1

donde 1; y k; se definen como la solucién del sistema

L=F | t"+cAtu" + At ayl,p" + At aijk;
j=1 j=1

(6a)

0=G | t"+c;At,u" + At Z aijlj (Gb)

J=1

para i = 1,...,s. Los coeficientes a;;, b;, c; provienen de
la tabla de Butcher, cuya forma general se puede ver en
la Tabla 1.

Tabla 1. Tabla de Butcher

¢ | ain a2 -+ Als
Cc2 a1 a2 e azs
Cs sl as2 Ass

b1 ba bs

Segun la forma de la tabla de Butcher, se obtiene
un método de Runge-Kutta implicito, semi-implicito o
explicito. Se dice que un método de Runge-Kutta es
explicito si su tabla de Butcher es estrictamente trian-
gular inferior, es decir a;; = 0 para j > 4. Si no, el
método es implicito (IRK). En particular, un método
implicito es semi-implicito o diagonalmente implicito
(DIRK) si a;; = 0 para j > iy a;; # 0 para algin
i. Si ademds todos los coeficientes diagonales (a;;) son
iguales, se dice que el método es singularmente diago-
nalmente implicito (SDIRK). Los métodos SDIRK son
especialmente interesantes para problemas lineales, co-
mo por ejemplo el problema de Stokes, ya que se puede
usar repetidamente la factorizacién LU almacenada de
la matriz.

Este trabajo se centra en métodos totalmente im-
plicitos y semi-implicitos por sus buenas propiedades
de estabilidad. En realidad, los métodos explicitos de
Runge-Kutta no se pueden aplicar directamente en la
forma (5)-(6) a los sistemas EDA de indice 2, porque el
sistema resultante (6) es indeterminado. Sin embargo,
en [22] métodos explicitos de Runge-Kutta se aplican
a EDA, usando una formulacién diferente a (5)-(6). En
este caso, y sin usar ningiin tipo de correccion de la pre-
sién, el orden de convergencia de los métodos explicitos
de Runge-Kutta es menor que el orden alcanzado para
una EDO. Por ejemplo, el esquema RK explicito de 4
etapas aplicado a las ecuaciones de Navier-Stokes para
flujos incompresibles en [22], sélo lleva a un segundo
orden de precisién para velocidad y presién, véase [23].
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2.1. Métodos IRK y SDIRK

La Tabla 2 muestra los érdenes de convergencia, pa-
ra la resolucién de sistemas EDA de indice 2 y de EDO,
para los métodos Radau TA, ITA y Lobatto IIIC de s
etapas. Otros métodos como Gauss o Lobatto IITA se
han descartado porque presentan una reduccién de or-
den mas alta cuando se aplican a sistemas EDA. Como
se ve en la Tabla 2, los érdenes de convergencia més al-
tos para velocidad y presién se obtienen para el método
Radau ITA-IRK, manteniendo el orden de convergencia
de la velocidad tan alto como para un sistema de EDO.

Tabla 2. Ordenes de convergencia de las soluciones de
sistemas EDA de indice 2 y de EDO para métodos Ra-
dau TA, ITA y Lobatto ITIC de s etapas [12,24]

EDA: EDA: ODE:
Método error en W €rror en p  error
Radau TA h® hs—1 h2s—1
Radau ITA h2s—1 h® h2s—1
Lobatto ITIC h2s—2 hs—1 h2s—2

La Tabla 3 muestra la tabla de Butcher para méto-
dos Radau ITA-IRK de 2 y 3 etapas. Los métodos Ra-
dau ITA-IRK son un caso especial de los métodos IRK
que satisfacen la propiedad adicional b; = a,; para j =
1,---,s. Estos métodos destacan de los demés métodos
IRK para aplicaciones a EDA dado que en la iltima
etapa u"t! verifica directamente G(¢t"*1, u"*!) = 0.

Tabla 3. Diagrama de Butcher para métodos Radau
ITA-TIRK de 2 (arriba) y 3 (abajo) etapas

1] 5
3| 12
3
1 —
4
3
4
4—-6 88 — 7/6 296 — 169v/6  —2+3v6
10 360 1800 225
446 | 296 + 1696 88 4 76 —2-3V6
10 1800 360 225
1 16 — /6 16 +v6 1
36 36 9
16 — /6 16 + 6 1
36 36 9

Debido a esta propiedad adicional, y a sus altos or-
denes de convergencia, se recomienden los métodos Ra-
dau ITA-IRK de 2 y 3 etapas frente a otros métodos
IRK.

Nétese que la resolucién de un sistema EDA de indi-
ce 2, como (3), con un método RK totalmente implicito

de s etapas requiere resolver un sistema de ecuaciones
de dimensién sngor en cada paso de tiempo, donde nges
es el nimero de grados de libertad en (3). Una alter-
nativa para reducir el coste computacional consiste en
usar un método SDIRK.

Por ejemplo, la Tabla 4 ensena el diagrama de But-
cher para un método SDIRK de 2 etapas. El coste
computacional de un método semi-implicito es consi-
derablemente menor que el de un método totalmente
implicito, efectivamente se deben resolver s sistemas de
dimensioén nges en lugar de un problema de dimensién
Sngor en el esquema totalmente implicito.

Tabla 4. Diagrama de Butcher para un método SDIRK

de 2 etapas, con y = %
Y v 0
11—y | 1—-2y v
Y 1 1
2 2

Desgraciadamente, como se ve en la Tabla 5, los
métodos SDIRK no alcanzan altos ordenes de conver-
gencia.

A la diferencia de los problemas de EDO, aumentar
el numero de etapas de los métodos SDIRK no mejora
el orden de convergencia para sistemas EDA de indice
2. Los 6rdenes de convergencia de los métodos SDIRK
para sistemas EDA de indice 2, se limitan a 2 para
la velocidad y 1 para la presion, para 2, 3, 5 etapas .
Note que se llega al mismo orden con el esquema clésico
de Crank-Nicolson, que tiene un coste computacional
considerablemente menor (un sistema de dimensién ngos
en cada paso de tiempo), de manera que los métodos
SDIRK no aportan ninguna ventaja.

Tabla 5. Ordenes de convergencia para métodos
SDIRK para sistemas EDA de indice 2 y para EDO
[12,24]

Nimero de EDA: EDA: ODE:
etapas error en u error en p error
2 2 I 3
3 2 1 4
5 2 1 6

Asi, en este trabajo se recomiendan los métodos
totalmente implicitos Radau ITA-IRK entre los deméds
métodos RK para resolver problemas de flujo incompre-
sible. En la Seccién 4.3, estos métodos se comparan con

! Norsett en [25] dio elementos de prueba que para cualquier s
par y més grande que 2, no existe ningin método SDIRK con un
orden s+ 1 para un sistema de EDO. Por eso no aparece ningin
método SDIRK de 4 etapas en la Tabla 5.
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el método clasico de Crank-Nicolson del punto de vista
de precisiéon y coste computacional. A continuacién se
comentan sus propiedades de estabilidad asintética.

2.2. Estabilidad asintdtica

Un paso hacia el estudio de las propiedades asintéti-
cas de la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes
para flujo incompresible consiste en considerar las ecua-
ciones lineales de Oseen. Los resultados de la estabilidad
asintotica para este problema pueden luego extenderse
a las ecuaciones no lineales de Navier-Stokes. La forma
fuerte del problema transitorio de Oseen homogéneo pa-
ra flujo incompresible es
ou

— —2V-(wVu)+ Vp+ (w-V)u=0

5 en 2, (7a)

V-u=0 en 2, (7b)

donde w es un campo de velocidad dado, con las condi-
ciones de contorno y de interfaz (1¢)-(1d), y la condicién
inicial u(x,0) = ug en 2. Su forma discretizada es

u+M Y (K+Clu+M 'Gp=0, (8a)
GTu=0. (8b)
donde ahora C es también una matriz constante.
Siguiendo los razonamientos en [14,15] sobre las pro-
piedades asintéticas de las soluciones de los sistemas
de EDA lineales, y en particular los casos de sistemas
de EDA de indice 2, el sistema (7) se reescribe como
un sistema de EDA equivalente méas simple. Con este
propésito se definen A = M~} (K +C) y
H=M"'G (GTM_lGr)_1 GT'. De la ecuacién (8b) se
obtiene

Hu = 0. (9)

Multiplicando (8a) por GT y resolviendo para p se ob-
tiene

p=-(G™™M'G)" G” [i1+ Au]. (10)
Substituyendo (10) en (8a) se llega a

i+ Au—-M"'G(G"™™M'G)” G” [a+ Au] = 0,
que se puede escribir como
I-H)a+(I-H)Au=0

o bien, usando (9) y el hecho que H es constante con el
tiempo,

2= —(1-H)Agz, (11)

con z = (I—H)u. Asi el sistema (8) se escribe en
tres ecuaciones: una EDO (11) para la variable z =
(I—H)u y dos ecuaciones algebraicas (9) y (10), pa-
ra z, u and p. Asi, a partir de los valores propios de
(I—H) A y utilizando las funciones de estabilidad de
los esquemas de Runge-Kutta, se obtiene una condicién
necesaria para la estabilidad asintética de la solucién.
Es decir, una condicién necesaria para un esquema es-
table es que todos los valores propios de (I — H) A se
encuentren en la region de estabilidad del esquema RK
escogido. Por ejemplo para los métodos Radau ITA-IRK
de 2 y 3 etapas, véase [12], las funciones de estabilidad
son

~ 6+22

6 —4dz+ 22

para Radau ITA-IRK de 2 etapas,
60+ 24z+ 322

© 60 — 362 + 922 — 23

para Radau ITA-IRK de 3 etapas,

R(z)

R(z2)

con z = M\At, y una condicién necesaria para la estabili-
dad es |R(AAt)| < 1 para todos los valores propios A de
(I—H)A y un paso de tiempo dado At. Las regiones
de estabilidad se pueden ver en la Figura 1.

Como se comprobaré en la Seccion 4.1, si el término
convectivo se trata de manera conveniente, vea la Ob-
servacién 1 en la Seccién 3, la discretizacion de las ecua-
ciones de Oseen o de Navier-Stokes conduce siempre a
un sistema de EDA tal que todos los valores propios
de (I — H) A tienen parte real negativa. Asi, cualquier
método que incluya la parte real negativa del plano
complejo (Re(z) < 0) en su regién de estabilidad, como
es el caso de los métodos Radau ITA-IRK de 2 y 3 eta-
pas, satisface la condicién necesaria de estabilidad. La
Seccion 4.1 corrobora las conclusiones de este andlisis
tedrico a través de ejemplos numéricos, y muestra que
la condicién de estabilidad establecida previamente es
en la practica una condicién necesaria y suficiente.

3. Formulacién de Galerkin discontinuo para
las ecuaciones transitorias de Navier-Stokes
para flujo incompresible

En esta seccion se presenta la discretizacién del pro-
blema (1) siguiendo una formulacién DG con penaliza-
cién interior (IP) [16,17]. Para ello, se supone que (2 se
divide en ng; sub-dominios (2,

=1

=

%

Q:, 2,0 02; =0 parai+j,
1
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-10 0 10
Re(z)
(a) Radau ITA-IRK de 2 etapas

-10 0 10
Re(z)
(b) Radau ITA-IRK de 3 etapas

Figura 1. Regiones de estabilidad para métodos Radau IIA-IRK. La regién estable corresponde a la parte blanca

con fronteras 02;, que definen una interfaz interior I

Ne1

I= [U arzl} \O£.

Los operadores de salto [-] v media {-} se definen
en la interfaz I' usando valores de los elementos a la
izquierda y a la derecha de la interfaz (por ejemplo (2;
y §2;) v se extienden en la frontera exterior usando sélo
valores en (2,

(o] = ©; +@; en I,
on 012, Y
Kj @l +K @ en F,
{©} _ 71~
en 0f2.

Normalmente se considera x; = k; = 1/2 pero en
general, estos dos escalares sélo tienen que verificar
ki+k; = 1, véase por ejemplo [26]. La diferencia princi-
pal entre la media y el salto es que este 1ltimo siempre
se aplica con el vector normal a la interfaz o a la fron-
tera del dominio. Por ejemplo, dados dos subdominios
vecinos §2; y §2;, sus vectores normales unitarios se no-
tan respectivamente n; y n; (recuerde que n; = —n;)
y en 92 se nota n; entonces el salto para una funcién
escalar p es

pin; +pjm; =ni(p;—p;) enl
[pn] =
pn en O0f?

véase [16] para vectores o tensores.
Se definen también los espacios discretos de elemen-
tos finitos siguientes

"={ve L) v
"={ge L)

donde P*(§2;) es el espacio de las funciones de polino-
mios de grado maximo k > 1 en 2;.

[PR(2)] V62}
qla; € [7"“ H2)) v}

Finalmente, en las siguientes ecuaciones (+, -) denota

el producto escalar Lo en 2, es decir

(p,q) = / pqdf? para escalares,
0

(u,v) = / u-vdf? para vectores,
Q

(o,7) = / o:7df) para tensores de segundo orden.
Q

De la misma manera, (-, ), denota el producto escalar
Lo en cualquier dominio 1" C I" U 9f2. Por ejemplo,

P @)y = / pqdl’
T

para escalares.

En [17] se obtuvo un método de penalizacién inte-
rior para las ecuaciones estacionarias de Navier-Stokes.
Su extension para una formulacién transitoria es: en-
contrar u; € V" y pi, € Q" tal que

T ) +a1p(uh,v) +c(uh;uh,v)+

( h) {ph}:[[n°v]])]"ufb :lIP(U) Yo Evh,
(wn,q) + ({g}, [n- un]) ror, = (@m0 up)p, ¥V g € Q"
(12)

(%
b
b

donde se definen las expresiones siguientes,

arp(u,v) = (2vV>3u, Vo)
+C11 ([n @ u], [n® ”]])FuFD*(QV{VSU}a [n® v]])FUFD
— ([n ®u], 2V{VSU})FUFD , (13a)

ltp (’U) = (f,v) + (¢, v)

+Ch1 (up,v)p, — (R @up,2vV>3), -, (13b)
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c(w;u,v) ::%[ (w-V)v,u) + (w-V)u,v)
De1 1 ) o
O B R
(u" — u)] -vdF—i—/FN(w-n)u-vdF} (14a)
y
b(v,p) ::f/QqV-de, (14b)

El pardmetro de penalizacién (un escalar positivo Cqq
de orden O(h™1), con h el tamafio caracteristico de los
elementos), tiene que ser suficiente grande para asegu-
rar la coercividad de la forma bilinear aIp( -), véase
[16]. La definicién del término convectivo c(+; ,-) se
basa en (14a), un flujo numérico clésico upwind, véase
por ejemplo [27], donde u®** denota la traza exterior de
u calculada en el lado/cara considerado, es decir

ue:ct(

z) = lim u(x +en;) para x € 012;.

e—0t

Observacién 1 Ndtese que en [17] el término convec-
tivo se define como
c(w;u,v) = —((w-V)v,u) +

Nel

Z/{)Q AT w nz)(’u,eﬁ -|—’U,) — |wnz| (uemt o u)]
‘UdF+/J“N(w.n)u.vdF' (15)

No obstante, cuando se resuelven las ecuaciones tran-
sitorias de Navier-Stokes para flujo incompresible, se
debe substituir el término convectivo original de la for-
ma fuerte (u-V)u por (u-V)u — 3(V-u)u, lo cual
es una modificacion legitima para un campo de veloci-
dad de divergencia nula [2]. Asi, el término convectivo
trilinear definido en (14a) es antisimétrico, es decir,
c(w;u,u) = 0. Eso garantiza la estabilidad incondi-
cional en el caso de un integrador temporal implicito o
semi-implicito [18].

Siguiendo [28,16,29], se descompone el espacio de
velocidad V" en la suma directa de una parte solenoidal
y una parte irotacional V= 8" ¢ 1", donde

= {v € [H' ()™ | v|g, € [P*(2))]™*, V-v|p, =0
parat=1,..., nel}

" {ve [HH Q) | v]o, € [PF(2)]™, Vxv|o, =0
paraz’:l,...,nel}.

Por ejemplo, una base solenoidal de segundo grado (k =
2) para tridngulos en 2D es

Sh

(o) () () (5)-(6)-(5),
(54)-(n) (5)) .

y la parte complementaria irotacional para k = 2 es

#=((5).(2) ()

Véase por ejemplo [30] para la construccién de estos
espacios.

En estas circunstancias, se puede dividir el proble-
ma IP (12) en dos problemas desacoplados. El primero
resuelve para velocidades de divergencia nula y presio-
nes hibridas: encontrar uj, € 8" and Ph € P" solucién
de

(6;?, v) + azp (wn, v) + ¢(wn; up, v)

+ (Bn, [ v]) pipy, = lp(v) Yo € s",
Vi e P,
(17)

con las formas definidas en (13), (14a) y (14b). Néte-
se que este problema, a resolver en cada paso de tiem-
po, muestra una reduccién importante del niimero de
grados de libertad con respecto al problema (12). En
[20], se muestra una comparacién en nimero de gra-
dos de libertad entre elementos finitos continuos y una
formulaciéon de Galerkin continuo, con aproximaciones
nodales o solenoidales.

El espacio de presiones hibridas (presiones en los
lados en 2D o caras en 3D) es simplemente:

(@ [n-unl)ror, = (@ m-up)p,

h={p|p:TUIp —Ry
p = [n-v] para algunos v € Sh} .

De hecho, la referencia [28] demuestra que P" co-
rresponde a presiones polinomiales a trozos en los in-
terfases interiores I'.

El segundo problema, que requiere la solucién del

anterior, evalta las presiones interiores: encontrar p;, €
o" tal que

0
b(%ph) ZlIP(U) - (;th,

— (Bn, [n 'v]])[’u[’D -

v) _ aze (un, )

c(uh;uh, v) Vo e I".
(18)
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Es importante remarcar que la ecuacién (18) se pue-
de resolver elemento a elemento y que la presion es su
Unica incégnita. El segundo problema (18) es un post-
proceso que permite calcular la presion en el interior de
los elementos, normalmente al final del calculo o bien
después de las iteraciones en cada paso de tiempo. Por
ejemplo, si se necesita calcular la presién interior p;, en
el tiempo ™, se resuelve la ecuacién (18) en el tiempo
t", donde se puede aproximar u}, usando

tn—l

ouy, |" B u’;: —ul (192)
ot At ’

para primer orden de precisién en tiempo,
oup|” u’;:’ﬂ — uzn_l 19b
at | 2At ’ (19b)

para segundo orden de precision en tiempo,
oup|” fuznﬁ + 8u§:+1 - 8u§:_1 + uf—2 (19¢)
at | 12At ’

para cuarto orden de precisiéon en tiempo.

En particular, para los métodos Radau ITA-IRK se con-
sidera (19¢) en (18) para recuperar la presién interior.

4. Ejemplos Numéricos

Se consideran ahora ejemplos numéricos para de-
mostrar la aplicabilidad de los métodos propuestos. En
primer lugar, se comprueba la estabilidad asintética in-
condicional para métodos IRK. Se estudia luego el ejem-
plo del flujo alrededor de un cilindro para confirmar el
buen comportamiento de los métodos. Finalmente, se
considera un ejemplo con solucién analitica para com-
parar los métodos RK con métodos clasicos de Crank-
Nicolson y de paso fraccionado, desde el punto de vis-
ta de la precisién y coste computacional. En todos los
ejemplos se usa la formulacién IPM-DG descrita en la
Seccién 3 con aproximaciones solenoidales discontinuas.

4.1. Estabilidad asintética

Esta seccién busca validar el estudio de estabilidad
asintética desarrollado para las ecuaciones de Oseen en
la Seccién 2.2, extender las conclusiones para las ecua-
ciones de Navier-Stokes y justificar la necesidad de con-
siderar el término convectivo antisimétrico definido en
(14a). En esta seccién se usa un método Radau ITA-IRK
de 2 etapas.

Se considera el ejemplo con solucién analitica pro-
puesto en [5] en el que las ecuaciones de Navier-Stokes

para flujo incompresible se resuelven en un dominio cua-
drado (2D) £2 =]0, 3[x]0, [ con condiciones de con-
torno Dirichlet en tres lados y Neumann en el cuarto
lado {x# = 0}. Se impone el término fuente

2usin(z + t)sin(y +t) + cos(x — y + ¢)
+ sin(x +y + 2t) + sin(z + t)cos(z + t)

2vcos(x + t)cos(y +t) — cos(x —y + t)
—sin(x +y + 2t) — sin(y + t)cos(y + t)

para obtener la solucién analitica

sin(x +t)sin(y +t)

cos(x + t)cos(y +t)
p=sin(zx —y+1).

Se usan aproximaciones de tercer orden para velocidad,
segundo orden para presién (k = 3) y un tamano de
elemento caracteristico h = 0,25.

Primero se considera el término convectivo (15), que
no es antisimétrico. La Figura 2 muestra la distribucién
de MAt, con At = 0,001, donde los A son los valores
propios de (I — H) A, para dos numeros de Reynolds,
Re =300y Re = 400.

Cuando se usa el término convectivo (15) que no
es antisimétrico, existen valores propios cuya parte real
pasa a ser positiva cuando se incrementa el valor del
nimero de Reynolds, entrando en la zona inestable del
método Radau ITA-IRK de 2 etapas como se puede ver
en la Figura 2(d).

La Figura 3 muestra los vectores de velocidad ob-
tenidos en t = 1, con Re = 300, 400. Se puede ver
que para Re = 300 la solucion es estable ya que todos
los valores propios se encuentran en la parte estable,
max(|R(z)]) = 1,000, with z = AAt. Mientras que para
Re = 400, la solucién obtenida no es correcta debido
a que algunos valores propios tienen parte real positi-
va. En este caso, max(|R(z)|) = 1,002 > 1. Asi, en la
practica la condicién de estabilidad establecida en la
Seccién 2.2 es una condicién necesaria y suficiente.

Se usa ahora la forma antisimétrica (14a). Se con-
sidera un numero de Reynolds alto, Re = 1000, para
demostrar que el esquema obtenido es ahora incondi-
cionalmente estable. Efectivamente, se ve en la Figu-
ra 4 que todos los A, tienen parte real negativa y por lo
tanto AA¢ permanecen en la regiéon de estabilidad. En
este caso, el esquema Radau ITA-IRK de 2 etapas pa-
ra la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes para
flujo incompresible es incondicionalmente estable para
cualquier nimero de Reynolds.

Aunque el andlisis de la Seccién 2.2 establece una
condicién necesaria para la estabilidad asintética de las
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Figura 2. Distribucién de AAt, con At = 0,001, marcados con x, usando un término convectivo no antisimétrico,
con Re = 300, 400, k = 3, h = 0,25, At = 0,001, y regién de estabilidad para esquema Radau ITA-IRK de 2 etapas
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(a) Re =300 (b) Re = 400

Figura 3. Vectores de velocidad en t = 1 con Re = 300, 400, kK = 3, h = 0,25 At = 0,001

ecuaciones de Oseen para flujo incompresible, los expe-
rimentos numéricos indican que en la practica es tam-
bién una condicién suficiente y que la misma condicién
se aplica a las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo
incompresible.

4.2. Flujo alrededor de un cilindro

En esta seccion se considera un problema, con condi-
ciones de contorno de Dirichlet y Neumann, que simula

el flujo alrededor de un cilindro de didmetro D = 1,
colocado en una corriente uniforme. En este ejemplo se
usa el generador de mallas de alto orden EZ4U, véase

[31).

Se usa una malla no estructurada de 472 elementos
de cuarto orden, como se puede apreciar en la Figu-
ra 5. Estos elementos de cuarto orden se usan para la
integracién numérica y el post-proceso de visualizacién
de resultados. Aproximaciones solenoidales de cuarto
orden (k = 4) se usan para aproximar la velocidad y
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Figura 4. Distribuciéon de AAt, con At = 0,1, marcados con X, y vectores de velocidad en ¢ = 1, usando un
término convectivo antisimétrico, con Re = 1000, k =3, h=0,25y At =0,1

(a) Malla del dominio entero

(b) Detalle alrededor del cilindro

Figura 5. Flujo detras de un cilindro: malla no estructurada de 472 elementos de cuarto orden

de tercer orden para la presién, vea la Seccion 3. Se
imponen condiciones de Dirichlet, up = (1,0) en la en-
trada y no-deslizamiento up = (0,0) en el cilindro, y
condiciones nulas de Neumann en los tres otros lados.
Las condiciones iniciales fijan un campo de velocidad
uo = (1,0) en todo el dominio. Se usa el método Ra-
dau ITA-IRK de 3 etapas para la integracion temporal.
La forma del flujo depende del numero de Reynolds, de-
finido aqui como Re = =2 donde us es la velocidad
media del flujo o, lo que aqui es lo mismo, la velocidad
de entrada, aqui us, = 1.

Para nimero de Reynolds bajo (1 < Re < 50), la
soluciéon llega a un estado estacionario. Aqui se con-
sidera un numero de Reynolds Re = 100 que lleva
el flujo a una solucién periddica. Se usa un paso de
tiempo At = 0,03 en el intervalo de tiempo [0, 100], y
At = 0,005 en [100, 120], para medir con més precisién
el periodo del movimiento del flujo. Una vez el flujo
llega a la solucién en régimen permanente, se observa
una generacion de vértices detras del cilindro: el flujo
se despega sucesivamente de la parte superior e inferior

del cilindro creando vortices, llamados vértices de Van
Karman, como se puede ver en la Figura 6 y con mas
precisién en la Figura 7.

Se puede también observar el comportamiento pe-
riddico del flujo a través de la evoluciéon del coeficiente
de sustentacién C'p, definido por la siguiente integral a
lo largo del cilindro

2m
CrL = / 7,d0
0

donde 7, es la componente y de la componente nor-
mal del tensor de Cauchy 7 = —pn + 2v(n- V*®)u. La
Figura 8 muestra la evolucién temporal del coeficien-
te de sustentacién Cp,. Después de una fase transitoria,
el flujo llega a una solucién periédica. Roshko, véase
[32], establecié experimentalmente la relacién entre el
numero de Strouhal y el nimero de Reynolds, para flu-
jos alrededor de un cilindro con nimero de Reynolds
entre 90 y 150 como

21,2
5 =0,212 (1 - ) . (20)
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(a) t=96

(b) t=105

Figura 6. Flujo alrededor de un cilindro: médulo de la velocidad del flujo para Re = 100, fase periddica

Figura 7. Flujo alrededor de un cilindro: vectores de velocidad del flujo en la cercania del cilindro para Re = 100,

fase periédica

El ntimero de Strouhal es un nimero adimensional, que
describe mecanismos de flujos oscilatorios, definido a
partir de la frecuencia fg de la generacion de vortices
como

g IsD
uOO

donde D y u, previamente definidas, representan la
dimension y la velocidad caracteristicas del problema.
En la Figura 8, se mide el periodo del movimiento T =
5,96, lo cual corresponde a S = 0,1678. Este valor con-
cuerda con los resultados experimentales y las simula-
ciones numéricas referenciados en [32] y [33], como se
ve en la Tabla 6 y confirma el buen comportamiento de
los métodos Radau ITA-TRK.

Tabla 6. Flujo alrededor de un cilindro: resultados del
ndmero de Strouhal para Re = 100

IRK de IRK de
3 etapas 2 etapas Roshko (20)  Simo [33]
S ’ 0,168 0,168 0,1671 0,167

4.3. Comparacion de la precisién y del coste de los
métodos de Runge-Kutta, de Crank-Nicolson y de
paso fraccionado

Se usa ahora el ejemplo transitorio con solucién analiti-
ca descrito en la Seccién 4.1 para comparar la precisién
y el coste computacional de los métodos Radau ITA-
IRK de 2 y 3 etapas, de Crank-Nicolson (CN) y de
paso fraccionado (Fractional-Step F'S) descrito en [5].

Se elige una aproximacion polinémica de grado k =
4 para la velocidad, 3 para la presion, y una malla no es-
tructurada de 128 elementos, véase la Figura 9. Aqui el
tamano h de los elementos varia entre 0,01 y 0,1. El
tiempo final del calculo es t = 40.

La Figura 10 muestra la evoluciéon de la norma Lo
del error en la solucién del problema (17) para At de-
creciente. CN exhibe su orden de convergencia teorico,
2 para velocidad y presién hibrida, F'S orden 2 para la
velocidad y 1 para la presién, mientras los métodos IRK
muestran ordenes de convergencia 6ptimos para presién
hibrida, respetivamente 2 y 3 para los métodos de 2 y
3 etapas, pero tienen drdenes sub-6ptimos para la ve-
locidad: casi 4 en lugar de 5 para el esquema IRK de 3
etapas y alrededor de 2.6 en lugar de 3 para el esquema
IRK de 2 etapas. Sin embargo se nota un incremento
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Figura 8. Flujo alrededor de un cilindro: evolu-
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Figura 9. Ejemplo analitico: malla no-
estructurada de 128 elementos, 0,01 < h < 0,1
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Figura 10. Ejemplo analitico: errores en norma L5 de la velocidad y de la presién hibrida para métodos IRK de

2y 3 etapas, CNy FS, k=4,0,01 <h<0,1

en la pendiente de las graficas de convergencia. Este
comportamiento se ha observado también en ejemplos
numéricos escalares mostrando ordenes de convergencia
optimos para pasos de tiempo mas pequenos. En cual-
quier caso, el método IRK de 3 etapas proporciona los
mejores resultados en precisién y orden de convergen-
cia.

La Figura 11 muestra la evoluciéon de la norma Lo
del error en la presién interior, calculada como un post-
proceso, resolviendo (18) con la aproximacién de cuarto
orden de la derivada temporal (19c). Para todos los
métodos, la presion interior llega al orden 6ptimo de
convergencia.

Las Figuras 10 y 11 muestran como para el mismo
paso de tiempo, el método IRK de 3 etapas llega a més
precision que los otros métodos. No obstante es tam-
bién el método mas caro. Comparado con CN, el méto-
do IRK de 3 etapas necesita tres veces mas evaluaciones
del residuo convectivo y lleva a un sistema de ecuaciones

S XX
(]
o
= .
[} .
2 I .
o
o 1 "
o 2 /0
S -a &
E0 7 &
&
-6
10 -
107 10°
At

Figura 11. Ejemplo analitico: error en norma L, de la
presion interior para métodos IRK de 2 y 3 etapas, CN
v FS, k=4,001<h<0,1

tres veces mas grande a resolver en cada paso de tiempo.

Por lo tanto es necesario estudiar si su mayor precision
compensa su alto coste computacional.
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Figura 12. Ejemplo analitico: errores en norma Lo de la velocidad y de la presién hibrida en funcién del tiempo
de CPU para métodos IRK de 2 y 3 etapas, CN y FS, £k =4,0,01 <h <0,1

Se presenta ahora una comparacién de precisién en
funcién del coste computacional expresado en tiempo
de CPU, pero primero se recuerda una de las principa-
les motivaciones para usar integradores de alto orden:
se desea obtener una precision similar en tiempo y en
espacio. Por ejemplo, para una discretizacién espacial
de cuarto orden, se espera un error global de la siguiente
forma

e =cih* + o At"

donde 7 es el orden del integrador temporal. Suponien-
do que el tamano caracteristico de la mallaes h = 0,1, el
orden de magnitud de la precisién espacial obtenida es
del orden de 10™%. Si se usa un esquema como el Radau
ITA-IRK de 3 etapas que alcanza un orden de precisién
temporal de 4 o 5, se puede considerar un paso de tiem-
po At = 0,1 para llegar a una precisiéon equivalente en
tiempo y espacio. Mientras que si se usa métodos de se-
gundo orden como CN; se tiene que considerar un paso
de tiempo At = 0,01. Es decir se necesitan diez veces
més pasos de tiempo con CN que con Radau ITA-IRK
de 3 etapas para llegar a una precisién temporal similar.
Note que la Figura 10(a) confirma esta estimacidn, el
error obtenido para la velocidad con el método Radau
ITA-IRK de 3 etapas con un paso de tiempo At = 0,1
es igual al error obtenido con CN para At ~ 0,01.

La Figura 12 compara el error en norma Lo de la
velocidad y de la presién hibrida con Radau ITA-IRK de
2 y 3 etapas, CN y FS en funcién del tiempo de CPU
necesario para llegar a esta precision. Para precision
baja, todos los métodos, salvo F'S para la presién, tienen
un ratio precisién por coste equivalente, y CN parece ser
la mejor eleccién. No obstante cuando se requiere mas
precisién, por ejemplo un error menor que 10~* para

la velocidad y menor que 102 para la presién, el alto
orden de convergencia del método Radau ITA-IRK de 3
etapas compensa su coste més elevado en cada iteracion
y se convierte en el método mas eficiente. La Figura 13
muestra el error en norma Lo de la presién interior,
obtenida de (18) usando una aproximacién de cuarto
orden para la derivada temporal, en funcién del tiempo
de CPU. De nuevo, el método Radau ITA-IRK de 3
etapas es el mds eficiente cuando se desea alta precision.
Este ejemplo muestra que el método Radau ITA-IRK
de 3 etapas es prometedor pero deberdn considerarse
ejemplos en 3D para confirmar las conclusiones.
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= 10 |-©-2-stage IRK ]
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X FS
10° 10° 10°

CPU time [s]

Figura 13. Ejemplo analitico: norma Ly del error en
la presion en funcion del tiempo de CPU para métodos
IRK de 2 y 3 etapas, CN y FS, k=4, 0,01 <h <0,1
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5. CONCLUSIONES

Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incom-
presible se interpretan como un sistema de Ecuaciones
Diferenciales Algebraicas (EDA), es decir un sistema
de EDO correspondiendo a la ecuacién de conservacién
del momento, més restricciones algebraicas correspon-
diendo a la condicién de incompresibilidad. Se conside-
ran métodos de Runge-Kutta semi-implicitos (SDIRK)
y totalmente implicitos (IRK) para resolver este siste-
ma de EDA, pero finalmente se prefieren los métodos
IRK porque alcanzan ordenes de convergencia tempo-
ral més altos. En particular se aconseja el uso de los
métodos Radau ITA-IRK porque, para un nimero dado
de etapas, son los que alcanzan el mayor orden de con-
vergencia, con el mismo orden para la velocidad que en
un sistema de EDO. Se analiza la estabilidad asintéti-
ca de los esquemas IRK para sistemas EDA para flu-
jos incompresibles y se confirman las conclusiones del
andlisis a través de un ejemplo numérico. Se concluye
que los métodos IRK elegidos son incondicionalmente
estables para problemas de flujo incompresible. Se usa
una formulaciéon DG de alto orden, con aproximaciones
solenoidales, para la discretizacion espacial, alcanzando
ordenes altos de convergencia tanto en espacio como en
tiempo. El ejemplo clésico de referencia del flujo alre-
dedor de un cilindro confirma el buen comportamiento
de los métodos Radau ITA-IRK. Un ejemplo con so-
lucién analitica muestra que el esquema IRK de tres
etapas es muy competitivo frente a los métodos clési-
cos de Crank-Nicolson y de paso fraccionado e incluso
maés eficiente cuando se requiere una precisién alta.
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