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RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo de elementos finitos con una aproximacién
bidimensional por capas para el andlisis de estructuras multilaminares tipo placa y lamina.
plana en regimenes estitico y dindmico. El elemento triangular desarrollado estd basado en
un elemento degenerado de 3D utilizando un campo de deformaciones impuestas de cortante.
Las variables a través del espesor son eliminadas utilizando una técnica de condensacién de
variables. Se presentan ejemplos de aplicacién de la formulacién propuesta.

SUMMARY

A layer-wise finite element model for the analysis of composite plate and shell structures
under static and dynamic loading is presented. The triangular element used is based on
degenerate solid theory and an assumed shear strain approach. The thickness variables:
are eliminated using a substructuring technique. Examples of application showing the good
performance of the formulation are given.
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INTRODUCCION

La teoria para el analisis de placas multilaminares considerando una aproxi-
macién bidimensional por capas fue desarrollada por Reddy'?® esta teoria permite
la continuidad de las tensiones tangenciales a través del espesor ya que el campo
de desplazamientos tridimensional se expresa como una combinacién lineal de la
coordenada sobre el espesor y funciones independientes de la posicién dentro de cada
capa como

wi(@,9,2) = wd(2,0) + 3. l(z,)2;(2) (1

donde n; es el nimero de capas de andlisis a través del espesor del laminado (la
discretizacién en elementos finitos) y ®; son funciones conocidas de la coordenada
sobre el espesor z. Las funciones &; son continuas por intervalos, definidas inicamente
sobre dos capas adyacentes y pueden interpretarse como funciones de interpolacidén
de Lagrange globales asociadas con la superficie comin (interfase) j de dos capas
a través del espesor del multilaminado. Debido a esta naturaleza local de ®;, los
desplazamientos son continuos a través del espesor pero no ocurre as{ con sus derivadas
respecto a z. Esto implica que las deformaciones transversales son discontinuas en las
superficies de contacto entre capas, por lo que las tensiones tangenciales pueden ser
continuas, en el caso de placas contiguas con propiedades mecdnicas diferentes, lo que
se corresponde con lo esperado en la practica.

En este trabajo se presenta un elemento triangular de sélido degenerado con
aproximacién bidimensional por capas para andlisis de placas y ldminas constituidas
por materiales compuestos laminares. El elemento puede ser considerado una extensién
del elemento triangular lineal/cuadratico de Reissner-Mindlin para placas basado en
un campo de deformaciones impuestas formulado por Zienkiewicz y otros*, Taylor y
Papadopoulus® y Ofiate y otros®”™®. Los desplazamientos en el plano del elemento son
interpolados linealmente dentro de cada capa y son eliminados durante el ensamblaje
global utilizando una técnica de condensacién de variables. En las siguientes secciones
se presentan detalles sobre la formulacién del elemento.

ELEMENTO FINITO TRIANGULAR BASADO EN UNA
FORMULACION BIDIMENSIONAL POR CAPAS PARA
ANALISIS DE PLACAS MULTILAMINARES

La geometria del elemento se muestra en la Figura 1. Adviértase que el laminado se
discretiza en n capas de célculo y n+1 superficies interlaminares. Estas capas de calculo
pueden o no coincidir con las ldminas reales que constituyen el multilaminado. Los
desplazamientos horizontales (en el plano) para la capa k-ésima se interpolan utilizando
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Figura 1. Elemento triangular con una formulacién bidimensional por capas
3 k k+1
U k U, k+1 U,
{ -y menvo{a+rro{ia]]+
=1 ¢ 'L
6 (2
+ 30 Nil€, m)eis [NE(Q)Auf + N*1 () Auft]
=4

donde Aufi (¢ = 4,5,6) son los incrementos de desplazamiento en el centro de cada lado
en la direccién definida por los vectores unitarios e;_3 para la superficie interlaminar
(interfase) k. El desplazamiento en direccién normal al plano de la placa se considera
constante sobre el espesor del multilaminado y es interpolado por

3

w = ZNi(f}n)wi (3)

i=1
En (2) y (3)

N’L(éan):LZ 7’21,293

4
Ny(€,m) = 4L1 Lo, Ns(€,m) = 4Ly L3, Ng(§,m) = 4L, L3 )
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Donde I; son las funciones de forma lineales del elemento de tres nodos® y

1+¢

N == NN =—

()

Las ecs. (2) y (3) implican una interpolacién jerdrquica cuadritica para los
desplazamientos en el plano u y v para cada capa y una interpolacién lineal
para w. Adviértase que para una sola capa el elemento coincide con el tridngulo
lineal/cuadrético basado en la teorfa de placas de Reissner-Mindlin*~%.

El indeseable defecto de “bloqueo” de la solucién para placas delgadas, usual en
los elementos de placa de Reissner-Mindlin®®, puede ser eludido si se impone un campo
de deformaciones de cortante transversal compatible con el campo de desplazamientos
utilizado® ®. Las condiciones de compatibilidad que tienen que satisfacer los campos
de desplazamientos, rotaciones y deformaciones de cortante se pueden encontar en*°.
El campo de deformaciones de cortante impuesto en este trabajo tiene una variacién
lineal dentro del elemento, con valores constantes de las deformaciones de cortante
tangenciales a lo largo de cada lado™?°.

Las ecuaciones (2)-(3) y las deformaciones de cortante impuestas conducen a unas
expresiones generalizadas de deformaciones de “flexién” y de “cortante transversal”
para cada capa, tal que

e; = Bsa® y = & =Ba® (6)
_[@@<%+@)}T _[a_ui_l_@ 8_11}.{_@11 (7)
F= oz’ oy’ \ay " oz/] sT oz " 82’ 0y | oz

En las expresiones anteriores no se ha utilizado el término de deformacién del
espesor €, de acuerdo con la hipétesis de tensién plana (o, = 0) de la teorfa de placas.
En (6) By y B, son las matrices de deformaciones de flexién y cortante para cada capa,
y se muestran en los Cuadros I y II'**? y a* es el vector de desplazamientos de la capa
k dado por

atf) = ¢, (8)

donde el indice k indica que las variables estdn referidas a dicha superficie interlaminar,
¥y

k_nk  k  k k _ k _k k k k1T
a _[ul,vl,uz,vz,u3,v3,Aut4,Auts,Aute (9)
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La matriz de rigidez de cada capa se calcula por

K® = / / / B'DBdV (10)
Ale) Jpk

f } y D es la clésica matriz de ecuacién constitutiva para placas

donde B = {Bs

ortétropas'—*2°.

Debe hacerse notar que la direccién del cortante tangencial debe de estar dirigida
en una direccién tnica para cada lado de elementos contiguos. Esto se debe a la forma
en que se definen los desplazamientos tangenciales incrementales Au;, en el centro del
lado. El signo de la matriz B,, del Cuadro II es el correspondiente a la definicién de
la direccién e; tomada en sentido de los nodos menor a mayor (en conectividad global)
de los extremos de cada lado del elemento®?°.

B; = [B}, B, 0]
B} = [B},, B}, B}, B}, B, Bj]
oinNk 0
con B’;i = 0 aa—JZiNk 1=1,2,3
oz

ON; nrk 8N; nrk
BNk NN

B =B% eis, i=4,5,6

¢, s; = Componentes del vector unitario e; = [¢;, i)t (i=1,2,3)

Cuadro I. Matriz de deformaciones de flexién para el elemento triangular propuesto

La integral sobre el volimen (10) se efectiia sobre todas las capas de espesor Rk y
drea A(®) para cada superficie interlaminar. La simplicidad de las funciones de forma
lineales N* permite realizar una integracién explicita sobre el espesor y debe emplearse
una cuadratura de tres puntos de Gauss para evaluar la integral de drea sobre cada
interfase.
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B, = J-'M[B%, Bft! B,

ai; by anp 212 0 A Ci2 0 0
k a a 023 C
Bsz 0] 0 -f—% -% :/2—% j% 0] % 0
Qs by 0 0 Gy b2 0 0 ¢
R
—1 1 0
_ _[t=n =2 g
Bo= |0 vz el m= [T R
-1 0 1
Cz‘géj ) Séfij . 2§ij
ST A R

¢i, s; = Componentes del vector unitario e; = [¢;, si}T (i=1,2,3)
I — Longitud del lado 75 del elemento

h* — Espesor de la capa k

J = Jacobiano de la matriz de transformacioén £, 7 — zy

Cuadro II. Matriz de deformacién de cortante para el elemento triangular propuesto

CONDENSACION POR CAPAS DE GRADOS DE LIBERTAD

El ensamblaje sobre el espesor de las matrices de rigidez de las diferentes capas es
idéntico al utilizado en elementos barra alineados. Esta circunstancia permite eliminar
los grados de libertad en el plano de cada capa a*, después de ser ensamblados en la
matriz de rigidez global.

Del Cuadro TII se deduce que después de ensamblar la matriz de rigidez de la
primer capa, las variables a' ya no estdn asociadas a ninguna otra capa y pueden ser
eliminadas mediante la expresién siguiente:

a' = K1 - KYa? - KGa,,) (11)

En el sistema de ecuaciones se incluye ahora la rigidez de la segunda capa escrita
en funcién de a?, a® y a,. Las variables de la segunda interfase a*? se eliminan
utilizando una ecuacién similar a (11). Este procedimiento debe repetirse al incluir
la rigidez asociada a cada nueva capa, eliminando en cada caso los desplazamientos
de la k-ésima superficie interlaminar, a®, obteniendo de esta forma un sistema de
ecuaciones en funcién de los desplazamientos de la dltima interfase k + 1, a®**1, y
de los desplazamientos verticales ay,.
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l layer 1 1 layer 2 : lki’h layer] M th layerI
1 1 1 T I I —
interface 1 k k+1 interface n,,,
_ 1 2 1) 1
S BRI
Kgl) (K22)+ ng) 0 (Kgs)+ (a' ) f!
K1) +K) | | 2 £
2 2 3 3 3 3
0 Kg1) (Kg%;)*‘ KgQ) e (Kg?)lj‘ a f
+K11) +Kl3) ' B :
(n) (n) am+t fret
K3 K33 | a, | | f,
! K™ |

K®*) = matriz de rigidez de la capa &
a* = desplazamientos nodales asociados a la interface k

Ay = (W, Wy -+, w7

Cuadro ITI.  Estructura del sistema de ecuaciones global para la placa laminada con
n capas

Esta técnica de condensacion conduce a un sistema de ecuaciones final que contiene
exclusivamente los desplazamientos en el plano de la dltima interfase a®*! y los
desplazamientos verticales a,,, tal que

Ky K] favt) [
[K KH aw | =\ (12)

donde (%) son los coeficientes que han sido adecuadamente modificados en el proceso
de condensacién. La solucién de (12) permite conocer los desplazamientos de la
ultima superficie interlaminar y los desplazamientos verticales, utilizando dichos
desplazamientos mediante ecuaciones similares a (11), podemos conocer todos los
grados de libertad de cada superficie interlaminar. Esta técnica fue inicialmente
utilizada en el contexto de placas laminadas por Owen y Li,’*!% y posteriormente
por los autores de este trabajo!®!t12,
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ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES

El cdlculo de las frecuencias naturales de vibracién involucra la solucién del
problema tipico de autovalores

K - \*Mla =0 (13)

Como los modos de vibracién tienen una fuerte componente vertical, y dicho
desplazamiento es comun para todas las capas, la masa asociada a ese movimiento se
puede suponer asociado a la dltima superficie interlaminar, M,,. Utilizando la técnica
de condensacién de grados de libertad'**>*®) podemos llegar a obtener una matriz de
rigidez asociada exclusivamente a los desplazamientos verticales, Kw, por lo que la
ecuacidn de autovalores por resolver tiene la forma

A~

Ky — X°Mylag = 0 (14)

Podemos resolver la ecuacion (14) utilizando procedimientos comunes (por ejemplo
iteracién inversa) para obtener las frecuencias naturales A. Los vectores propios que
contengan todos los grados de libertad de la placa multilaminada pueden obtenerse
utilizando adecuadamente la técnica de condensacién de grados de libertad en sentido
inverso.

COMPORTAMIENTO NO LINEAL GEOMETRICO

Los efectos de no linealidad geométrica pueden ser facilmente incluidos. En
este trabajo se utiliza la hipédtesis de Von-Karman utilizando una configuracién
Lagrangiana Total. La solucién del sistema de ecuaciones no lineal se realiza utilizando
un procedimiento del tipo Newton-Raphson. La solucién para los incrementos
de desplazamiento de cada iteracién pueden simplificarse aplicando la técnica de
condensacién anteriormente propuesta la matriz de rigidez tangente y al vector de
fuerzas residuales de tal forma que sélo los desplazamientos de la tltima superficie
interlaminar son considerados en la solucién directa del sistema iterativo. Debe
remarcarse sin embargo que deberd conocerse en cada iteracién todo el vector de fuerzas
residuales con el objeto de comprobar la convergencia'.

ANALISIS DE ESTABILIDAD INICIAL

El cédlculo de las cargas de pandeo inicial sigue los procedimientos comunes® en
donde la solucién se obtiene resolviendo un problema de autovalores similar al descrito
n (13). En este caso también puede utilizarse la técnica de condensacién de variables
por capas logrando de esta forma una reduccién considerable del nimero de grados de
libertad al problema de autovalores.
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ANALISIS DINAMICO

El analisis dindmico por superposicién modal es de sencilla aplicacién conociendo
las frecuencias naturales (y los correspondientes modos de vibracién) que se deseen
utilizar. Para un andlisis paso a paso, consideraremos la ecuacién de equilibrio
dindmico™®

Ma + Ca + Ka = f(t) (15)

en donde M es la matriz de masa de la estructura, C es la matriz de amortiguamiento,
K es la matriz de rigidez, a es el vector de aceleraciones, a es el vector de velocidades
y a es el vector de desplazamientos. Aplicando las consideraciones de condensacion de
variables indicada en apartados anteriores, podemos escribir la ecuacién dinamica del
movimiento asocidndola a grados de libertad verticales exclusivamente, por lo que

Mai,, + Ca,, + +Ka,, = f,(¢) (16)

en donde (7) son las matrices asociadas a los desplazamientos verticales (después de
realizar la condensacién de variables). La matriz de amortiguamiento la obtendremos
como una combinacién lineal de las matrices de masa y rigidez de la forma

C= aoM+alK (17)

en donde los pardmetros ag y a; se calcularin en funcién de la porcién de
amortiguamiento critico elegido'®. La técnica de solucidén de avance en el tiempo
empleada en este trabajo es la de Newmark.

EXTENSION DEL ELEMENTO TRIANGULAR PARA EL ANALISIS.
DE LAMINAS PLANAS MULTILAMINARES

El elemento de placa descrito anteriormente puede utilizarse directamente para
el andlisis de laminas planas sin mas que considerar primeramente la cinematica del
elemento definida con respecto a un sistema de ejes cartesianos locales z’,v,2’. Los
ejes ' v 3/ estén contenidos en el plano del elemento y definen los desplazamientos del
mismo, mientras que el desplazamiento z’ es normal a dicho plano. Una vez obtenida
la matriz de rigidez en dicho sistema de ejes locales se procede a su transformacién a
los ejes globales (Figura 2) en la forma usual.

Al igual que en el caso de placas se definen n capas de calculo y n + 1 superficies
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interlaminares. Los desplazamientos en el plano del elemento v', v’ de la capa k-ésima
son interpolados mediante' 3 '

[{)=Emen it oma i) o {42

V0 5
- (18)
+ Y N, meis [NF(Q)AuE + NFH(Q)AufH
=4
/.
donde {u,l_’o} son desplazamientos en el plano constantes a través del espesor del
1,0

1k
laminado, z}k} son los desplazamientos en el plano variables sobre el espesor del
i
laminado y Aufi son incrementos de desplazamiento en los nodos de la mitad del lado

del elemento triangular, en la direccién definida por los vectores e;_3 (Figura 1).

interfase n+1

Variables

O T

L[]
ol
-

Figura 2. Definicién de ejes locales y globales para el caso de laminas planas

El desplazamiento normal w’ se considera constante a través del espesor. Siguiendo
esta hipétesis puede escribirse

3

w' =" Ni(&,n)w (19)

i=1
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En (18) y (19) las funciones de forma coinciden con las definidas en las ecuaciones
@y (5).

Las ecuaciones (18) y (19) implican una interpolacién cuadratica sobre cada una
de las interfases para los desplazamientos en el plano v’ y v una interpolacién lineal
para los desplazamientos w'.

Las deformaciones locales para la capa k-ésima se expresan como

= Eba: (20)
g, = B;a
donde &} y €, son s
, o 8 [ou B \]T
Ea {az” By (8—31’ - %)J )

Es importante remarcar que &} son las deformaciones locales que incluyen efectos
de membrana y flexién y € son las deformaciones de cortante transversal. La forma de
las matrices By v B; se muestran en el Cuadro IV.

El vector de desplazamientos locales a’ para la capa k-ésima es

I _ [tk SR+l T
a‘—[a a ’ao} (21)
donde
1k ik ik gk ik gk gk Kk 1k 1k 1k T
a” =[u, v, W, Y, W, 3,w3,Aut4,Aut5,Au A0 (22)

T2 | / / / / ’ T
apg = [Uouvohw01,“02,1’02;1”02,”037”03,10 03]

Los desplazamientos locales a’ se transforman a ejes globales por
1% Jes g

a’'=Ta (23)
Yy
a— [a ak—l—l aO}
ak = [uf,vf,wf,uf,vf,wf,uk vk w Aum,Auts,Aufﬁ]

T
ag = [Uoh Vo1, Wo1, Uoz, Yoz Woz, Uoss Voss woa}

donde la matriz de transformacién estd dada por

T = (24)

oo
Mo o

=~

oo
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By = |
(3 x 33)

B},
(3 x 12)

EFI
Bb y
(3 x 12)

By]
(3x9)

k k k k nk pk pk
Bb = [Bbl’Bb21 Bb3’ Bb47 Bb5’ Bb@]

B(b) = [ ;))17 227 33]
con % 0
ox! O
=10 %F 0|, BE=N'B} i=123
N N, |
dy' oz
B =B} .e;_3 i=4,56
B{= J'M [B, BM!, B,
(2 x 33) (3x12) (3x12) (3x9)
a2 512 0 aio b12 0 0 0 0 C12 0
k_ a3 bzg ags bz €23
B;=| 0 0 O R, /2 s 0 0 /2
a13 b13 0 : 0 0 0 asn b32 0 0 0 C32
k+1 k
Bs+ = —By
0 -1:00 1 00 0
_1 1
By = 0 O 0 0 72 0 0 /2
0 0 -1 0 0 0 0 0 1
¢ vV2( 1-¢
L Ll 9L
e R T
¢;, 8§ = componentes del vector e; = [c;, si]T t=1,2,3

LY = longitud del lado 4]
hE = k-ésima capa

J = matriz Jacobiano

Cuadro IV. Matrices de deformaciones locales para el elemento de
lamina plana triangular
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con

T = [TOI I(;] (25)

donde I3 es la matriz unitaria 3x3 y

. T 0 A’z Az’y Atz
To| T L T A e (26)
0 T z'z /\z’y zlz

¥ Agiz es el coseno del dngulo formado entre el eje local z’ con el eje global z etc.
(Figura 2).
La matriz de rigidez para la capa k-ésima se obtiene por

K = TTK/()T (27)
siendo

K'® = . BTDBdV (28)
Ale ]

donde B = By ver Cuadro V) y D es la ecuacién constitutiva para materiales
B;
ortotrépos' 3.

Kl(e) — K/l(;e) + K,ge)

() X 2K,bb K/bb 0
K\YW=%1Ky 2Ky 0

0 0 6K/,
donde
Kj, = [0 BIDB,dA
(12 x 12)
con
B,=[B},B;]
Bt = [Bb4,Bb5aBbe]
y

K'y = [y By DBjdA
(9 x 9)

"K' = pF [, ., BTDB,dA

Cuadro V.  Matriz de rigidez local para una capa de un elemento triangular de lamina
plana
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Una forma més explicita de la matriz de rigidez local K'(®) se puede ver en el
Cuadro V.

Al igual que en el caso de las placas multilaminares, debera definirse una direccién
Unica para el cortante transversal sobre cada lado de los elementos contiguos. Los
signos de la matriz B,, del Cuadro V corresponden a la definicién de las direcciones
e; tomadas de numeracién global de nodo menor a mayor para los nodos extremos de
cada lado del elemento®'?.

Asimismo, la integral sobre el espesor se efectua de forma explicita, mientras que
para la integral sobre la superficie de cada interfase se utiliza una cuadratura de tres
puntos de Gauss.

De nuevo puede utilizarse la técnica de condensacion de variables sobre el espesor
para simplificar el voliimen de célculos. En este caso tendremos desplazamientos en el
plano de cada superficie interlaminar a,,a,,, de la capa de cdlculo k-ésima y ademaés
movimientos unicos a, para todo el multilaminado. Entonces, eliminaremos los grados
de libertad de la superficie interlaminar inferior de cada capa k-ésima a, (libre en
su extremo inferior, ya sea por ser la primer interfase 6 por haber eliminado capas
inferiores) utilizando una expresién similar a (11), en funcién de a,,, y de a,. Para
mas detalles se recomienda consultar la referencia 12.

EJEMPLOS

Placa cuadrada laminada simplemente apoyada

El primer e¢jemplo estudiado es una placa cuadrada simplemente apoyada de
grafito—epoxy. La geometria y propiedades materiales se muestran en la Figura
3. Consideramos cinco laminados con orientaciones 0°/90°/0°/90°/0° y espesores
h/6 [ h/4 [ h/6 [ h/4 ] h/6. Sobre la placa actda una carga sinusoidal uniformemente
distribuida con ¢ = gg sen 7* sen £,

Por simetria se analizé solamente un cuarto de placa con la discretizacién que se
muestra en la Figura 3. Advertiré que el nimero de capas se ha tomado igual al de
laminados (5).

En la Tabla I se muestran algunos resultados para la flecha en el centro de la placa
v las tensiones en algunos puntos caracteristicos, obtenidas para diferentes relaciones de
espesores (a/h). Para mostrar el buen comportamiento de los resultados, comparamos
con las soluciones obtenidas por Stavsky'®, que utilizdé la Teoria Clésica de Placas
Laminadas (TCP) basada en la hipdtesis de Kirchkoff. Notar la discrepancia de los
resultados para espesores grandes, donde el efecto de la deformacién por cortante es
importante y no es considerado en la TCP.

Debemos mencionar el considerable ahorro en el nimero de grados de libertad del
sistema de ecuaciones utilizando la técnica de condensacién propuesta, pues de un total
de 1984 grados (para una malla de m = 8 elementos por lado) se reduce a sélo 384. Si
se desea incrementar el nimero de capas de andlisis, el nimero de grados de libertad
final seguird igual al de grados de libertad de la Ultima superficie interlaminar, més los
grados de libertad verticales.
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E; =25 x 10%psi
E, =1 x 10%psi
G =5 x 105psi

(a) G = 2 x 10°psi
v = vy, = 0.25
g = 1.00b
‘0 = 200in
u=w=0; y=20
C'C'{ﬁ:wzo; z=0

Malla: m xm x2 x5

Figura 3. Placa cuadrada laminada simplemente apoyada (5 capas de grafito—epoxi).
Geometria y propiedades

No. Elemt. a/h We Gz Ty Trz Tyz
por lado (a/2,a/2) (a/2,a/2,1h/2) (a/2,a/2,£h/2) (0,a/2,0) (a/2,0,0)
m=2 4 5.0097 +.585 +.397 .160 A71
m =4 4 5.6431 +.625 +.455 .202 212
m=28 4 5.7582 +.625 +.473 21775 226
TCP 4 4.291 +.651 +.626 N.A. .233
m=2 20 1.0226 +.4575 +.340 170 151
m=4 20 1.1624 +.5225 +.373 228 191
m=2~8 20 1.1946 +.535 +.378 .250 .207
TCP 20 1.145 +.539 +.380 .268 212
m=2 100 .8439 +.468 +.318 178 .148
m=4 100 .971693 +.528 +.396 259 .186
m =28 100 1.001176 +.539 +.362 272 .210
TCP 100 1.0 +.539 +.359 272 .205

Los resultados se normalizan utilizando:

G (02,9) = — (7213
we = Tx,Ty) = O, 0
¢ 12s%hgo oy gos? Y
1
(7_'127?%2) = 52 ("'wz,Tyz)w s=a/h Q=4G; + [Ei+ E:(1+ 2ven)}/ (1 — vigven)
o

Tabla I. Flecha en el centro de luz y tensiones para la placa cuadrada simplemente
apoyada de grafito—epoxy de alto médulo bajo carga sinusoidal uniforme-
mente distribuida

Anadlisis de vibraciones libres de una placa laminada cuadrada simplemente
apoyada

La placa estudiada tiene una relacién largo/ancho de a/h = 10 y es analizada para
una secuencia de apilado 90°/0°/---/90°/0° de igual espesor y con las propiedades de
los materiales siguientes:

G G
— = 0.5; — = (0.2; = =025, - 1=1.0
E, ; E ; Vi = Vin
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Se analizan diferentes relaciones % (direcciones: (I = longitudinal, ¢ = transversal,
h = sobre el espesor). Se utilizan mallas regulares de 8 x 8 X 2 X n siendo n el nimero
de capas de calculo. En todos los casos estudiados el nimero de capas de célculo (n)
es igual al numero de laminados reales.

En la Tabla II se muestran los resultados normalizados para la primer frecuencia na-
tural de vibracién (normalizada con A= )‘—,‘12 ét ). Los resultados obtenidos concuerdan
bastante bien con los reportados por Noor'” y por los que provienen de la utilizacién

de la TCP.

° B _ /- B _ L _ E
d(]avcélggﬁ)a?n) B =93 7 =10 7 =20 5 =30 7 =40
Noor[17] 2 0.25031 | 0.27938 | 0.30698 0.32705 | 0.34250
TCcP 2 0.27082 | 0.30968 | 0.35422 0.39335 0.42884
Este trabajo 2 0.2623 0.29746 0.32758 0.34904 0.36550
Noor 4 0.26182 | 0.32578 | 0.37622 0.40660 | 0.42719
TCP 4 0.28676 | 0.38877 | 0.49907 0.58900 0.66690
Este trabajo 4 0.2688 0.3364 0.38787 0.41846 0.43904
Noor 6 0.26440 | 0.33657 | 0.39359 0.42783 | 0.45091
TCP 6 0.28966 | 0.40215 | 0.52234 0.61963 0.70359
Este trabajo 6 0.2702 0.3465. 0.401163 0.43452 0.456819
Noor 10 0.26583 | 0.34350 | 0.40337 0.44011 0.46498
TCP 10 0.29115 | 0.40888 | 0.53397 0.63489 | 0.72184
FEste trabajo 10 0.2795 0.3492 0.40875 0.44397 | 0.467593

Tabla II. Frecuencias naturales normalizadas de una placa cuadrada laminada
simplemente apoyada

Analisis de estabilidad de una placa cuadrada laminada simplemente
apoyada.

La misma placa del ejemplo anterior se analiza ahora para un laminado con apilado
simétrico 0°/90°/ - - - /0° de espesores iguales, con las propiedades materiales siguientes:

G _

G
bl 0.6; = 0.5; v = v = 0.25

E, E,

Se utiliza. una malla de 4 x 4 x 2 X n. De nuevo en todos los casos considerados
el nimero de capas de célculo se ha tomado igual al de laminados. La placa esté
simétricamente comprimida a lo largo de dos lados opuestos.

En la Tabla III se muestran los valores normalizados de la carga critica de pandeo
. 2 . .
calculados mediante N, = 2<% para diferentes relaciones de E;/F;. Se muestran
Eh P 1

resultados obtenidos para el mismo problema por otros autores'®'”, con objeto de
comprobar los obtenidos en este trabajo. La divergencia de los resultados es patente
entre los resultados obtenidos utilizando la TPC cuando la relacién E;/ F; se incrementa.
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N2 de capas E,/E;

de cédlculo(n) 3 10 20 30 40
Este trabajo 5.2570 10.0860 15.6015 19.9915 23.5920
Owen y Li*® 5.4026 9.9590 15.3201 19.6872 23.3330
3 Noor?? 5.3044 9.7621 15.0191 19.3040 22.8807
TCP 5.7538 11.4920 19.7120 27.9360 36.1600
Este trabajo 5.2545 10.2150 15.0890 20.9170 24.9695
Owen y Li 5.4208 10.1609 15.9976 20.9518 25.2150
5 Noor 5.3255 9.9603 15.6527 20.4663 24,5929
TCP 5.7538 11.4920 19.7120 27.9360 36.1600
Este trabajo 5.2530 10.2800 16.3385 21.3980 25.9695
Owen y Li 5.4187 10.1990 16.1560 21.2697 25.7093
9 Noor 5.3352 10.0417 15.9153 20.9614 25.3436
TCP 5.7538 11.4920 19.7120 27.9360 36.1600

Tabla III.  Valores normalizados de la carga critica axial para una placa cuadrada
laminada simplemente apoyada (a/h=10)

Anélisis dindmico de una placa cuadrada laminada simplemente apoyada

Estudiaremos una placa cuadrada laminada simplemente apoyada formada por
dos laminados con orientaciones 0°/90° con espesores idénticos y las propiedades de los
materiales siguientes:

E; =25 x 10%psi, FE, =1 x 10%psi
G =5 x 10%psi, Gy, = 2 x 10°psi

Vg = Uth = 03, a=100.0 in

Las condiciones de contorno son
u=0 en y=0, y=a/2, v=0 en z=0, z=a/2,

w=0 en z=0, y=0

La carga es uniformemente repartida, aplicada en forma de una funcién de impulso
y con una distribucién sinusoidal del tipo

Tz bis
q=qosin——sin—y go = 1.0
a a
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En la Figura 4 se muestra la variacién de] desplazamiento vertical en el centro de
la placa con a/h=10 y dos capas de cdlculo. Se muestra la variacién de resultados
al analizar diferentes mallas, notar que los perfodos de los desplazamientos casi
no se modifican aunque las amplitudes tienen clerta variacién. Los resultados son
practicamente iguales para mallas m4s densas de m = 4 (cuatro elementos por lado).

DESPLAZAM [ 7]
teel 000025 00025 000333 dthe  6003)5 03038

000628

o 003 [} (25} 02 (34} 3] 033 T cat [
TIEMPO

Figura 4. Desplazamiento vertical en el centro de una placa cuadrada simplemente
apoyada con 2 laminados, sin amortiguamiento, para diferentes mallas.
Para a/h=10

Lamina cilindrica laminada simplemente apoyada.

El cjemplo estudiado es una ldmina cilindrica multilaminada simplemente
soportada en su contorno. La ldmina esta formada por 3 capas de compuesto grafito-
epoxi de alto médulo, con orientaciones 90°/0°/90° con respecto al eje global y de la
Figura 5 en donde ademds se muestra la geometria y propiedades materiales.

El andlisis se realizé considerando tres tipos de mallados de 4 x 4, 6 x 6 y 8 x 8
elementos. La direccién del espesor se dividié en 3, 6 y 24 capas de célculo para la
malla de 4 x 4 y en 24 capas para las otras dos mallas. La Tabla IV muestra algunos
de los resultados numéricos obtenidos. De igual forma puede observase la variacién de
los desplazamientos en el plano a través del espesor en la Figura 6. En la Figura 7 se
muestra la distribucién de las tensiones oy, y 05, a través del espesor en las coordenadas
indicadas z, y.
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boundary conditions

Properties

Figura 5.

at =0 and ¢ =20

at y=0 and y=2L

E; = 25 x 10%psi
E, =1 x 10%psi
Gi =5 x 10%psi
Gy =2 x 10%psi

Vg = vy = 0.25

go = 1.0b
h = 25in
- L = 50in
a = 50in

materiales (6 = 30°)

load

q(z,y) = gosin(xz f2a)sin(xy/2L)

Mesh

Estructura multilaminar simplemente apoyada (3 capas de grafito-epoxi
con orientaciones 90°/0°/90° respecto al eje y). Geometria y propiedades
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0 =30°
MALLA CAPAS DE pEsP X pESP Y o g Tyy
CALCULO punto valor punto valor punto valor punto
4x4 3 MAX (@, %,h) 0.2578-6 (a,0,h) 0.325E-5 (a, %,0) 6.86 (a,L%, %1)
miN (0,3,h) 045785 (a,0,0) -0.28285 (a, 5,h) 167 (A, 3, %)
6 MAX (a,%,h) 0.3348-6 (a,0,h) 0.337E-5 (a,%,()) 9.18 (a,L%,é)
MiN (0, 5,0) -0507E-5 (a,0,0) -0.204B-5 (a, g,h) -9.47 (@, 5, %)
24 MAX (a,%,&) 0.3798-6 (a,0,h) 0.346E-5 (a,%,()) 10.90 (Q’EL’%B
MIN (0,75,0) -0s525E5 (a,0,0) -0303E-5 (a,%,h) -10.60 (a,—z—,%)
6 x6 24 MAX (@ L h) os37aB6 (a,0,h) 035885 (@ L 0y 1070 (@ L é)
3 E) . P * 3 g? . ,E ,2%1
miN (0,35,0) -05358-5 (@,0,0) -03128-5 (@, 5,h) -1030 (a,35,5)
8 X 8 24 MAX (@, %, hy os373E6 (a,0,h) o0361E5 (a, %,O) 10.80 (o,,t%_, %l)
MiN (0,%,0) -053985 (a,0,0) -03178-5 (a,3,h) -1020 (a,—f,%)

valor

3.15
-6.15

3.50
-6.56

3.90
-7.00

3.94
-7.31

4.00

-7.34

Tabla IV.  Algunos desplazamientos y tensiones resultados del ejemplo de la ldmina

ESPESOR (in)

Figura 6.

cilindrica
05 T T T T I T
0.4 —= .
o
03 / . Owen y Li .
02k - ——————— 3 CAPAS n=4&
B N A | 6 CAPAS n=4
L e N 24 CAPAS n=14"]
0.0} ———24 (APAS n=81
01 i B
-021 S0 -
03+ / Ly -
0.4} = .
s s
-05 A § 1t | 1
-052 048 -044 -040 -036 -032° -028 -024
DESPLAZAMIENTO (x 107*) (in)
Lamina cilindrica. Comparacién de los desplazamientos en el plano (en

z =0, y = L) a través del espesor para diferentes discretizaciones de

mallas y capas
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_0_1_1 ‘ 0.0—_‘
__-024" T 04— —
Bv B X=2a a = x=00 =
g -03 o S 024 ~ ; —
X —g'is‘— . Y — EE T e
< -0.54 =)
© o 04 . —
:5; -046" — — w1 0(:,_
g 071 & - -
= -0.84 HH : b 0.6 L
0.9 - — -0.74 ——
—1.0 T )—‘_‘—l‘—'—'—:lH*—t—‘ T 1] “0~8 T T T T T
00 05 10 15 20 25 00 05 10 15 20 25
ESPESOR {in} ESPESOR {in} '

Figura 7. Lamina cilindrica. Variacién de las tensiones o, y 05, a través del espesor

CONCLUSIONES

El elemento triangular propuesto combina las ventajas de un elemento con
aproximacién bidimensional por capas con un modelo de deformaciones de corte
impuestas, ideal para el andlisis de placas y ldminas gruesas y delgadas. La interpolaciéon
utilizada a través del espesor permite realizar la condensacién de variables para cada.
capa, lo que permite reducir considerablemente el nimero de grados de libertad en la
solucién del sistema final. Los ejemplos presentados muestran €l buen comportamiento
del elemento para el andlisis de ldminas y placas laminadas de materiales compuestos.
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