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RESUMEN

Se presenta una nueva técnica de prediccién de puntos criticos en el anlisis de inestabilidad
estructural por el MEF. El procedimiento se basa en la determinacién de un campo de
desplazamiento critico aproximado. Se calculan estos desplazamientos criticos imponiendo la
condicién de singularidad en una expresion aprozimade de la matriz de rigidez tangente en
el punto critico. Este procedimiento implica un problema no lineal de autovalores. La carga
critica se obtiene a posteriori, de modo directo, utilizando la relacidn secante entre carga y
desplazamiento. Se detalla este procedimiento y la forma explicita de la matriz secante para
elementos de sélido en dos y tres dimensiones. Los resultados obtenidos constatan la efectividad
del método propuesto para anglisis de distintas tipologias estructurales con elementos finitos
de barra articulada 3D y de sélidos 2D y 3D.

STRUCTURAL INSTABILITY ANALYSIS USING THE
CRITICAL DISPLACEMENT METHOD

SUMMARY

A new technique for predicting structural instability points using the finite element method
is presented. The approach is based on the estimation of the critical displacement pattern by
writing an aproximation of the tangent stiffness singularity condition at the instability point.
The critical load is subsequently computed by using a secant load-displacement relationship.
Details of this procedure are given together with explicit forms of the secant stiffness matrix
for finite element analysis of solids. The accuracy and effectiveness of the method are shown in
the non linear analysis of several two and three dimensional structures.

Recibido: Diciembre 1996

©Universitat Politécnica de Catalunya (Espafia) ISSN 0213-1315 241



244 W. MATIAS Y E. ONATE

f camino primario
tFKT de equilibrio
e —y— — — — — =
” |- 0 Metado 1
Af /r ! | a) = K, (v ) v
C
o | . . k51 = tan &y
¢ \ | camino secundario
fl=— Av, | de equilibrio Metodo 2
l | a) O =Ks,(tv,Av,) Av,
| ks, = tancy
| tef = t
\a1 | b) tef = tf + Af,
| |
tv

tcv v

Figura 1. Representacién esquematica del método de desplazamiento critico

En la Figura 1 se muestra la interpretacion geométrica del procedimiento descrito en
(1) - (4) para un problema con un grado de libertad.

OBTENCION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ SECANTE

Varios investigadores han reconocido las posibilidades de la forma “exacta” de la
matriz de rigidez secante, en el desarrollo de nuevos algoritmos en mecénica no lineal de
sblidos™*®, Para obtener dicha matriz puede partirse de la forma débil de las equaciones
de movimiento del sélido, por ejemplo, del principio de los trabajos virtuales (PTV)
en su forma completa. Esto implica la deduccién de una infinidad de expresiones
simétricas y no simétricas para la matriz secante. Por ejemplo, varios autores han
obtenido diferentes expresiones simétricas para esta matriz en el contexto de elementos
finitos con formulacién en desplazamientos' y con formulacién mixta’. Recientemente,
Onate' ha desarrollado una metodologia general para obtener expresiones de la matriz
de rigidez secante en andlisis de no linealidad geométrica de sélidos. Para ello, ha
utilizado una formulacién Lagrangiana Generalizada (LG). Esta metodologia es la que
se adopta en este trabajo y sus hipdtesis basicas seran desarrolladas a continuacién, de
manera sucinta.

Descripcion incremental de la cinemaéatica

Sea [0,7] el intervalo de tiempo de interés en la descripcién incremental de
la cinemadtica del sélido. Aquf, la variable t se debe interpretar como un pardmetro
que se incrementa de forma mondétona, e indica el nivel de progreso en el proceso
de deformacién. Para problemas cuasiestiticos, los valores discretos de ¢ indican
incrementos de carga.
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Considérese un cuerpo tridimensional, que en la configuracién indeformada posee el
volumen inicial °V', en una configuracién de equilibrio conocida *V sometido a la accién
de fuerzas de volumen *b, fuerzas de superficie ‘'t y fuerzas puntuales *p. Al incrementar
las fuerzas externas, el cuerpo cambia su configuracién de *V a **2tV. Las coordenadas
del cuerpo en cada configuracién estan referidas al sistema global cartesiano z,, z,,Zs
(ver Figura 2). El vector de desplazamientos total se expresa como ‘+%'u = *u + Au,
donde *u son los desplazamientos iniciales y Au son los incrementos de desplazamientos
del cuerpo de tV a AV,

) o ) . t t+At
configuracién configuracion P * P
en el enel
tiempo 0 tiempot

configuracion
en el
tiempo t+At

configuracion
de referencia

*¢, U,

Figura 2. Movimiento de un sélido en un sistema de coordenadas Cartesiano
estacionario

En la descripcién LG, los tensores de deformacién (Green-Lagrange), de tensién
(segundo tensor de Piola-Kirchhoff) y constitutivo (tensor de elasticidad infinitesimal
isétropo) se escriben respecto a las coordenadas de la configuracién intermedia de
equilibrio conocida "V.

El tensor de deformacién en ¢ + At referido a "V se puede escribir como

1
t+AE o t+ AL t+At t+ At t+ At
PEij = —2—( Uiy T+ T s Ty ) (5a)
donde
8 t+Atu_
t+ AL _ 1 : 4
P Uiy = T”? ,] = 1,2,3 (ob)

es el gradiente del desplazamiento total. Nétese que para "V = °V, (5a) se convierte
precisamente en la conocida expresién del tensor de deformacién de Green-Lagrange
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utilizada en la formulacién Lagrangiana Total (LT). En el caso en que se tome "V =V,
se obtiene la descripcién Lagrangiana Actualizada (LA).
El incremento de deformacién entre *V y 4tV se escribe como

Aegp = TFlei — ey = e+ .M (6)
donde
1
i = 5 (,Au,; + Ay, +éu&,i Ay irAukﬂ- f,u,g) (7a)
=0 para 'V=°V
Mg = % A Ay (70)

son los incrementos de deformacién de primer y segundo orden, respectivamente, y

TA’&i,j - 8(A%Z) 3 3;.? = 152>3 (76)
o0 T4
es el gradiente del incremento de desplazamientos. Nétese que en la descripcién LA el
tensor de deformacién (e;; en (6) se anula, ya que el efecto del desplazamiento inicial se
incorpora en la coordenada actualizada, es decir, *z; = °z; + *u;. Por tanto, se acepta
como hipdtesis basica en dicha formulacién que el gradiente del desplazamiento inicial
respecto a las coordenadas de *V se anula, lo que implica u,; = 0 en (7a).
Se aplica una variacién virtual al campo de desplazamientos en la vecindad
de la configuracién ****V considerandose la configuracién ¢V fija, es decir, §tu; =
0 = fgi; =0, ver Figura 3.

configuracién tp
en el t+At
i i tiempot — P »
configuracion ™ variacién
en el . :
tiempo O virtualen Au

XUy \ t+At

configuracién

U configuracion _enel
21tz de referencia tiempo t+At
XL) dl.

Figura 3. Variacién virtual del campo de desplazamiento en la vecindad de la
configuracién ¢ + At
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La variacién virtual del tensor de deformacién en la configuraciéon *+4¢V| teniendo
en cuenta (6) y (7a,b), puede escribirse como

(5t+Aiaij = 67‘A€ij = 5,61']' + 5;/71']' (8)
donde
1
6Teij = -2—(6TAui,j + JrAuj,i + :-'u'k:,i 5.,‘A'U/k’j + 6rAuk,i :u,w») (9(1)
—0 para 'V ="'V
1
57.777‘] = 5(5TA’U,,W .,‘Auk,]’ + TAulc,i 67‘Auk’)j) (gb)
con
0(6Au;) . .
6TAu,-,j = ?{E; N 1,7 = 1,2,3 (90)

donde 4, Au, ; es la variacién virtual del gradiente del incremento de desplazamiento.
Los tensores de incremento de deformaciones de primer y segundo orden se expresan
en forma matricial del modo siguiente

-e=[Lo+;L.(8)] .8 (10a)
1
N = 5 rLl('r‘g) r8 (]‘Ob)

donde g y ,g son los gradientes de los desplazamientos y de los incrementos de
desplazamientos, respectivamente, L, es una matriz rectangular con unidades y ceros
y 'L, y ,L, son matrices funcién de los gradientes de los desplazamientos y de los
incrementos de desplazamientos, respectivamente (ver el Cuadro 1).

Por otro lado, la variacion virtual de dichos incrementos de deformacién se escribe

6.e = [Lo+/L,(;8)] 4.8 (11a)

67"7’ = rLl (rg) 6rg (11b)

donde §,g representa el gradiente de la variacién virtual del incremento de
desplazamiento 6(Au).

Se supone la existencia de una relacién constitutiva lineal entre los incrementos
del segundo temsor de tensién de Piola-Kirchhoff y los incrementos del tensor de
deformacién de Green-Lagrange. Asi

AS =D Ae=,D|[,e+,7] (12)

donde ,D es la matriz constitutiva escrita en la configuracién "V. Las tensiones en
t + At se obtienen segun la expresién

HALG — t§ 4 AS (13)
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Cuadro 1. Forma matricial de las relaciones cinemdticas para sélidos 3D

Por ultimo, considerando (10a,b), (11la,b), (12), y (13), la expresion del PTV en
t+AtY ge escribe en forma matricial como

=f(-8”) =f(g°)
/ {5,& ‘D e+ (5.6" ‘D p+ o’ D )+ 50" ‘D m+6.4" ‘o] dV =
v ) términos no Tineales en g
_ / 5(Au)T b gV — / 5,e7 ta dV (14)
Y (874

En esta ecuacién se expresa la forma incremental completa del PTV. Esta forma
es la base para obtener las ecuaciones incrementales no lineales de equilibrio en
elementos finitos. El segundo miembro de (14) es independiente de los incrementos
de desplazamientos y, al discretizar por elementos finitos, -conduce a la expresién de
las fuerzas residuales. Los términos del primer miembro son funcién del incremento
de desplazamientos. Nétese que los términos subrayados en (14) contienen expresiones
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cuadriticas y cibicas del incremento de desplazamientos. La consideracién de dichos
términos es basica para la obtencién de la matriz de rigidez secante. En la linealizacién
de (14) se desprecian estos términos, lo que conduce a la obtencién de la matriz de
rigidez tangente. En el préximo apartado se obtendran estas matrices para problemas
de elasticidad lineal.

Discretizacién por elementos finitos. Obtencién de las matrices de rigidez
secante y tangente

Considérese una discretizacién estdndar en elementos finitos isoparamétricos de
sélido 3D de continuidad C° con n nodos y funciones de forma N*(€,7n,¢) definidas
en coordenadas naturales (£,7,¢). Los campos de desplazamientos y de incremento de
desplazamientos de cada elemento se definen por funciones de interpolacién estandar®'®.

Una vez discretizado el sélido, pueden reescribirse (10a,b), (11a,b) y (12) en funcién
de los incrementos de desplazamientos nodales del modo siguiente

e="'B; Aa , §.e ="'B, §(Aa)

1 (15)
M= 3 B, Aa , o.m=,B, §(Aa)

Ao =D { ‘B, + % B } Aa (16)

La forma de las matrices en (15) y (16) se detalla en el Cuadro 2.

1
e=:B,; Aa ; = 5 B, Aa

iBL: {f«Bl tBiv"" iBE}

LY r
1"Bl = [V‘Biv rBf:'”: TBT]

‘B = B}, [I,+ (L7]
B: =B}, .L"

NEC00
0 .NY 0
0 N* -
koo ri¥ g . (R » LI kK oty T
TBLO - TN’; TN’; 0 ) rBLl = TBLO TL
NE 0 NY
ke ]
0 rN,s TN,2
2511 2P 1513 rlll r£12 r513
+ _ ~ ~ ~ Lag _ ~ ~ -~
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e o 9N o0 L TRER < SR
Ed )1: - - b %23 T N - Ed 3 G'l 3 rY23 - —_ r 3 Gz
Jrx; 0z, drx
7 r=1 3 B=1

‘Cuadro 2. Matrices de deformacién de primer y segundo orden para elementos de
solido 3D
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Sustituyendo (15) y (16) en la expresién del PT'V en (14) se deduce la siguiente
relacién entre los incrementos de las fuerzas externas nodales y los incrementos de los
desplazamientos nodales para cada elemento

‘Ks;(‘a,Aa) Aa = — 2y n

T

donde “2ir es el vector de fuerzas residuales y (K, es la matriz de rigidez secante
incremental que se puede escribir como

'K, (*a,Aa) = ‘K (‘a,’a’) + Ky (‘a,Aa) + !Ky(Aa®) + ‘K, (:S) (18)

donde para cada elemento

'K, (‘a,'a’) = / ‘BT ‘D ‘B, dV (190)

Tv(e)

1
‘K, (‘a, Aa) = / S BI‘D B, + o B !D!B, +

Tv(e)
+ (1-a),G"'E TG] v (195)
t 2 1 T t ﬂ Tt
Ky (Aa?) = / ;2-6) BI DB+ ,G"H.G &V (19
ry(e)
'K, = / GT'§ .G dV (19d)
ry(e)

Para obtener la matriz de rigidez secante y el vector de fuerzas globales del sélido
discretizado se ensambla la contribucién de cada elemento de manera estandar. Las
matrices .E, ,Hy ig se detallan en el Cuadro 3.

Nétese que la expresién de !Kg; es no simétrica para valores de o # 1/2. Puede
obtenerse una infinidad de formas simétricas para o = 1/2 y valores arbitrarios de (.
Una expresion paramétrica similar a (19) ha sido obtenida por Felippa et al.® utilizando
la descripcién LT.

Siguiendo un procedimiento similar puede encontrarse la expresién de la matriz de
rigidez secante total (ver ec.(3)) como

oKsr =Ko + Ku(a) + (Ky(‘a®) (20)

Obviamente la matriz {K, es nula en este caso al tomarse como configuracién inicial la
configuracién indeformada de la estructura donde las tensiones son nulas. Adviértase
que ahora Aa = ‘a y la matriz !K; coincide con la de la elasticidad infinitesimal. Para
més detalles consultar la referencia®.
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al, dI, el
bI, f1I1, i la, be,de f]¥"=.D.,.e = AS¥
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-H=

1522 I isza I
Sym. i533 I,

I, : matriz identidad 3 x 3

Cuadro 3. Matrices .E, .Hy :S para elementos de sélido 3D

La expresién de la matriz de rigidez tangente se puede obtener haciendo tender
a cero en el limite el incremento de desplazamientos en la expresién de la matriz de
rigidez secante incremental. De esta manera, a partir de (18) se llega a

f«KT = lim :KSI - :KL + :KO' (21)
Aa—0

que coincide con la expresién cldsica®'®. Para més detalles sobre el proceso de obtencién
de la matriz de rigidez secante pueden consultarse las referencias®!!.

PREDICCION DE PUNTOS CRiTICO$. EL METODO
DE DESPLAZAMIENTO CRITICO

En este trabajo hemos aplicado el concepto de la matriz de rigidez secante para
estimar el nivel de carga que origina la inestabilidad estructural, es decir, para detectar
puntos criticos (puntos limite o de bifurcacién). Estos puntos se caracterizan por la
singularidad de la matriz de rigidez tangente !K,. El método propuesto aqui se basa
en la estimacién del campo de desplazamientos critico, imponiendo la condicién de
singularidad en una expresién aproximada de la matriz tangente en el punto critico
*Ky. Tras ello se obtiene el valor de la carga critica utilizando la relacién secante
entre desplazamientos y fuerzas. Dicho método se diferencia de los métodos clésicos
de andlisis limite, pues proporciona el modo de deformacién critico ademas de la carga
critica, en contraposicién a los métodos cldsicos de andlisis de pandeo que predicen
tunicamente valores de la carga critica.
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Descripcion del método de desplazamiento critico

El vector de desplazamientos en el estado critico, puede escribirse como

t+Atca=ta + Aac (22)

donde ‘a es el vector de desplazamientos en la configuracién de equilibrio *V y Aa, es
una perturbacién del vector de desplazamientos en ¢ para alcanzar la configuracién de
equilibrio inestable en el tiempo critico ¢, = ¢ + Atf,. Se supone para el vector Aa, la
siguiente aproximacién Aa, = ¢ ¢, donde g9 € R y ¢ es la perturbacién o direccién de
avance. Se puede adoptar ¢ ='a o ¢ = Aa = ‘a —*~%" a como direccién de avance
hacia t,. Por otro lado, para problemas en los que el punto de bifurcacién es anterior
al punto limite se puede adoptar como perturbacién el autovector asociado al menor
valor propio de !Kr, es decir, [ { Ky —w; I]¢, =0.

~ Con estas hip6tesis y utilizando (13) y (16) el campo de tensiones en el punto
critico se expresa por

S =iS+ D | ‘B,(‘a) + g B.(¢) | 0 =S+ 0.AS, + 0 .AS, (23)

donde
AS; = ,DB,(*a) ¢ (24a)
1 _
LJAS, = 3 D .B,(¢) ¢ (24b)

Por otro lado, se puede escribir la matriz de deformacién en el punto critico de la
siguiente manera

“Bp=,B., +,B. (a)+ o Bi1(¢) =B, (‘a) + 0 ,B,(¢) (25)

En (23) v (24b) ,B;(¢) se obtiene de la expresién de ,B; del Cuadro 2 al sustituir
Aa por la perturbacién ¢. Nétese que cuando ¢ = ‘a, esto implica que ,B; = !B L
Por fin, teniendo en cuenta (20), (23), (24a,b) y (25) la matriz de rigidez tangente en
el punto critico se aproxima del modo siguiente

t?rKT = :KT + [ (iKLz + iKal) + 92 (:'KL3 + :Kdz) (26)

donde (K, es la matriz de rigidez tangente en la configuracién de equilibrio V. Las
™
demdas matrices se escriben como

:KL2 = / [iBf iD TBI + rB’f :D :BL dv (270,)
ry(e)
Ky = / Bl ;D ,B, dV (27b)

ry(e)



ANALISIS DE LA INESTABILIDAD DE ESTRUCTURAS POR EL MDC 253

'K, = / .G ,AS, .G dV (270)
ry(e) ‘

'K,, = / .GT AS, .G dV (27d)
ry(e)

donde las matrices ,AS, y .AS, tienen como componentes los incrementos de tensiones
dados en (24a,b). La forma de dichas matrices es idéntica a la de la matriz :S definida
en el Cuadro 3.

De la condicién |**K| = 0 se obtiene un problema cuadrético de autovalores de
cuya solucién se toma el menor autovalor en valor absoluto. De este modo se obtiene
una aproximacién al campo de desplazamiento critico dada por “a = fa + ¢ ¢. Este
proceso puede simplificarse al despreciar el término cuadrético en ¢ en (26). Asi, se
obtiene el siguiente problema linear de valores propios estdndar

Kr+o(K, +7K;,)| ¢=0 (28)

A continuacién se obtiene el incremento de la carga critica utilizando la matriz de
rigidez secante incremental como (ver ec.(2a))

Af, =K, (0¢) 0¢ = [ 'Kz (‘a) + K (o) + ‘Ky(0*¢") | 0¢ (29)

Finalmente, la prediccion de la carga critica se obtiene por

tof = f + Af, (30)

donde Af, es la proyeccién de Af, en la direccién del vector de fuerzas nodales; es decir,
se eliminan los términos espireos que corresponden a las componentes nulas del vector
de cargas nodales ‘f. Es interesante advertir que la carga critica se puede calcular
también a través de la matriz de rigidez secante total del modo siguiente

“f = {Kar(“a)“a = [ K. + (Ku(“a) + Ky (“a) ] “a (3D

ESTRATEGIAS NUMERICAS PARA LA OBTENCION
DEL DESPLAZAMIENTO CRITICO

El método aqui propuesto puede ser aplicado de diferentes modos, obteniéndose asi
diferentes aproximaciones para el valor de la carga critica. En este apartado se proponen
distintas estrategias de aplicacién del método de desplazamiento critico (MDC) que se
desarrollan a continuacidn.
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Estrategia I. Prediccion en un solo paso de carga

1) Se calcula el vector de desplazamientos ®a para pequefios valores de las fuerzas
externas °f (deformaciones infinitesimales).

2) Se toma ¢ = °a como estimacién del campo de desplazamientos critico.

3) Se resuelve el problema de autovalores (28) para obtener el menor valor propio en
valor absoluto y su autovector asociado.

4) Se obtiene la prediccién de la carga critica con la matriz secante incremental o
total, utilizando las ecuaciones (29) y (30) o (31), respectivamente.

Este proceso es comparable en coste al problema clasico de autovalores en
estabilidad inicial de barras, vigas, placas y ldminas®.

[{Kio+ 2K, ] $=0 (32)

donde el menor autovalor no nulo define el incremento en el factor de carga inicial
°f obtieniéndose la carga de pandeo como M,;,°f. Sin embargo, se sabe que en los
sistemas estructurales con comportamiento precritico fuertemente no lineal, el método
de estabilidad inicial (MEI) sobrevalora la carga critica. En nuestra experiencia se
pueden obtener predicciones buenas para la carga critica con el MDC en un sélo paso
de carga, partiendo de una configuracién de equilibrio con deformaciones infinitesimales,
como se demostrara en los ejemplos numéricos.

Estrategia II. Prediccién paso a paso

1) Se calcula el vector de desplazamiento ‘a para cada paso de carga ‘f.

2) Se toma ¢ = ‘a como estimacién del campo de desplazamientos critico.

3) Se resuelve el problema de valores propios en (28) para el menor autovalor en valor
absoluto y su autovector asociado.

4) Se predice la carga critica a través de las ecuaciones (29) y (30) o (31).

En esta estrategia se evalia la carga critica a cada paso, partiendo de un nuevo
campo de desplazamiento convergido *a. Por otro lado, también se puede aplicar el
MEI en cada configuracién de equilibrio convergida. Esto implica resolver el siguiente
problema de valores propios

[(K:+ A K, ]¢=0 (33)

donde la carga critica se calcula como A,;,‘f. Dichos procedimientos, MDC'y MFEI,
deberdn converger al valor “exacto” de la carga limite cuando se hace la prediccién en
la vecindad del punto critico.
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Estrategia II1. Prediccién paso a paso mejorada

1) Se calcula el vector de desplazamientos °a correspondiente a una carga inicial °f
(Es conveniente tomar °f lo suficientemente pequeno para que los desplazamientos
sean infinitesimales).

2) Se toma ¢ = °a como estimacién del campo de desplazamientos criticos.

3) y 4). Son idénticos a las etapas 3 y 4 de las estrategias I y II.

5) Se evaliia el vector de fuerzas residuales “r como

tep = tef — f (34)
donde *f es la prediccién del vector de carga critica “proyectado” en la direccién
de *f.
Naturalmente, el campo de desplazamiento critico, ‘ca = (1 + p)°a, corresponde a
una configuracién no equilibrada. Por ello es necesario aplicar un proceso iterativo
para alcanzar la configuracién de equilibrio correspondiente al nivel de carga ‘f.

6) Se utiliza un proceso iterativo para encontrar los valores correctos de los
desplazamientos criticos *a en equilibrio con las fuerzas externas *f. Para este
fin, puede aplicarse el método de Newton-Raphson como

k) __ t k—1 -1t k
Aal = (1K 7 e
tca(k) — tca(k—l) + Aa(k) (35)
con *a® = fa y k=1,2,---,n,

7) Se reinicia el proceso a partir del punto 2 tomando ¢ = ‘ca, donde *ca es el
vector de desplazamientos convergido del punto 6.

Esta estrategia ha proporcionado muy buenas aproximaciones para la carga critica
en dos o tres pasos como se mostrard en los ejemplos numéricos del préximo apartado.

EJEMPLOS NUMERICOS

En los ejemplos a continuacién se mostra el comportamiento del MDC frente al MEI
en problemas de inestabilidad estructural utilizando elementos de barra articulada 3D
y de sélidos (2D y 3D) para analizar distintas tipologias estructurales.

Estructura articulada espacial en forma de estrella

Se analiza en este ejemplo una estructura articulada espacial en forma de estrella.
Sus caracteristicas geométricas y propiedades mecdnicas se muestran en la Figura 4.
La estructura estd cargada con fuerzas puntuales verticales actuando sobre los nodos
1-7, como puede apreciarse en dicha figura. Se trata de una estructura con 13 nodos
y 24 elementos de barra articulada 3D. Dicha estructura posee 21 grados de libertad
libres y 18 restringidos por medio de 6 apoyos simples.
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zZ,w

EA= 10

Figura 4. Estructura articulada espacial en forma de estreila. Caracteristicas
geométricas, propiedades mecanicas y posicién de las cargas

Para seguir la trayectoria fundamental de equilibrio en el rango de desplazamientos
de [0,11] se ha utilizado el método de control de la respuesta con las siguientes
caracteristicas:

— ecuacién de coaccién: control de desplazamiento w,
— longitud de arco constante: — 0.051

— tolerancia para la convergencia: 107°

— nimero total de incrementos: 207

— esquema predictor-corrector: Newton Raphson

— descripcién Lagrangiana Total

— modelo constitutivo hipereldstico lineal material

En el rango de desplazamientos anteriormente mencionado, esta estructura presenta,
varios puntos de inestabilidad a lo largo de la trayectoria primaria de equilibrio.
En la Figura 5 se pueden observar los puntos criticos A, B, G, H y I en dicha
trayectoria. Los puntos A, B y I son puntos limite, mientras que los puntos G y H
son puntos de bifurcacién. Dichos puntos se han determinado previamente a través
del método indirecto cldsico*. Los valores de las cargas criticas en estos puntos son los:
siguientes: punto A, A\, = 7.76; punto B: Ay = —2.05; punto G: A\¢ = 13.012; punto
H: Ay = 15.07 y punto I: A\; = 15.25.

A lo largo de la trayectoria precritica de equilibrio se han aplicado el MDC y el
MEI para obtener predicciones de la carga critica correspondiente al punto A. En la
Figura 5 las curvas CA, DA y FA en el plano carga-desplazamiento resultan del MDC,
mientras que se obtiene la curva EA con el MEI La curva CA representa la variacién
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a) PREDICCION DE CARGA LIMITE

carga P

2 ; trayectoria de equilibrio primaria

analisis limite estandar{EA) -~---
carga critica-desplazamiento {DA) ------ T
carga-desplazamiento critico {CA} -
carga critica-desplazamiento critico (FA)

4 ! | ] I I

0 2 4 6 8 10 12
desplazamiento vertical del nodo 1

Figura 5. Estructura articulada espacial en forma de estrella. Prediccién paso a paso
de la carga limite ‘

del desplazamiento critico con la carga. Para este ejemplo se observan las excelentes
predicciones del desplazamiento critico obtenidas con el MDC. La curva DA representa
la variacién de la carga critica con el desplazamiento, y la curva FA la variacién de la
carga y el desplazamiento criticos. Por otro lado, el MET aplicado paso a paso permite
obtener la prediccién de la carga critica, representada por la curva EA. Se observa que
las curvas EA y DA proporcionan valores superiores de la carga critica, pero a medida
que se acercan al punto critico (punto A), ambos métodos convergen a un valor muy
préximo a la carga critica, (ver la Tabla I}). En dicha tabla se comparan las predicciones
inicial y en la vecindad del punto critico, obtenidas con el MDC'y el MEI, con los valores
obtenidos por el método indirecto para la deteccién de puntos criticos. Se observa la
buena prediccién inicial con el MDC frente a la del MEIL En la vecindad del punto
critico ambos métodos obtienen buenas predicciones para la carga critica.

Método de Desplazamiento Critico An3lisis de Estabilidad
Estrategia de solucién: II Inicial (MEI)
Prediccién ) teqy, tef. tef,
Inicial -0.879 (1.38%) 9.23 (18.94%) 14.37 (25.75%)
En la vecindad
del punto critico -0.881 (1.61%) 7.796 (0.46%) 7.85 (1.16%)

Tabla I. Los nimeros entre paréntesis son porcentajes del error respecto al valor obtenido a
través del Método Indirecto: *ew, = —0.867 y **f,, = 7.76
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Arco circular rebajado biempotrado

Se considera un arco rebajado de directriz circular, con ambos extremos
empotrados, sometido a la accién de una carga vertical en la clave. Las caracteristicas
geométricas y propiedades mecdnicas del arco se muestran en la Figura 6. Debido a
la simetria de la deformada del arco se considera unicamente la mitad del arco, que
ha sido discretizada en diez cuadrildteros isoparamétricos de 8 nodos, utilizandose una
cuadratura de Gauss 2 X 2.

S

A ZIIEE]__4.7625 mm
—"

25.4 mm

863.6 mm

3380.61 mm E=0.72395X 105 N/mm?

v=0

gk 0.1281 rad

Figura 6. Arco circular rebajado biempotrado. Caracteristicas geométricas y
propiedades mecanicas

Esta estructura ha sido estudiado por Dawe®. Presenta una situacién de
inestabilidad representada por el cambio de forma hacia delante que puede observarse
en la curva fuerza-desplazamiento de la clave del arco (Figura 7). La carga limite
y el desplazamiento en la clave correspondiente a esta carga son P, = 160 N y
Vaawe = 10 mm, respectivamente.

Para obtener la trayectoria fundamental de equilibrio y las demas curvas resultantes
de la aplicacién del MDC y del MEI para predecir la carga de inestabilidad, se ha
utilizado el método de control de la respuesta con las siguientes caracteristicas:

— ecuacién de coaccidn: control de desplazamiento v.q..
— longitud de arco constante: - 0.5

— tolerancia para la convergencia: 107°

— ntimero total de incrementos: 90

— esquema, predictor-corrector: Newton Raphson

— descripcién Lagrangiana Total

— modelo constitutivo hipereléstico lineal material

Para determinar la carga y desplazamiento criticos se aplican el MDC y el MEI
con la estrategia de prediccién paso a paso definida en el apartado anterior. Con el
MEI se ha obtenido la curva EB de la Figura 7. Dicha curva expresa la variacién de
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la carga limite estimada con el desplazamiento. El punto E es la prediccién inicial y
el punto B la prediccién final. La prediccién inicial se refiere a una configuracién de
equilibrio cercana a la indeformada, mientras que se calcula la prediccién final respecto
a una configuracién de equilibrio en la vecindad del estado critico. Aplicando el MDC
se obtienen varias curvas. La curva DB expresa la variacién de la carga critica con
el desplazamiento en la clave del arco. La curva AB representa la relacién entre el
desplazamiento critico estimado y la carga aplicada. La curva CB expresa la relacién
entre los valores estimados para la carga y el desplazamiento criticos. Obsérvese que las
predicciones de la carga limite a través del MDC(curvas CB y DB), son sustancialmente
mejores que las del MEI (curva EB).

a) PREDICCION DE CARGA LIMITE

400 E T T T L
Y trayectoria de equilibrio primaria
\ analisis limite estandar (EB) -----
350 T carga critica-desplazamiento (DB) ------- n
\ carga-desplazamiento critico(AB) e
Z 300 I carga critica-desplazamiento critico (CB) —-—:= |
&) 5 1 : i ;
> Y : : :
© \ : : : ;
© 250 f=oee- LA e e b -
K] \ : : : :
= N s : é
pus 200 - \\ ..................... ..................... ................... -
T . . . i
]
L2
a 150
©
1]
(=24
G 100
(&
50
0
0 10 20 30 40 50

desplazamiento vertical en la clave - mm

Figura 7. Arco circular rebajado biempotrado. Prediccién paso a paso de la carga

limite
Método de Desplazamiento Critico Anilisis de Estabilidad
Estrategia de solucién: II Inicial (MEI)
Prediccién e Vetave (mMm) ey tane () oy tane ()
Inicial -2.828 (71.72%) 148.367 (6.73%) 398.914 (150.76%)
En la vecindad
del punto critico -9.751 (2.49%) 159.138 (0.04%) 159.5 (0.26%)

Tabla II. Los nimeros entre paréntesis son porcentajes del error respecto al valor obtenido a
través del Método Indirecto: **v.,,. = —10.0 mm y et . = 159.08 N

En la Tabla II se muestran los valores estimados para la carga y desplazamiento
criticos utilizando la estrategia de prediccién paso a paso y los MDC y MEIL Estos
resultados se comparan con los obtenidos con el método indirecto a través del calculo
del menor autovalor de {K;. Noétese que la prediccidn inicial para la carga critica
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realizada con el MDC es bastante mejor que la prediccién con el MEIL En la vecindad
del estado critico ambos métodos obtienen valores muy préximos al valor de la carga
limite.

Lamina cilindrica biapoyada

Se considera una lamina cilindrica cuyas caracteristicas geométricas, propiedades
mecénicas y malla se muestran en la Figura 8. La lamina estd apoyada en sus bordes
rectos, totalmente libre en los bordes curvos, y sometida a una fuerza vertical en su
centro. Debido a la doble simetria del problema, se ha analizado solamente un cuarto de
ldmina que ha sido discretizado en 16 hexaedros isoparamétricos de 20 nodos utilizando
una cuadratura de Gauss 3 x 3 x 3.

A
e
Borde Apoyado L

R=2540 mm
L=254 mm

h=12.7 y 6.35 mm
E=3102.75 N/mnf

v=0.3

0=0.2 rad

Figura 8. Ldmina cilindrica biapoyada. Caracteristicas geométricas, propiedades
mecdnicas y malla de elementos finitos

Este ejemplo ha sido estudiado por Oliver y Ofiate'®, Simo et al.'* y Felippa et al.®
entre otros. Esta estructura se ha consagrado como un ejemplo de prueba estandar en
los estudios de no linealidad geométrica en el contexto del método de elementos finitos.
Por lo tanto, se trata de un ejemplo bien documentado en el ambito de la mecénica no
lineal del sélido.

El comportamiento postcritico de esta estructura se caracteriza por la pérdida de
rigidez con el consiguiente cambio de forma. La forma del cambio de geometria de
este modelo depende de su espesor. A continuacién se analiza el cambio de forma
de la lamina con el espesor 6.35 mm. El caso de h = 12.7 mm puede encontrarse
en la referencia®. En este caso dicha ldmina presenta un comportamiento postcritico
caracterizado por rebotes hacia delante y hacia atrds. Para realizar el analisis de dicho
comportamiento se ha utilizado el método de control de la respuesta con las siguientes
caracteristicas:
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— ecuacién de coaccidn: sobre todas las componentes de v
— longitud de arco constante: 2.5

— tolerancia para la convergencia: 107°

— numero total de incrementos: 125

— esquema predictor-corrector: Newton Raphson

— descripcién Lagrangiana Total

— modelo constitutivo hiperelastico lineal material

En la Figura 9 se observa que le primer cambio de forma hacia adelante ocurre
para un valor de Ag = 0.587 KN (valor extraido de la referencia'®). En este punto,
al aumentar ligeramente la fuerza se produce un salto en los desplazamientos. A
continuacién, ocurre un cambio de forma hacia atrds (snap-back) para un valor de
w4 ~ 17 mm. Al aumentar un poco el valor de dicho desplazamiento se produce un
nuevo salto, incluso con cambio de signo en la fuerza de reaccidn.

a) PREDICCION DE CARGA LIMITE

1.6 T T T
E trayectoria de equilibrio primaria
1.4 ;- analisis limite estandar (EB) ~----- —
AN carga critica-desplazamiento (DB) -------
1.2 ______\\ carga-desplazamiento critico (AB) _

carga aplicada en el punto A - KN

0 10 20 30 40
desplazamiento vertical del punto A - mm

Figura 9. Lamina cilindrica biapoyada (h = 12.7 mm). Prediccién paso a paso de la
carga limite

Para obtener la carga limite y el correspondiente desplazamiento critico se han
aplicado el MDC'y el MEI haciendo una prediccion paso a paso para los valores criticos
de la carga y desplazamiento a lo largo de la trayectoria de equilibrio precritica. Ademés
de la rama primaria de equilibrio, se presentan en la Figura 9 varias curvas que se
proyectan en el plano (w4, A4). Las curvas AB, CB, y DB resultan de la aplicacién
del MDC, mientras que la curva EB resulta del MEL La curva AB expresa la relacién
entre el desplazamiento critico estimado y la carga. El punto A corresponde a la
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estimacién incial del desplazamiento critico. La curva DB expresa la relacidén entre la
estimacién de la carga critica y el desplazamiento. El punto D representa la estimacién
inicial de la carga limite. La curva CB expresa la relacién entre los valores estimados
de la carga y el desplazamiento criticos. El punto C representa la estimacién inicial de
la carga y el desplazamiento criticos. Por tltimo, la curva EB expresa la relacién entre
la estimacién de la carga limite y el desplazamiento obtenida con el MEL

Se puede observar en la misma figura que la prediccién de la carga limite realizada
con el MD( (curva DB), es mejor que la estimacién hecha con el MEI (curva EB). De
nuevo, cuando en la trayectoria de equilibrio primaria se hace el andlisis cerca del punto
limite (punto B) ambos métodos convergen al valor de la carga limite.

En la Tabla III se muestran los resultados de las estimaciones de la carga y
el desplazamiento criticos realizadas con el MDC y el MEIL Se han hecho dichas
predicciones respecto a dos configuraciones de equilibrio, una cercana a la configuracién
inicial y la otra en la vecindad del punto critico. Estos resultados han sido comparados
con los obtenidos a través de la funcién de prueba basada en el menor autovalor de
!Kr. Se puede observar que la prediccién inicial para la carga limite realizada con el
MDC es bastante mejor que la-del MEI En las predicciones cercanas al punto critico
con ambos métodos se obtienen buenos resultados siendo el MDC el que ha obtenido
un resultado més preciso.

Método de Desplazamiento Critico Anglisis de Estabilidad
Estrategia de solucién: 11 Inicial (MEI)
Prediccién fewy tef, tef. ,
Inicial -5.377 (57.73%) 0.628 (4.67%) 1.425 (137.5%)
En la vecindad
del punto critico -12.635 (0.67%) 0.609 (1.5%) 0.627  (4.5%)

Tabla III. Los nimeros entre paréntesis son porcentajes del error respecto al valor obtenido a
través del Método Indirecto: *ew, = —12.72 mm y *f,, = 0.6 KN

En las referencias®!'>*® pueden encontrarse otros ejemplos que demuestran el
excelente comportamiento del MDC para prediccién de puntos criticos.

CONCLUSIONES

El método de desplazamiento critico (MDC) permite predecir con gran precisién el
valor de la carga critica (tanto limite como de bifurcacién) y el modo de deformacién
critica con un esfuerzo computacional considerablemente menor que en los métodos
de anilisis de inestabilidad cldsicos. En todos los casos estudiados se ha comprobado
que el MDC es efectivo, incluso cuando se parte de una configuracién de equilibrio
préxima a la indeformada, obteniéndose en una sola iteracién (lo que implica resolver
un sencillo problema de autovalores lineal) un valor de la carga critica ostensiblemente
mejor que el proporcionado por el método de inestabilidad inicial. Este resultado es de
interés practico para predecir con rapidez valores realistas tanto de la carga como de
la deformada criticas.




ANALISIS DE LA INESTABILIDAD DE ESTRUCTURAS POR EL MDC 263

La extensién del MDC a problemas con no linealidad del material y a modelos

estructurales con grados de libertad rotacionales (es decir, vigas, placas y ldminas)
requiere un estudio mas detenido, pues la obtencién de la matriz de rigidez secante es
méas compleja en estos casos.
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