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Resumen

Se implement�o un m�etodo de Galerkin libre de elementos, con un procedimiento original para la ubicaci�on
de puntos y realizaci�on de las integrales num�ericas requeridas, que guarda una relaci�on �optima entre los
distintos par�ametros del m�etodo. Se realizaron ejemplos con re�namiento localizado de la red de puntos en
base a un indicador a posteriori, obteni�endose resultados apropiados de convergencia.

MESHLESS METHODS FOR THE SOLUTION OF THE HEAT CONDUCTION EQUATION

Summary

An element free Galerkin method has been implemented, with an original procedure to place points and to
make the required numerical integrals, such that an optimal relation between the di�erent method parameters
is veri�ed. Several examples with localized re�nement of the points grid {based on an a posteriori indicator{
are presented, showing appropriate convergence results.

INTRODUCCI�ON

El trabajo pionero de Nayroles et al.1;2 inici�o una intensa actividad de investigaci�on
en torno al uso de aproximaciones de m��nimos cuadrados m�oviles para la resoluci�on de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con aplicaci�on a problemas de mec�anica de
s�olidos y uidos.
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Nayroles3 propone un m�etodo de aproximaci�on en el que no se requiere la noci�on de
elementos con fronteras interelementales r��gidas, al cual llama m�etodo de elementos difusos
(DEM). En �este, reemplaza la interpolaci�on usada en elementos �nitos por aproximaciones
de m��nimos cuadrados m�oviles (MLS)4. En el DEM, cada punto en el que se necesita
evaluar la funci�on o sus derivadas, puede ser considerado como el centro de una regi�on
o elemento difuso. Dicho elemento posee tantos grados de libertad como nodos queden
dentro de esta regi�on, llamada tambi�en dominio de inuencia. De esta manera queda
desconectado el n�umero de nodos y el n�umero de par�ametros usados en la aproximaci�on y
s�olo es necesaria la de�nici�on de nodos y una descripci�on de la frontera para desarrollar el
m�etodo de aproximaci�on.

En el m�etodo propuesto por Nayroles, el c�alculo de las derivadas es simpli�cado con-
siderando constantes los coe�cientes de las aproximaciones de m��nimos cuadrados usadas
en la construcci�on de funciones de forma. Sin embargo, se ha demostrado que la formu-
laci�on lograda no satisface el test de la parcela5. Belytchko6 presenta una implementaci�on
alternativa diferente a la de Nayroles {m�etodo de Galerkin libre de elementos (EFG){que
incluye todos los aportes al c�alculo de las derivadas e introduce el uso de multiplicadores de
Lagrange para forzar las condiciones esenciales. Propone adem�as el c�alculo de las integrales
por medio de cuadraturas de alto orden, logrando una mejor precisi�on y satisfacer el test de
la parcela.

Gavete et al.7 proponen un indicador a posteriori del error y agregan nodos buscando
una distribuci�on uniforme del error. R. Taylor et al.8 presentan una rese~na del m�etodo de
m��nimos cuadrados m�oviles (MLS) enfatizando en la posibilidad de de�nir las funciones de
peso de dos maneras distintas: centradas sobre los nodos o sobre el punto de evaluaci�on.
Sin embargo, hacen notar que en el segundo caso se presentan ciertas di�cultades para
especi�car aquellas funciones.

En este trabajo usamos un esquema similar al presentado por Belytchko de�niendo las
funciones de peso centradas en los puntos de evaluaci�on. Proponemos un procedimiento
para la ubicaci�on de puntos y realizaci�on de las integrales num�ericas requeridas, guardando
una relaci�on �optima entre los distintos par�ametros que inuyen en el m�etodo. Para ello,
basamos la construcci�on de la grilla de integraci�on y la ubicaci�on de los puntos en una
subdivisi�on jer�arquica del dominio siguiendo un esquema de tipo quadtree. Realizamos un
an�alisis del error para una serie de test num�ericos en los que se presentan fuertes gradientes
localizados, logrando resultados apropiados de convergencia. Finalmente, incorporamos un
estimador del error del tipo del mencionado por Gavete para detectar las zonas en las que
es necesario aumentar la cantidad de nodos y celdas de integraci�on.

FORMULACI�ON DEL M�ETODO

Sea eu la aproximaci�on a una cierta funci�on u dentro de un dominio 


eu(x) =X
i

'
i
(x) u

i
(1)

Consideremos un conjunto de nodos fx
i
g, y un conjunto de puntos de integraci�on fq

j
g,

estos �ultimos distribuidos en una estructura sencilla de celdas o regiones de integraci�on en
el dominio 
. Gen�ericamente, llamaremos punto de evaluaci�on a un punto x del dominio
en el que se requiera evaluar la funci�on de forma. Este puede pertenecer, por lo tanto,
a cualquiera de los conjuntos mencionados anteriormente. Llamaremos 


x
al dominio de

inuencia de x, en tanto x ser�a considerado el centro de 

x
.

Sea u` la aproximaci�on local de m��nimos cuadrados m�oviles de la funci�on u en 

x
, de�nida

en la forma siguiente
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u
`(x`;x) =

mX
j=1

p
j
(x`)a

j
(x) = pT (x`)a(x); x` 2 


x

donde pT (x) es una base completa de polinomios, m la dimensi�on de la base usada (m = 3
si la aproximaci�on es lineal, en tanto m = 6 en el caso cuadr�atico) y p

j
(x`) el monomio

j-�esimo de p(x`):
N�otese que en la aproximaci�on local m�ovil u`(x`;x) usamos un doble sistema coordenado:

el primero para signi�car el car�acter local de la aproximaci�on en tanto que el segundo
indica el punto en el que se est�a calculando la funci�on aproximante (Figura 1). La funci�on
aproximante eu(x) ser�a igual al valor de la aproximante local evaluada en el centro

eu(x) = u
`(x;x) (2)

u (x ,x+h)l

u~

x x+h

l

u (x ,x)l l

Figura 1. Evaluaci�on de la aproximaci�on

Los coe�cientes a
j
(x) se obtienen minimizando la expresi�on

J(a(x)) =

nX
i

w
x
(x

i
� x)

�
pT (x

i
)a(x)� u

i

�2
(3)

donde n es la cantidad de nodos en 

x
; u

i
el valor de u(x

i
) y w

x
es la funci�on de peso

asociada al punto x. J(a(x)) puede ser vista como una distancia entre la aproximaci�on
local buscada y la funci�on.

El sistema que resulta de imponer las condiciones para obtenci�on del m��nimo, puede
escribirse

A(x) a(x) = B(x) u (4)

de donde

a(x) = A�1(x) B(x) u (5)

De�niendo

P = [ p(x1) p(x2) : : : p(xn)] ; W(x) = Diag(w1; w2; : : : wn
)
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expresamos las matrices del sistema, como

A(x) = PW(x)P
T

; B(x) = PW(x)

N�otese que A(x) y B(x) dependen del punto x a trav�es de la matriz diagonal de funciones
de peso W(x) y que la matriz P es constante. Luego, puede verse que resolver el sistema
(4) resulta equivalente a resolver el sistema rectangular

(W(x)
1=2
PT )a(x) =W(x)

1=2

por m��nimos cuadrados. Es esencial en la formulaci�on que la matrizP sea de rango completo,
lo cual depende de la distribuci�on de los puntos en 


x
.

Volviendo a la ecuaci�on (2), podemos reemplazar la expresi�on hallada para los par�ametros
a(x) en �esta y escribir

eu(x) = u
`(x;x) = pT (x)a(x) =pT (x)A

�1
(x)B(x)| {z }

�(x)

u = �(x)u (6)

donde la matriz �(x) contiene el conjunto de funciones de forma '
i
, de�nidas por

'
i
(x) = p

T

(x)A�1(x) p(x
i
) w

i

cuando el nodo i-�esimo cae dentro del dominio de inuencia 

x
. La funci�on de peso w

x
es

construida de manera que

w
x
(x

i
) > 0 si x

i
2 int(


x
)

w
x
(x

i
) = 0 si x

i
=2 int(


x
)

Observamos que '
i
(x) =0 en el borde y fuera de 


x
. Adem�as, puede mostrarse f�acilmente

que la funci�on de peso w
x
determina el grado de regularidad de las funciones de forma. El

gr�a�co de la Figura 2 muestra una funci�on de forma t��pica para una distribuci�on regular
de nodos, obtenida usando como funci�on de peso la exponencial descrita m�as adelante en la
ecuaci�on (7).
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Figura 2. Funci�on de forma t��pica para una funci�on de peso exponencial
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La derivada @'i

@x

= '
i;x

(de manera an�aloga '
i;y
) se obtiene por diferenciaci�on

�
;x
(x) = pT

;x
A�1B+ p

T

A�1
;x
B+ p

T

A�1B
;x

Usando las identidades A�1
;x

= �A�1A
;x
A�1; A

;x
= PW

;x
PT y B

;x
= PW

;x
obtenemos

�
;x
(x) = pT

;x
A�1B+ p

T

A�1PW
;x
[I�P

T

A�1B]

La funci�on de peso usada en la aproximaci�on de m��nimos cuadrados juega un papel
primordial. Ella es la que establece el car�acter local de la aproximaci�on. Existe una variedad
de alternativas para su construcci�on, debiendo respetar una serie de requerimientos m��nimos.
Debe ser una funci�on positiva dentro del dominio de inuencia y nula en el borde y fuera
del mismo. En general se usan funciones sim�etricas, para evitar introducir una anisotrop��a
en el esquema. Estudios recientes muestran que se requieren funciones con continuidad al
menos un orden mayor al de las derivadas presentes en el funcional.

Numerosos autores trabajan con una funci�on exponencial de peso w
x
, que depende de la

distancia al centro de 

x
y est�a de�nida de la siguiente manera

w
x
(z) =

(
�
(kx�zk=rx)

2
��

(rm=rx)
2

1��(rm=rx)2
si kx� zk < r

m

0 si kx� zk � r
m

(7)

El radio de inuencia r
m
y el par�ametro de decaimiento � pueden variar punto a punto,

en tanto r
x
= �r

m
, con 0 < � < 1. Al disminuir el radio de inuencia, se incrementa el

car�acter local de la aproximaci�on y en general mejora la precisi�on; pero se debe cuidar de no
superar cierto l��mite para el cual la matriz A se vuelve singular (o muy mal condicionada).
N�otese que la funci�on (7) es una exponencial trasladada y escalada a efectos de veri�car la
continuidad de la funci�on en los puntos del borde. En la pr�actica hemos obtenido resultados
de calidad similar usando simplemente

w
x
(z) =

�
�
(kx�zk=rx)

2

si kx� zk < r
m

0 si kx� zk � r
m

APLICACI�ON A LA ECUACI�ON DEL CALOR

La formulaci�on variacional de la ecuaci�on de transmisi�on del calor en un dominio 
 de
frontera � se escribe

Hallar u 2 H
1(
); � 2 H

0(�
u
) tal queZ




rÆu � ru d
�

Z



Æu f d
�

Z
�g

Æu g d��

�

Z
�u

Æ� (u� u) d� �

Z
�u

Æu � d� = 0 8 Æu 2 H
1(
);

Æ� 2 H
0(�

u
)

(8)

Los multiplicadores de Lagrange son usados para imponer las condiciones de borde
esenciales. Resolvemos este problema en forma discreta. Para ello construimos los campos
u y Æu usando las funciones de interpolaci�on obtenidas por m��nimos cuadrados m�oviles

u(x) = �(x) u; Æu(x) = �(x) Æu
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sobre el interior del dominio 
, en tanto que sobre la porci�on de frontera �
u
aproximaremos

� y Æ� en la forma

�(s) = N(s) �; Æ�(s) = N(s) Æ�

donde N(s) es un conjunto de funciones de interpolaci�on de Lagrange apropiadas y s la
longitud de arco a lo largo de la frontera �

u
. Las integrales sobre el interior del dominio


 y sobre la frontera se realizar�an en forma num�erica, usando cuadraturas de Gauss. La
formulaci�on (8) conduce al sistema de ecuaciones�

K G
GT 0

� �
u
�

�
=

�
f
b

�
(9)

donde las matrices est�an de�nidas por

K =

Z



5�T 5� d
; G = �

Z
�u

�TN d�

f =

Z



�T

f d
 +

Z
�g

�T

g d�; b = �

Z
�u

NT

u d�

Hallados los valores de los coe�cientes u, obtenemos la soluci�on usando u(x) = �(x) u:

SUBDIVISI�ON JER�ARQUICA DEL DOMINIO

Para realizar el an�alisis, debemos generar:

� un conjunto de nodos, en donde expresaremos las inc�ognitas del problema;
� un conjunto de celdas de integraci�on, de las que nos valdremos para realizar las integrales
expresadas en la secci�on anterior.

La distribuci�on de los puntos y las celdas en el dominio puede ajustarse para seguir
las variaciones del campo inc�ognita, tratando de mejorar la aproximaci�on en zonas en
donde se presenten fuertes gradientes en la soluci�on mediante el aumento de densidad de
puntos. Para que el proceso sea efectivo, este aumento en la densidad de los nodos debe
ir acompa~nado de una mejora en la calidad de la integraci�on num�erica. Adem�as se deben
ajustar apropiadamente los par�ametros que regulan la forma de las funciones de peso. Se ha
observado experimentalmente que las variaciones de densidad de nodos deben ser graduales,
por cuanto cambios bruscos deterioran fuertemente la calidad de la aproximaci�on.

El esquema que seguimos para obtener una distribuci�on apropiada de nodos y celdas,
consiste en dividir el dominio en forma recursiva, siguiendo una estructura de tipo quadtree
(Figura 3). Las integrales se resuelven mediante la regla de integraci�on de Gauss-Legendre,
utilizando en todos los casos 2� 2 puntos de integraci�on por celda. Los nodos se ubican en
los v�ertices de las celdas, las cuales constituyen al mismo tiempo las celdas de integraci�on
para la cuadratura de Gauss. El tama~no de las celdas se de�ne a trav�es de una funci�on
h
opt

(x) de forma tal que

h
celda

� min
x2celda

h
opt

(x)

Por su parte, el radio de inuencia r
m
se determina en forma similar, haciendolo depender

de la funci�on h
opt

en la forma r
m
= Ch

opt
(x).
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Figura 3. Subdivisi�on en celdas tipo quadtree

INDICADOR DEL ERROR

Para cada nodo x usamos como indicador del error una estimaci�on de la norma de la
derivada segunda en el punto por el radio de la nube al cuadrado. Esta medida claramente
es consistente con la medida de error obtenida a partir de la expansi�on de Taylor. De�nimos

Er(x) =
r
2
x

n
x

X
xi2
x

kru(x)�ru(x
i
)k

kx� x
i
k

donde n
x
es la cardinalidad de 


x
y r

x
el radio de 


x
. Luego escalamos esta medida

dividiendo por su promedio sobre el dominio

Ind(x) =
Er(x)

Er
med

donde Er
med

=mean
x2
(Er(x)). Una distribuci�on de puntos �optima ser�a aquella que para

la cual el valor del indicador as�� determinado se encuentra lo m�as pr�oximo posible a 1.
El indicador puede vincularse a la subdivisi�on en celdas a trav�es de la funci�on h

opt
(x).

En las pruebas realizadas partimos de una subdivisi�on uniforme (h0
opt
(x) = cte) y la funci�on

h
k

opt
(x) =

h
k�1
opt

(x)p
Indk�1(x)

(10)

donde k denota la iteraci�on de re�namiento, permiti�o predecir adecuadamente las zonas en
donde se deb��a proceder al re�namiento.

EJEMPLOS

Presentamos a continuaci�on dos ejemplos sencillos de aplicaci�on, que ilustran las particu-
laridades del m�etodo. En todos los casos se usaron polinomios lineales para la aproximaci�on
de m��nimos cuadrados m�oviles y funciones de interpolaci�on de Lagrange lineales en la
aproximaci�on de las condiciones de borde. La integraci�on de Gauss fue en todos los casos
de 2� 2 puntos de integraci�on.
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Ejemplo 1

El primer ejemplo num�erico es un ejemplo simple de conducci�on de calor en el cuadrado
unitario3, en el cual se toma el t�ermino fuente

f(x; y) = 8�2 cos(2�x) sin(2�y)

y condiciones de bordes homog�eneas�
u = 0 para 0 < x < 1 y = 0; 1
@u

@x

= 0 para 0 < y < 1; x = 0; 1

La soluci�on anal��tica del problema es u(x; y) = cos(2�x) sin(2�y).
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Figura 4. Error en la aproximaci�on en funci�on del par�ametro de decaimiento

Para este ejemplo se utiliz�o una distribuci�on de nodos igualmente espaciados. Prime-
ramente, sobre una red de 17 � 17 nodos, analizamos el comportamiento del error en la
soluci�on aproximada para distintos valores del par�ametro de decaimiento �. La Figura 4
ilustra la variaci�on de la norma del error en la aproximaci�on a la funci�on y a sus derivadas,
en t�erminos del par�ametro de decaimiento �. Se calcularon dos medidas de error: el error
m�aximo en el dominio y una medida del error relativo, calculado por la expresi�on

e
rel
(u) =

1

ku k
1

1

Nn

X
xi

jeu� uj (11)

donde Nn es el n�umero total de nodos de la discretizaci�on. Esta �ultima medida de error
fue tambi�en usada por Nayroles, quien informa para una red de puntos y par�ametros de
de�nici�on de la funci�on de peso, similares a los nuestros, un error 10 veces superior al
obtenido en este trabajo. En la Figura 5 vemos la variaci�on del error en el c�alculo de las
derivadas de la funci�on, tambi�en en funci�on de variaciones del par�ametro de decaimiento.

La Figuras 6 y 7 muestran la soluci�on aproximada y las derivadas calculadas para un
valor de � = 0; 01, junto a la distribuci�on del error en el dominio. Se puede observar que el
error se concentra en las fronteras en que se impone la condici�on de borde de tipo Neumann.
Se ve adem�as que el indicador oscila en valores pr�oximos a 1.
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Figura 5. Error en el c�alculo de las derivadas de la funci�on en t�erminos del par�ametro de
decaimiento adoptado
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Un aspecto importante a considerar es la cantidad de nodos que quedan dentro de la nube
y que intervienen en el proceso de obtener la aproximaci�on local u`(x`;x). Esta cantidad
est�a �jada en forma indirecta por el valor del radio de inuencia r

m
. La Figura 8 muestra

c�omo disminuye el error al disminuir r
m
, hasta un valor l��mite por debajo del cual el mal

condicionamiento de la matriz A hace que la precisi�on del c�alculo se deteriore.
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Figura 8. Variaci�on del error con el radio de inuencia

Los mejores resultados se obtuvieron con r
m
= 0; 8 �h

opt
(x), en cuyo caso entraron entre

6 y 10 nodos por nube. La Tabla I da los valores de error en la funci�on y en las derivadas
logrados para este �ultimo caso (recordamos, � = 0; 01 y la integraci�on num�erica se hizo con
4 puntos de Gauss por celda). En el resto del an�alisis se us�o r

m
= 0; 6 � h

opt
(x), con lo cual

ingresaron aproximadamente 4 nodos por nube.

Nodos ku� euk
1

e
rel
(u) e

rel
(@u
@x

) e
rel
(@u
@y

)

17� 17 0; 0013 4; 377� 10�4 0; 0139 0; 003

Tabla I. Error en el c�alculo de la funci�on y sus derivadas

La tasa de convergencia en funci�on del espaciado entre nodos para este ejemplo fue
aproximadamente 2,6. La Figura 9 muestra el comportamiento del error comparado con el
error para una soluci�on lograda usando elementos �nitos triangulares lineales.
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Figura 9. Evoluci�on del error en funci�on del espaciado entre nodos
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Se estudi�o a continuaci�on la sensibilidad del m�etodo frente a perturbaciones en las
posiciones de los nodos respecto de la grilla de integraci�on. La Figura 10 muestra c�omo es
afectado el error cuando se aplican perturbaciones aleatorias a las posiciones de los nodos.
El tama~no de las perturbaciones est�a expresado como factor del espaciamiento entre nodos.
Vemos que el esquema muestra buenas caracter��sticas de estabilidad, tanto para los valores
calculados de la funci�on como de sus derivadas.
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Figura 10. Variaci�on del error al perturbar la posici�on de los nodos respecto del equiespaciado

Ejemplo 2

El segundo ejemplo considerado presenta un fuerte gradiente en la soluci�on en la zona
central del dominio. El dominio de de�nici�on es nuevamente el cuadrado unitario y las
condiciones de borde son homog�eneas�

u = 0 para 0 < x < 1 y = 0; 1
@u

@x

= 0 para 0 < y < 1; x = 0; 1

El t�ermino fuente es ahora

f(x; y) =
�
�2ky(1� y) + (ky(1� x)(1� y)� kxy(1� y))

2

�2kx(1� x) + (kx(1� y)(1� x)� kxy(1� x))
2
�

e
kxy(1�x)(1�y)

1� ek=16

y la soluci�on exacta del problema resulta

u(x; y) =
1� e

kxy(1�x)(1�y)

1� ek=16

La divisi�on recursiva del dominio que se ha utilizado, permite re�nar las regiones que
requieren mayor cantidad de nodos, ajustando la estructura de celdas de integraci�on de
manera que utilizando cuatro puntos de Gauss por celda se obtienen resultados satisfactorios.
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En la Figura 11 mostramos el comportamiento del m�etodo respecto de la cantidad total
de nodos tomados, para el valor del par�ametro k = 200:

En este ejemplo, para los puntos cercanos a (1=2; 1=2), al crecer el par�ametro k lo hace
igualmente el gradiente de la soluci�on.

Utilizamos el indicador del error a posteriori, aumentando la cantidad de puntos en la
zona en donde �este muestra valores altos y veri�cando la propuesta dada por la ecuaci�on (10).
Lo hemos aplicado a este ejemplo para dos valores del par�ametro k (k = 200 y k = 1000):
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Figura 11. Variaci�on del error de aproximaci�on con la cantidad de nodos (para una dis-
tribuci�on regular)

Primeramente se realiz�o para el caso k = 1000 un an�alisis con una distribuci�on uniforme
de puntos con espaciamiento 1=16: Los resultados se muestran en la Figura 12, junto a
la distribuci�on del indicador de error. A partir de estos resultados, decidimos un primer
nivel de re�namiento agregando nodos en la regi�on 1=4 � x � 3=4, 1=4 � y � 3=4. Los
resultados logrados con esta distribuci�on de puntos se muestran en la Figura 13, junto a la
nueva distribuci�on del indicador de error. En base a �esta, decidimos un segundo nivel de
re�namiento aumentando la densidad de puntos en la regi�on 3=8 � x � 5=8, 3=8 � y � 5=8:
En la Figura 14 mostramos la soluci�on �nal hallada. Se ve adem�as c�omo el indicador de
error var��a tratando de llegar a una distribuci�on uniforme
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Figura 12. Soluci�on aproximada e indicador de error (vista y planta) para una distribuci�on
regular de puntos (k = 1000)

La Tabla II muestra los errores obtenidos en cada caso para la funci�on y para sus
derivadas, con un total acuerdo con las predicciones del indicador a posteriori.



M�etodos sin malla para resolver la ecuaci�on de conducci�on del calor 45

0
0.5

1

0
0.5

1
0

0.5

1

0
0.5

1

0
0.5

1
0

10

20

  b)  

0 0.5 1
0

0.5

1

Figura 13. Soluci�on aproximada e indicador de error (vista y planta) para el primer grado
de re�namiento (k = 1000)
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Figura 14. Soluci�on aproximada e indicador de error (vista y planta) para el segundo grado
de re�namiento (k = 1000)

Error k = 200 k = 1000

e
rel
(u) 9; 8098� 10�4 9; 7882� 10�4

17� 17 ku� ~uk1 0; 0106 0; 0134
nodos e

rel
(u

x
) 0; 0084 0; 0062

e
rel
(u

y
) 0; 0086 0; 0063

e
rel
(u) 5; 8512� 10�4 6; 1578� 10�4

ku� ~uk1 0; 0025 0; 013
Re�n. 1 e

rel
(u

x
) 0; 0052 0; 0053

e
rel
(u

y
) 0; 0052 0; 0053

e
rel
(u) 0; 001 3; 954� 10�4

ku� ~uk1 0; 0030 0; 003
Re�n. 2 e

rel
(u

x
) 0; 0039 0; 0037

e
rel
(u

y
) 0; 0039 0; 0037

Tabla II. Error en el c�alculo de la funci�on y sus derivadas para re�namientos calculados en
base al indicador del caso k = 1000

Posteriormente se repiti�o el an�alisis para el caso k = 200, pero usando las distribuciones
de puntos obtenidas en el an�alisis con k = 1000. Vale decir, para decidir los sucesivos niveles
de re�namiento, no prestamos atenci�on a la distribuici�on del indicador de error obtenido,
sino que directamente empleamos la ubicaci�on de puntos utilizadas en el caso anterior. Como
era de esperar, los resultados obtenidos no fueron apropiados, quedando ello reejado en
la evoluci�on del error logrado para la funci�on y para sus derivadas. Vemos que, si bien los
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sucesivos re�namientos aumentaron fuertemente la cantidad de puntos utilizada, ello no se
tradujo en una disminuci�on del error (Tabla II).

Por �ultimo, cuando se decidi�o el re�namiento siguiendo las variaciones del indicador
de error, los resultados obtenidos respondieron en la forma esperada. El primer c�alculo
realizado sobre una grilla uniforme mostr�o la necesidad de re�namiento en la zona 1=8 �
x � 7=8, 1=8 � y � 7=8, en tanto en base al segundo c�alculo decidimos re�nar en la zona
1=4 � x � 3=4, 1=4 � y � 3=4. Se obtuvieron as�� los resultados de la Tabla III.

Error k = 200

e
rel
(u) 9; 809� 10�4

17� 17 ku� ~uk1 0; 0106
nodos e

rel
(u

x
) 0; 0084

e
rel
(u

y
) 0; 0086

e
rel
(u) 3; 739� 10�4

ku� ~uk1 0; 0030
Re�n. 1 e

rel
(u

x
) 0; 0034

e
rel
(u

y
) 0; 0034

e
rel
(u) 2; 156� 10�4

ku� ~uk1 5; 918� 10�4

Re�n. 2 e
rel
(u

x
) 0; 0017

e
rel
(u

y
) 0; 0018

Tabla III. Error en el c�alculo de la funci�on y sus derivadas para re�namientos calculados en
base al indicador del caso k = 200

CONCLUSIONES

Se implement�o el m�etodo de Galerkin libre de elementos, proponiendo un procedimiento
para la ubicaci�on de puntos y realizaci�on de las integrales num�ericas requeridas, en el cual
se guarda una relaci�on �optima entre los distintos par�ametros que inuyen en el m�etodo.
Realizamos una serie de experiencias num�ericas, analizando el error para diferentes juegos
de par�ametros que inuencian en el m�etodo. Los ejemplos fueron construidos buscando
forzar al m�etodo mediante la presencia de fuertes gradientes localizados en la soluci�on.

Se lograron resultados apropiados de convergencia para las distintas situaciones en-
sayadas. Mediante un indicador de error se logr�o predecir apropiadamente las zonas del
dominio en donde se requiere re�namiento para disminuir el error en la soluci�on aproxi-
mada.

El m�etodo de Galerkin libre de elementos se mostr�o extremadamente sensible a la
variaci�on de par�ametros en forma independiente. En efecto, las experiencias realizadas
mostraron la necesidad de mantener una relaci�on apropiada entre el radio de inuencia,
distancia entre nodos y la distribuci�on de puntos para integraci�on num�erica. La propues-
ta seguida en este trabajo busca �jar relaciones apropiadas a respetar entre todos ellos,
guardando un grado su�ciente de exibilidad y sin perder el objetivo primordial de liberar
al usuario de establecer una noci�on de malla.

Finalmente, es de destacar que en los ensayos realizados, el error se concentr�o principal-
mente en zonas pr�oximas a la frontera en donde se impusieron condiciones de borde tipo
Neumann. Esto puede deberse a la falta de simetr��a en que se incurre en estas zonas para
la construcci�on de la nube. Este efecto no se present�o en las fronteras Dirichlet por cuanto
esta condici�on de borde se impuso mediante multiplicadores de Lagrange.
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